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Uebw  3CB  Thirohganfr  cinrs  *'tficTrMÄfn*fttr«mM  durch  «ine 
Ebene,  iusbesoDder«  durch  eine  kirisflirituge.') 

Ijeitct  nuui  einen  con<{tuntcn  galTaiu^^cliCQ  Strom  dorcb 
eine  Metallscbeibe,  so  wird  sich  die  Elektricität  in  dieser  aof 
eine  bestimmte  Weise  Teitbt'ibn.  Die  Art  der  VerUicilung 
kann  man  xtM'h  den  von  Ob  m  aufgeatcUton  Prinzipien  theoretisch 
ermitteln,  leb  habe  die  djizu  nöthige  Bechnung  unter  der 
VoransaetEnng,  daw  der  Zustand  der  Scheibe-  ein  staüoniürer 
gcirörden  sei,  in  dem  Folio  dorcbgcfUhrt,  doits  die  Scheibe 
eine  kreiKförmigo  ist,  und  dasA  die  Elektricität  durch  einen 
Draht  in  sie  hinein,  durch  einen  zweiten  aus  ihr  heraustrete. 
Das  Resultat  wurde  besonders  ein&ch,  wenn  der  Ein-  und  der 
Anstritt-fpunltl  in  der  Peripherie  der  Scheibe  hegen;  in  diesem 
Falle  habe  ich  dasselbe  durch  Versuche  geprUit  und,  wie  es 
mir  scheint,  eine  hinreichende  Bestätigung  get\md6n.  Ich  will 
hier  zuerst  die  theoretischen  ßetracbtungt-n  angeben^  und  dann 
die  fUperimente  beBclireibeii,  die  ich  angestellt  habe. 

Bestimmen  wir  die  Lage  eines  Punktes  der  leitenden 
Ebene  durch  die  rechtwinkligen  Cuordiimtcn  x  und  y,  so  ist 
die  elektrische  Spannung  desselben,  u,  eine  Function  tod  x 
und  y;  d.  b.  es  ist: 

Die  Gleicbmig/(.)r,  y)=u„  stellt,  wenn  u„  eine  Onutant« 
bezeichnet,  ein  Üorre  dar,  in  der  alle  Funkte  dieselbe  Spannang 
haben.  Wir  betruchten  zwei  solche  unendlich  naheliegende 
„Ourven  gleicher  Spannung:" 

/('.  .¥)  =  «^  +  dw, 

1)  Fogg.    AuuL    Bd.  M.    IMA. 
■Ir«kh«r(.  OmbidimIU  Abbudln^nL  l 
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ütbor  deu  I)urcli|u:aiif;  einen  ek'ktd0clicn  Stromee 


nehmen  in  der  ersten  2  anendlich  nabeUegeude  Punkte  A,  B' 
an  (Fig.  l.)*  und  ziehen  in  ihnen  die  Nonnulen;  diese  sind  zu-i 
gleich   Normalen  dor  zweiten  Currc   in   den   Punkten  A,  B^ 
so  dass  AB Ä B  ein   uueudlich  kloinoa 
fiechteck  ist,  bei  dem  joder  Punkt  der! 
Seite    AD  die  Spannung  «„,    und  jeder j 
Puiikvder  Seite  Ä  B'  die  Spannung  Ko+d«i 
hat;  durch  dieses  Rechteck  fiiesst  also, 
nach  den  Ohm'&chen  Priadpien,  in  dor 
Zt>itei]il]eit  in  dar  Ricihlung  von  A  A  ein& 
ßlektricitäts-mengc,  die 
du 


rto-t- 


—k.h.AB. 


ÄA 


ist,  wo  A  die  lieituDgsI^igkeit  und  S  die  uneadlich  kleine 
Dicke  der  Scheibn  bezeichnet.  Dieaelbe  Menge  von  EIcktricität 
fliesst  durch  eine  jede  Linie  CD,  die  wir  durch  das  Rechteck 
AB  A  K  ziehen;  ziehen  wir  CD  parallel  der  j? Axe,  und  setxen 
den  Winkel,  den  AÄ^  d.  b.  die  Richtung  des  Stromoü,  mit 
dieser  bildet,  =  ^,  so  ist  die  Elektriritätsmenge,  die  durch 
CD  aiesst: 

=  —AdCi>. sin«. 4^.. 

DieMT  Ausdruck  liUst  sich  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen;  ee  ist  nämlich: 

wo  dj-  und  dy  die  Unterschiede  der  Coordinaten  von  Ä  and 

Ä  bezeicluien;  hieraus  folgt: 

ds       Ow  d«  • 

^  =  .^cos9+^^8mqp; 

da  ferner  der  Punkt  A  dieselbe  Spannung  bat,  wie  B-,  so  muss 
Sm  ■  d« 

niD;  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 
dv  5>      dw    .  9m 

^,co8y=3-,j^,3inv  =  ^-. 
Der  obige  Ausdruck  14  also: 


=  -h.a. CD 


diudi  eine  Eben«.  üubceoDdcrc  durch  öoc  krojafönoige. 
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Da  die  Lage  des  CoonUnatcuuijsteinCB  eine  ganz  willkür- 
liche war,  so  ist  das  Resultat  der  angesteUtea  Untersuchung: 
dass  durch  irgend  ein  lineares  Element  d<  in  der  Zeiteinheit 
eine  Ueoge  vod  Elektrizität  tliesst,  die 

8iL 


—  k.ö.ds 


dy 


6h 


ist,  venu  wir  mit  .^  die  Differentiation   nach   der  Richtung 

der  Normale  von  d*  bezeichnen. 

Durch  diese  Bemerkung  wird  es  leicht,  die  Bedingung  EU 
finden,  der  u  geniigen  oiuhs,  damit  der  elelctmclie  ZuHtand 
der  Scheibe  ein  stationärer  sein  könne.  Betrachten  wir  näm* 
lieh  eine  gescliloasene  Curve  in  derselben,  innerhalb  der  Uir 
keine  Elektricität  zugeführt  wird,  so  muss  die  Summe  alli^r 
Blektricitätsmengen,  die  durch  diese  Ciinre  Olessca,  s  o  sein; 
es  muiu  altM): 


/' 


d«    ^"^  =  0 


sein,  wenn  dieses  integral  über  <üe  ganze  Gurre  ausgedehnt 
wird.  Bczeicbnen  wir  die  Winkel,  die  iV  mit  den  Coordinatoö' 
flion  bildet,  durch  [N,  z)  und  [N,  y),  so  haben  wir: 

d*  =— d».oo6(N,3f) 
dy  =     d«.cos(N,j:), 
und  die  Gleicimng  wird  diese  '}: 


/{-.,-- a,).,. 


1}  Da  die  betnwhtet«  Cnrro  eine  ganz  boli«bigc  war  (aiuscr  dass 
sie  gewisse  Punkte   niülit  uniRchlionsCD  aoUte),  ao  kami  diese  Bedingung 

nicht  andere  erfüllt  werden,  al«  dn«  s— d  y  ~  a  d  r  da  volhUliidigeB 
Diffcrumiiil,  =  d  v ,  ist;  d.  li.  ob  Bnw : 

«ein.  Die  OleicUung  d  r  =  o,  d.  b.  p  =  cousl.  utellt  uin  äyi»t«in  voa 
Cnnren  dar.  die  dl«  Curren  gleicher  Spsnoung  seiikreclit  ichneiden. 
d.  h.  dje  Strömau^liai«D- 

1' 


üebcr  den 


'<  clcklriEchci]  Stronoi 


Denken  wir   ans  deu  Fall,   das9   die  Elt^ktricität  durch  | 
eiozelne  Pankto  io  die  Scheibe   und  aus  ihr  beraustrote,  and| 
betrachten  nun  zweitens  eine  gescfaloaaene  Curre,  die  einen  von 
den  Bintrittapiuikten    umschUt-ast,   so   moas   in  Bezug    auf  sie: 


—k.a.Jii 


«K 


=  — A.3 


•/(fe"^-; 


Min,   wenn  £  die  ElektiicitJLtsmenge  bezeichnet,   die  dorch^ 

diesen  ENinkt  der  Scheibe  zugeführt  wird. 

.      Ab  dritte  Bedingung  ftlr  u  tritt  nocli  lüiixu,  da^  fllr  die . 

Grenze  der  Scheibe   3-V-=  o  sein   uus&,   weil  durch  diese  an 

keiner  Stell»  EtektHciL&t  zu-  oder  abflit-ssen  soll;  d.  1l  daas 
dioCurven  gleicher  Spannung  die  Grenze  senkrecht  gehneiden  *). 
Ist  die  Scheibe  onbegreuzt,  so  fällt  die  letzte  Bedingung  fort; 
an  ihre  Stelle  tritt  die,  da&s  die  Spaiiiimig  in  der  Unendlich- 
keit  ^  einer  constantcn  endhchen  Grösse  ist 


''dS 


1)  Beiliiide    die  8tkcibo   aus   nrci  Stoffen   vod   vcnchic^cnci'   Lci- 
taagKfllhigktit,   m   würden  Air  diu  BertUmingtcitrvc  heider  fol^nde  Be- 
dinfiaDg««   hmiukommcn  (wenn  t  und  t'  iin  LeitungiftliigkcitAD,  i  tuidi 
■'  die  Spannniigcn  bcaciclmcii): 

und  K  —  u  =  der  clcktromotvrücbcn  Kraft,  die  durch  die  Berührung  d«r< 
beidejn  Slofla  itwu^  wird. 

Aus  der  letzten  Gleicbong  fb1|^: 

du      du' 
3";=' 37' 
wir  «riiklteii  durch  Dirial^n  diuer  Gldehong  md  der  «rttea; 
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Ea   i<t   aber  "sr:  ■■  dcx  ootg.  des  Winkels,  den  dia  Richtut^;  des  ätrotnet 

Fi 

Im  enicn  Hedinm  mit  N  bildet;  nCDnen  wir  dicaen  Winkel  ^,  und  dei< 
aataiwechetulen  fttr  du  nrette  Me<liuiii  ^',  so  haben  wir: 

Cyqi  :  tftf'=t  :  f. 
Diese  froporümi  giebi   das  Geseti  as,  nach  dem  ein  elektriacker  Strom 
gebrochen  vrird,  wenn  er  aui  eiann  Mcdhuu  in  ein  onderca  tritt. 


durch  eise  Eben«,  iwbHOiiilcrc  (Inidi  «ine  kreisförnüff«. 


Wir  wollen  zuerst  den  Fall  uäljer  betracbteu,  daas  dld 
Scbcibe  onbcgrenzt  ist.  £»  scion  /-!,,  A,..Am  die  Ein- 
fitr&mungspimkte  (ich  will  der  Kürze  halber  jetzt  unt«r  dÜesöm 
Ijarnen  sowohl  die  Eimtrömungsponkte  im  engem  Sinne  aU 
anch  die  AQSstrCmungspunkt«  rerstchcD,  nnd  wiU  die  Elektii- 
ottätsmeoi^D,  die  durch  die  letxleren  »btUeBsen,  als  nogative  oin- 
strtmende  hpüeichnpn);  die  Eloktriciiatsnieiigeii,  die  durcli  diese 
in  der  Zeiteinheit  ia  die  Scheibe  treten,  seien  E^,Ej..  £„,  wobei 
^4*J^-f..  +  £^>io  seio  muss;  bezeichnen  vir  dann  die 
Entfemiuigeii  eines  Punktes  in  dieser  von  A^,  A^..  dorob  r,, 
r, . .  r„  80  UUst  sich  leicht  zeigen,  dass  wir  allen  aoigeeteUteäi 
Bedingungen  gcnUgen,  wenn  vir: 


-=^-^.^~,■ 


■STi.k.i 
eetzen,  wo  M  eine  Constantc  bedeutet. 

Bilden  wir  nämlich  das  unbestimmte  Integral 

^H  CiB»j__     du 


in.k.i 


logr. 


so  finden  wir  dieaca: 

wenn  wir  durch  (fj,  Ä)  ,  (r„  Ä)..  die  Winkel  bezeichnen,  die 
f,,  r, ,.  mit  einer  festen  Linie  R  bildeiL  Nehmen  wir  von 
diesem  Integral  die  Grenzen  in  Beziig  auf  eine  geschlossene 
Cnrre,  welch«  keinen  von  den  Eiustrtimungapunkteu  umschliesst, 
80  wird  «8  =  0;  umBchliessl  die  Curre  einen  von  den  Punkten 
Aj,  Ä^..,   etwa  Aj,   so  wird  das  Integral    in    Bezug   auf  sie 

=  —  — .  £^ ;  also  die  Menge  von  Elektricität,  die  in  der  Zeit- 
einheit durch  sie  hindurchströmt,  =  E^.  Die  dritte  Bedingung 
wird  ebenfalls  erfUIlt,  denn  (Ur  einen  Punkt  in  der  Unendlich- 
keit  ist  r,  =  r,  =  . .  i  aho : 

«  =  Af  +  ,-'^(^,  +E,  +  ..  i^)log  r, 

Derselbe  Ausdruck  ftlr  11  wird  auch  gelten,  wenn  die 
Scheibe  begrenzt  ist,  sobald  nur  die  Grunze  dit-  Cunren  gleicher 
SpaimuDg  äenkrecht  schneidet. 


e 


U«ber  des  UurcbgitDg  «iuw  clcktruchcn  Strome« 


Nehmen   vir  an,  doss   es  nur  zwei  Gmströmmigspiinlrte 
^Lbe,  so  ist: 

m  Jf.itthS  =£i= — JSf  gesetzt  ist;  die  Curren  gleicher 
SpaDoiiiig  werden  also  dai^est«Ut  durch  die  (jleichting: 

*^  ™  coiist; 

sie  sind  also  Elrelse,  welche  über  der  Entfernung  zweier  Paukte 
als  Durchmesser  ba^schrieben  sind,  die  zu  A^  und  A,  harmonisch 
liegen.  Die  Ourven,  welche  diese  seidcrecht  schoeiden  (d.  h. 
die  StrQmungüCurveu),  sind  die  KrcjKC,  weichte  durch  A^  und 
A^  gelegt  werden  können;  wird  die  Scheibe  also  diiri-h  ctneo 
oder  mclirere  solcher  Kreise  begrenzt,  so  bat  w  den  angegebenen 
Werth"). 

Den  beiden  ereten  Bedingungen  fllr  w  wird  für  eine  be- 
grenzte Scheibe  immer  genügt  durch: 

u  =  M-  2~irs(^  »ogr,  +  E^ logr,  +  ..+£,  logr. 
+  E\  logr,  +  Ä.logr',  +  .  +  r.logr',), 

wo  Tp  r,  ..,  £^,£^  ..  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  habim,  wo 
femer  r'j,/, ..die  Entfernungen  des  in  Rede  stehendeo  Punktes 
der  Scheibe  tob  willkürlichen  Punkten  A\  A'^ . .,  die  ausserlialb 
dieser  Uegoo,  bezeichnen,  und  E^,E^..  beliebige  Coefficienten 
ÖDd.  In  manchen  f^en  wird  man  die  Punkte  A',A\..  und 
dio  Coefficienten  £',,£',..  so  bestimmen  können,  das«  auch 
der  dritten  Bedingung  genilgt  wird,  d.  h.  dass  die  Corven 
II  =  consU  die  Grenze  der  Scheibe  rechtwinkhg  schneiden. 
Ist  die  Scheibe  eine  kreisförmige,  so  ist  dieses  immer  niSglicb. 
Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  nur  zwei  Bin- 
strOmuugspuukle  vorhanden  sind,  so  iüt  der  Ausdruck  fllr  u, 
wenn  wir  wieder  2siÄö/tf=  £^  =  — E^  setzen: 


«=-«  +  JV^log^^  +  log^), 


1)  Die  Curron,  treldit)  nU«  Piuikte  eiiÜialtoD,  die  von  gleich  BtKrken 
StrOmcD  dnrdiflocMii  werden,  nod  im  dicaoa  FnUc  Lcmaiacaten,  derca 
OIciofanDg  r^  ■>,  ■■  const  bt 


durch  eine  Ebene,  EnsbetroiMler«  durch  eine  krciafärmige.  7 

■wo  wir  die  Punkt«  A\   und  A'^  durch  folgende  Conetraction 
finden:  Wir  verbinden  den  Mittelpunkt 
der  Scheibe,  C,  {Pig.  2.)  mit  A,  und  A^, 
and    schneiden    aaf   den    verengerten 

Linien    Cj4,,  CA^   zwei  solche   Stücke        i  >» xj—i^ 

CA\    und  CA'j,  ab,  dass  di-^r  fCudiuü 

der  Schoibe  die  mittlere  Proportionale 

zwischen  CAi  and  CA\j  und  zwischen     % 

C^,  and  C^',  ist'),  ric.  t 


1)  Der  Beweia  dtitlr,  dan  die  Corren  leg  —  i-  ]og  ~~  =  oomt  die 

Orenxe  der  ScItßtlM*  Monknu'lit  KflmiOklf-ii.  i»t  fol^iidcr:  DieOlctchuug  der 
Cnrrea,  welciit:  jvu«  n.-chtwink%  scbuDidea,  ül: 

»  =  (r„ÄJ—  tr„Ä)  +  (f-*„Ä)-(f'„Ä)  =  ooMt 

wir  rechtwinklige  CoordinAten  tin,  eo  wird  dieses  oino  Gloiehung 

des  vierten  Qnwle».    Üuwolil  die  Cnrvea:  los-  =  coxiat.    «U   auch    di« 

•■" 
Curven:  log  -r  =  coatl.  sclmeideii  dcu  Kreis,  der  durch  die  vier  Puiücte 

Ai,Ai,A't,A't  gekgt  «rertlcD  kann,  rechtwinklig;  <tieHCr  wird  lüiiö  sucli 

von   den  Ourrcn  log  -  4-  log  -7^  ^eonst.  rechtwinklig  geaehiiittcn;ieine 

''i  i"  1 

Glcichimg  muM  daher  auch  in  der  QleichuDg  r  =  conet  enthalten  Win; 
wir  idilieMCii  dacant.  dUB  der  linke  Thdl  «lieaur  Tih-icliung,  wenn  sie 
auf  o  gArteht  lit ,  Mbald  wir  den  Cfititbuitcn  pftsttend^  Werth«  geben, 
rieb  bi  zwei  Pactoreu  zi-rleiceii  lAetit,  von  dviicti  der  ciiii;  der  liukn  Thell 
der  auT  o  gebrachlon  Glelt^hirag  des  durch  A^,  A^,  A\,  A\  gelt^ea  Kreises 
ist;  es  ÜhI  dich  lu^igi^n,  daea  der  luidero  Il^tor,  weuu  er  »  o  gesetnt 
wird,  die  Gleichung  der  Orenxe  der  Scheibe  bildet  Machen  wir  C  txao 
Ai>fai^>a|miiW«  der  Coordiuatea,  setKen  wir  CA,  =  91,  CA,  —  pn  CA'^ 
'  f\t  CA\  =  9',,  nennen  wir  femer  den  Winliel,  den  y,  niil  d«r  jt  A» 
bOdet,  9,  und  den  Winkel,  den  t/i  ■'>■{  ihr  bildet,  ^,  n  werden  die 
GleieliuogeD  der  beklen  in  R<xl«  sk'benden  Rrtriie: 


und: 


»  .     i  .  (y,  +  i(',)  sin  flp»— (ft  +  g'O  "la  <Pi 


I 


8  L*«b«r  dtn  Durvl^itag  viact  tlektrürhcn  Btromc* 

Haben  wir  n  Emstrümungspuukte,  so  wird  der  AuMlntck 
£fir  II,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  Ni  ^^—^^  setiten: 
H  -  M-  itf,  {log  r,  +  log  r\)  —  JV^  (log  r,  -f  log  r',)  - 

WO  wir  die  Punkte  A\,A\ . .  wieder  durch  dieselbe  Construcfiön 
finden,  indem  wir  C  mit  ^Ij,  A^ . .  verbinden  und  auf  den  ver- 
Uiigert«n  Verbindungslinien  solche  StUcke  CA\,  CA,  . .  ab- 
schneiden, dass  der  Kadiua  der  Scheibe  die  mittlere  Propor- 
tionate  zwischen  CA^  und  CA\,  zwischen  CA,  und  CA^ 
U.B.W.  ist'). 

Beschreibeu  wir  um  die  einzelnon  Einstr5m«np;sp  unkte  ge- 
schlossene Gurren,  und  denken  wir  uns,  da-ss  diesen  Curvcn  die 
ElektricitÄt  iiicbt  duixh  die  Punkte  A-^,  A^ . .  zugeMirt  würde, 
sond(;m  auf  irgend  eine  andere  Weis«  (etwa  durrli  Cjlinder- 
Oberflächen,  die  in  ihnen  errichtet  sind),  doch  so,  dass  einem 
jeden  Punkte  dieaer  Curren  gerade  so  viel  zngeftlbrt  wird,  wie 
früher,  so  wird  sich  der  elektrische  Zu&taiid  der  Scheibe  (mit 
Ausnahme  der  Flachen  der  Curven)  nicht  ändern,  es  wii-d  also 
ßlr  H  deniolbe  Ausdruck  gL-lten.    Wir  wollen  zu  diesen  Ourren 


Die  Gleidnm^  e  =  (7  wird,  wenn  wir  ftlr  R  lUo  ^Aic  aonehnioii: 

_            ,    X  —  (f.. cos«',               _     *~pi  coani, 
C=arctE si— — tJ  „  arctc i'_-^!L3 

+  «rcts  — ^1^-.  -"*  —  «rctgf  — ^^—.—^^■ 
y— ei«*9i  y— fi«i»?'i 

Bringen  wir  di<«c  Gleichung  auf  eine  olgebrütclic  Fonn  und  H&txen ' 
C  r*  V, — Vi.  K  erliBlt«!)  wir  eine  Gleichung,  welche  id«aliich  aiit  dem 
Pnduet  der  beiden  «raten  Uleichuiigeii  iet 

l>  Da  uXmlicb  .V,  -^  A*,  *  . .  +  lt^=c\aX,  so  lüBst  aicb  u  unter  ftd- 
gvnd«r  Form  dantdlon: 

u-M-  ^^*~^'*(logf^  *  los  f,  -Jog^-Iogr;), 

wo  die  Snome  in  Benig  auf  k  lutd  il  lu  nctuneu  ist,  doch  so,  <Um  i 
immer  grtner  als  (  itt  (dann  sndMn  wir  in  den  beiden  Aiudrflcken  fUr 
V  die  CoCfficidttco  T9B  log  r^  +  Icgr^  ik)  finden  wir  sie  ^tvicti);  clii  ^Ui- 
seines  Glied  diesM  Audrack«  ^  const.  gMctit,  stallt  naeb  dem  Vorigen 
ein  System  von  Ourren  dar,  welche  die  Giense  der  Hrheibe  seakreofat 
•daKidra;  ein  «olebM  System  attUt  otso  auch  die  Stunme,  •>  conit  go- 
«obt,  dar. 


durch  cia«  Blwii«,  iiubesondere  dtirch  oin«  kreiafbtmtge.  9 

unendlich  kleine  Kreise  Delimeu,  deren  Miltelpuiücte  A^,  A,.. 
aind;  diesen  Kreisen  wurden  von  den  Punkten  A^,  A^..  die 
ElektriciUtgmengeD  E^.  E,..  zugeftlLrt,  und  zwar  verthdlte  «ich 
eißc  jede  gleichmässig  auf  alle  Tlinile  des  zugehörigen  Ereisee*) ; 
denken  vir  uns  also  diese  Kreise  als  die  Peripherien  der  Flächen, 
in  denen  die  Scheibe  tou  Diäten  berührt  wird,  die  ihr  die 
Ek-ktricitAtsrn engen  A\,  £^..  zuftllircn,  so  «-inl  der  aufgestellte 
Aiisdrack  fOr  v  Gültigkeit  haben,  wenn  wir  annehmen  kSimen, 
dass  der  Strom  in  einem  jeden  Drahte  gteicbmftsaig  in  Besag 
auf  seine  Axv  vcrthoilt  sei.  In  einiger  Entfernung  von  der 
Scheibe  findet  diese  Vertbeilung  im  Drahte  statt,  da  also  die 
Möglichkeit  da  ist,  da«s  sie  bis  zum  Ende  des  Drahtes  bleibe, 
so  wird  dieses  wirklich  eintreffen. 

Wir  haben  bis  jetzt  £*, ,  E^..  immer  als  unmittelbar  ge> 
geboQ  betrachtet ;  verfolgen  wir  oin  tiestimmtes  Experiment^  so 
müBBen  wir  diese  Grössen  erst  durch  Rechnung  crmittelii.  Ich 
will  von  dieser  Ri»c5inuug  ein  einfaches  ßeiiipiol  geben,  wobei 
wir  zugleich  den  Widerstand  der  Scheibe  finden  werden. 

Zwei  um  A^  und  Aj  beschriebene  Kreisö  seien  die  beiden 
Enden  eines  Ui'ahte^  der  den  Radius  (>  und  die  Leitungsf^h^- 
keit  k'  habe.  In  einem  Querschnitte  des  Drahten  D  habe  die 
elektromotorisclii^  Krall  A'  ihn-ii  Sitz:  es  soll  der  elektrische 
Zustand  der  Schliessung  ermittelt  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Länge   des  Drahtes  von  dem  Qucr> 


2)  Die  Gorven  gleicher  Spannung  in  der  Nah«  des  Ptaüteb  A,  wer- 
den diu  Doiic0ntTia(?h<>n  Kr«tse  •■,  »  coast..  wdl  bior  r,  UTieniUich  kl^in 
B^B^o  •■»•  '■»  '"i-  *■ » ■  -  ist;  "id  hicra^is  folgt,  da«  sich  die  EicktricitÄt  vom 
Ponkt«  A,  ftleichmARsi^  nach  alteu  Hichtnngen  hin  verbmtuC.  I)i«i)e 
Betnctitang  gih  jedoch  nicht,  wenn  A^  nekr  saho  ob  d«r  Pwipfacric  der 
tScbribe  üßgt,  d«nii  dann  witd  aaeh  r\  tniinjdUoh  Ueis.  Bvßadet  sioh 
•Im  räor  vmi  den  DrSbtcn  sehr  ailic  an  d«r  Grcuxc,  so  wird  der  für  m 
ao^gWteDle  Aiudraek  fOrPunlcu-,  die  iittlii;  un  Dr^it Utigtn,  nicht  geltvn; 
dum  tt  detataeh  für  CDtfMiitn  I*aukl«  gilt,  «rgieht  sich,  wenn  vir  (ät  don 
Dntrt  räne  oncndlieliL' ZaIiI  ai'hr  unlie  liegender  EiiKtrOiniing>pimko-  Riib- 
■titniron.  lüenna  crgicbt  ni^^fa  deun  nach,  daea  im  aUgemclnen  Fnll  die 
GrstaJt  der  Drahte  in  Bezug  &uf  die  Hiiaiinuiig  der  entfernt  llegoiidcu 
Punkte  von  gu  keinem  Einflusa  i^t,  wenn  sie  nur  nU  unendlich  dflnn  be- 
trttditct  werden  bhaiotL 


10 


Ueb«r  den  Durcbgiuig  sin« 


SlTomot 


schnitte  D  bis  zu  einpin  n.ndem  Querschnitt«  mit  ^  so  ist  die 

SpannoDg  dieftos: 

u'  =  m  —  nl  1  Air  die  eine  Hälfte  des  Drahtas, 

M'=m  —  K+nl  J  fllr  die  andere  Hälfte. 

Die  Spannoag  eioes  Pimktea  der  Scheibe  ist: 


II  =  M~  -^  log  'J^V. 


Hier  bedeutet  E  die  lutcuaität  des  Stromes,  dor  durch  doo 
Draht  flieast;  es  ist  also: 

Sind  die  Werthe  Ton  /,  die  zu  den  durch  A^  und  A^  ge- 
legten Quorscliiiitteii  des  Drahtes  geliüreii,  /,  und  /,,  so  sind 
du  Spauuiuigcii  iu  diesen'): 


«',  =  m  —  KA- 


A' 


Die  PcriphflrioJi  dieser  Querschnitte  gehören  aber  auch  dor" 
Scheibe  an,  t'olghch  iat: 


^1    A^-  ^i    '4*f 


(Da  Däjntich  g  unendlich  klein  ist,  so  kQnnen  wir  in  «',   ftlr 
r',  Ai  A\  iL  s.  w.  setzeu).  Aus  ditisen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

Bezeichnen  wir  d«a  Widerstand  der  Scheibe  mit  v,  den 
des  Drahtes  mit  m,  so  muss: 

1}  D>r*e  Aii»i1rärkc  ttod  mi^ht  «tnuige  richtig;  denn  In  dcrN&ho  Aer 
Sdwtbc  ^It  nkhl  die  (iU-ichung  ■  —  m — nt.  weil  di«  StrOiiie  in  ikin 
Dralit«  Uer  nlcbt  pu&llel  mit  «einer  Axe  Mnd;  dodi  da  wir  ^  hIs  un- 
endlich kida  betnditcn,  so  kAniten  wir  dii^aen  UmataBd  wraactilllaalgcn. 

—  Anf  di«Mlbe  Art  mllM««  wir  di«  Gleivliu&g  v  ■•  ^ — -^  reohtfeftigen. 


durch  loa»  Kbtaat,  uuibe«oiutBre  dnreh  etti«  kfcüförmige.  1 1 


sein;  da  noo: 


ist,  90  ist: 


«'=i^ 

*  .n^' 


leb  wende  mich  jetzt  zar  Besclireibung  der  Versuche, 
wekbe  ich  angestdlt  hab«. 

Ich  benutzte  zu  ibaeueinc  kreisförmige  Scheibe  von  dünnem 
Kupferblech,  die  einen  Fu^s  im  Durolmiesser  halte;  au  Kwoi 
Punkten  ihres  Randes,  die  \  F.  von  einander  abstandoii,  waren 
zwei  dUnnc  Kupferdrilhto  angclöthet,  die  mit  den  Polen  einer 
Hydrolcette  in  Verliinduiig  gesetzl  wiu-den.  Setzte  ich  auf  die 
Scheibe  die  Enden  zweier  Di^te,  deren  andere  End4>n  in  die 
QueckBÜberscbalcben  eines  Multiptlcators  getaucht  ware]i,  so 
mante  die  Magnetnadel  deKnelbeu  eiue  Äbluulcuiig  erleiden, 
wenn  die  Puntcte  der  Scheibe,  in  denen  diese  berOhrt  wurde, 
eine  rerscbiedene  Spannung  hatto«;  sie  mnsste  keine  Ab- 
lenkung eHcid«:»,  wenn  dii^  bLTüUrttm  Funkte  in  einer  Corve 
gleicher  Spannung  lagen.  Liess  ich  also  den  einen  Draht  fest 
sieben  und  suchte  mit  dem  andern  solche  Funkte,  das»  die 
Magnetnadel  keine  Äbleidnuig  erlitt,  so  konnte  ich  beliebig 
viele  Punkte  finden,  die  in  der  durch  den  Fusspunkt  des  ersten 
DrabUä  gezogenen  Curve  gleicher  Spannung  la^u.  Koch  der 
Theorie  sollte  diese  Curve  ein  Kreis  sein,  der  über  einem 
Durchxnc$ser  beschrieben  ist,  dessen  Endpunkte:  zu  den  Bin- 
BtrOmongspankten  harmonisch  sind;  ich  snchto  also  ainon  solchen 
Kreis  zu  zeichneu.  der  den  gefundenen  Punkten  möglichst  nahe 
Ittge.  In  der  folgentlen  Tabelle  geben  die  erste  Columne  den 
Badiufl  dieses  &eiscs,  die  fotgcnden  die  Entfernungen  der  go- 
Amdenen  Funkt«  ron  ihm  an  (die  Einheit  ist  ^  Zoll). 


.aätm 

Entftruungen. 

lU 

+  1, 

-I,~l,  +  l 

«8 

0, 

0.     0,     0, 

0, 

+  1 

6M 

+  1. 

+  1. +1,      0, 

-1. 

-1,-3.-2,    0,  -4,  +7, 

590 

-1. 

-2,-1,     0, 

0. 

0,  +8 

t!ü 

0. 

-1.-1,-1, 

0, 

-2, +T 

«7 

0, 

0,-1, +1 

03 

+«. 

+  2,     0,-2,- 

-8. 

0,     0. +2,  +4,+e,+s 
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Uebet  den  Darchgsag  eines  elektrischen  Stromea 


Die  Figur  3,  zeigt  die  asgeföhre  Lage  der  beobachteten 
Funkte.  (Die  letzte  Eeihe  in  der  Tabelle  bezieht  sich  auf  die 
Punkte,  welche  nahe  an  der  Mittellinie  BC  liegen,  und  giebt 
ihre  Entfernungen  von  dieser  an.) 


Die  Abweichungen  sind  bo  geringe,  dass  sie  wohl  hin- 
reichend aus  der  xmgleichmässigen  Leitungsfähigkeit  der  Kupfer- 
scheibe und  aus  Beobachtungsfehlem  erklärt  werden  können. 
Lässt  man  diese  Erklärung  zu,  so  beweist  di^es  Experiment, 
dass  die  Spannung  in  einem  jeden  Funkte  der  Scheibe  eine 


Funktion  von  -^, 


d.  h.  dass: 


-m 


ist;  welche  Function  /  ist,  zeigt  ein  anderer  Versuch. 

Ich  leitete  durch  die  Scheibe  den  Strom  einer  constanteu 
Hydrokette,  und  berührte  sie  an  zwei  Funkten  mit  den  Eaden 


teehadne 
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Drfihte,  in  tltren  Schliessung  ausser  dem  Miiltiplicator 
eine  schwache,  aus  Kupfer  und  Zink  gebildete,  Thermokette 
eingeschaltet  war.  Wählte  ich  jctxt  die  hoidtiii  Beriihnings- 
puukte  so,  dass  durch  den  Moltiplicator  kein  Strom  ging,  so 
niU£Stc  die  Differenz  ihrer  Spannungen  gleich  der  elektromO' 
torischen  Kraft  der  Thcnnokottc  sein.  Ich  nahm  den  einen 
Berttbrungbpuukt  iu  der  \'crbiudungsUnie  der  £iiit9lrCmangs- 
pnokt«  an,  und  las  aa  einer  Scale  aeine  Entfernungen  von 
diesen,  r,  und  r,,  ah;  dann  suchte  ich  in  derselben  Linie  den 
entsprechenden  Beriilirungspuukt;  die  Entiemungeii  dieses  von 
den  Einstxömungspunkt^n  will  ich  A,  und  A,  nennen;  es  war 
r,  +  r,  =  R,  +  Ä,  =  39,  und  ich  fand: 

r-i       ü        lü        15       20    25       SO. 
Ä,     10,4     n,8    S2,8    88     81,5    S4,4. 

Hieraus  ergiebt  eich  das  GJesetz,  welches  >*,,  i-j,  JR^,  Ä, 
naiie  befolgen: 

^.■§  =  ÜOMt. 

Berechnete  ich  aümlich  nach  diesem  Gesetze  B^  aiia  r,, 
so  &&d  ich  folgende  Abweichungen: 

Fehler  voo  £,     +0,4    —  0,1    —  0.4     +  0,2    0,0    —  0.2. 
Ä,        \<t,4        n,9       22,S       3S      31,5        84,4. 

Dieselben  Versuclie,  wie  in  der  VerbitdungBÜnic  der  Ein- 
strömungspunkte,  stellte  ich  jetzt  noch  in  einem  durch  diese 
gelegten  Kreise  an,  der  den  Badiua  5  Zoll  hatte.  Diesen 
Kreis  hatte  ich  eingetheilt,  um  dii>  Lage  der  BerfUiniogspunkte 
bequem  ablesen  za  können;  nenne  ich  die  Bögen  von  dem  einen 
Einätr^mungspunkte  bis  zu  diesen  beiden  Punkten  ^  und  0, 
so  &nd  ich: 

9.    10       M       80       40       50       eO    70        80. 
(P.    2a,4     49,8    62,5    70,9    78,7     84     88,75    flS. 

Der  Bogen  von  dem  einen  Einstromungspunkte  bia  zum 
andern  war  =  100;  hieraus  berechnete  ich  r„  r„  Ä,,  Ä,  und 
untersuchte,  ob  diese  Gh^iaen  auch  hier  dem  oben  ausge- 
«proclienen  Gfeselxe  folgten.  Die  Fehler,  welche  dann  bei  U* 
vorausgesetzt  werden  raussten,  waren: 

0.      25,4       48,S       62,5       10,9       T6,7       84       86,75      93, 
Felder  Ton  «t.     t- 0,2     +0,3    -0,4    -1,4         0,0    —0,8     0,8       0,0, 


li 


Veber  dco  Durcbgwig  taue»  «lAbiachen  Strome* 


"«iha^ 


Die  Fehler  dieser  und  der  vorigen  Beobachtuiigi!reih 
kfinnea,  m«iDer  Heinung  uaclt,  hiureicliend  erklärt  werden 
tbeib  als  Beobanhtungsfdliler.  ÜieiU  hus  der  nngleichaiässigen 
LeitungsiKbigkett  der  Kupferscheibe,  so  dass  folgendes  Geaets 
aia  durch  d&a  Experiiueut  benviesen  augeaohca  vurden  kann: 

Wenn  /  |**J  ]  — /( ^)  constaat  ist,  so  ist  aucb  "^ '  ■  ^  conatant. 
Es  ist  nändich  nach  dem  Früheren  /  (^\  — /(f )  ^  der  Dif- 
ferenz der  Spannungen  der  ü^rtkhrungsptmkte. 

Hieraus  ist  es  leicht,  die  Funktion  /  zu  finden;  setzen  irir 

nämlich  ''-^  =p,^  =  -F,  so  beweist  der  eben  aosgesprochene 
Satz,  dase: 

ist,  wo  /*  eine  noch  unbekannte  Function  bezeichnet;  sotzea 


I 


«irl,='9i  so  wini  die  Gleichung: 

oder,  wenn  wir  partiell  nach  F  differenzireu: 

also,  wenn  wir  i*  =  1  setzen: 

m  -  ^ 

_     N 
9 
/{f)=    M+Nlogq 

«  =    «+iVloff^. 

WO  M  aad  JV  swei  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Annierkiing. 

Ich  habe  mir  Tiete  Mühe  gegeben,  den  (ür  den  Wider- 

itud  der  Scheibe  aufgestellten  Ansdruclt  durch  Experimente 

m  pritfen:  doch  waren  die  V'erändemngeu,  dk'  der  Widerstaiid 

erlitt,  wenn  die  Entfernung  der  Drähte  variirt  wurde,  so  kleine 


dmfli  «ioe  Ebaa«^  bubosondcrc  durch  eine  kreiiriSnni^. 
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1,  dass  die  Beobachtungcu  eine  Unsichcrlicit  erhielten, 
bei  der  äe  tmnidglicb  etn'as  für  oder  gegen  die  Theorie  be* 
weisen  kotiut«u.  E^e  Hauptt!cliwierigkeiL,  auf  die  ich  aoeser- 
dem  bei  diesen  Veriuchca  sUc^s,  war  die:  zu  bewirken,  dasB 
die  Drähte  die  Scheibe  immer  mit  derselben  Innigkeit  be- 
rOhrten;  dieses  konnte  noch  &m  bf>sten  daduri.'}i  bewirlct  wer- 
den, dass  ich  statt  der  Kapfer<.cheibe  eine  QueeksilberKcheihe 
aovaodt«,  in  die  icli  die  Drähte  lüneititauchte. 

Um  die  kleinen  VeiiUidprungt'n  de«  Widerstandes  be- 
obachten zc  können,  traf  ich  folgende  Vorrichtung:  Dßr  Strom 
einer  starken  Hvdrokette  tlieilte  sich  in  die  beiden  Arme  ACB 
and  ADIi  (Fig.  4),  die  Punkte  C  und  D  waren  durch  einen 
Zwischenbogen  verbunden,  in 
den  ein  Multiplicator  einge- 
schaltet war;  AC  enthielt 
die  Scheibe  mit  den  beiden 
DrÄhten,  durch  die  der  Strom 
durch  diese  hindurch  geleitet 
wurdi%  RC  einen  Rheostaten;  AD  wai-  ein  kurzer  dicker,  BD 
ein  langer  dOnner  Eupfcrdraht  Stellte  ich  nun  den  RheoRtaten 
»o,  da.«  durch  den  Multiplicator  kein  Strom  ging,  so  musste, 
wie  ich  gleich  beweisen  will  (wenn  die  WiderMtaude  von  AC, 
BC, . .  dnrch  {AC),  {BC\, ..  bezeichnet  werden): 

{AC) :  {BC)  =  [AD) :  {BD\ 

nein.  Die  VerUndenuigen  von  {AC\  waren  also  den  unmittelbar 
beobachteten  Veränderungen  Ton  {HC)  pinportional;  einer 
kleinen  Veränderung  you  {AC)  eutsprach  aber  eine  bedeutende 
von  (BC). 

Dm  die  angegebene  Proportion  auf  eine  bequeme  Weise 
ableiten  zu  können,  will  ich  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Wird  ein  System  von  Drihten,  die  auf  eine  gtuiz  beliebige 
Wedse  mit  einander  verbunden  sind,  von  galvanischen  Strömen 
durcfafloasen,  so  ist: 

1 }  wenn  die  Drähte  1,  2, . .  p  in  einem  Punkte  zusammen- 
stOBsen, 

/,  -(-  ^  +  . .  +  r^  =  o, 

wo  /,,  /„..die  Intensitäten  der  Ströme  bezeichnen,  die  Jens 


16 


üsbsr  dcD  Dnrcligxiift:  cloc«  elvltrischra  StnoM 


DiiÜit«  durthfliossea,  alle  nach  dem  BerflhntiigDpunkte  zu 
pOKitiv  g(!rerhni:>t; 

2)  wenn  die  Di^te  l.  2, . .  v  eine  geäcUossci»!  Figur  bilde 

=  der  Summe  aller  elektromotorischen  Kräfte,  die  sich 
dem  Wege:  1,  2 ..  r  bcfiuden;  wo  «i,  io„  ..  die  Widerstände 
der  Draht« ,  /,,  ^  . .  die  Intensitäten  der  Ströme  bezeichnen, 
Ton  denen  diese  dtu'chllossen  werden,  alle  nach  «üwr  Kichtung^ 
als  positiT  gerechnet  jH 

Der  erst«  Tlieil  dieseB  Salzes  ist  eint»  unmittelbare  Folg» 

davon,  daas  dem  ti<>rfliirung:^punkt«  der  Di-ähte  1,  2,..fi  eben 

90  viel  Elcktricität  zugeAlhrt,  als  entzogen  wird;  der  Be'wdi^| 
des  zweiten  Theiles  ist   folgender:   die  elektrische  Spannmog 
eines  Punktes  im  Drahte  i  ist  =  ni^  —  n^  4  wo  /,  die  Eatlerutuic^ 
desselben  vom  Anfangspunkte  dieses  Drahte«  bezeichnet;  neno^H 
wir  die  ganze  Länge  dieses  ti  und  die  elektromotorische  Kraft, 
die  ihren  Sitz  bi  der  BurQlimiigssteLle  dieses  und  des  folgenden 
Drahtes  hat,  Ki,  so  erhalten  wir  durch  die  Uetrachtimg  der 
Spaunungea  der  Berührungspunkte  je  zweier  aof  eimuider  Ibl 
genden  Dräfate  die  Gleichungen: 

fflj— »j/'i  +  K^-  M, 
m,  — «,/■,  +  *;  =  »«, 


Es  ist  also: 

«,/■,  + n,  i-j +  ..  + 1»,  r,  =  Jj;  +  Ä, +  ..  + K, ; 

r 
da  aber  it  =  nii|ji  und  W|= L-ist,  wo  A,  die  Leitungaf^igke 

«od  9  den  Oaumhnitt  des  Dr&btea  i  bezeichnet,  bo  kSunea^ 
^dnae  Cttefefaniig  8Chreibe&: 

/,.«,  +  /,«,  +  ■■ -i-i,.«>,  =  Ä,  h-a;  +  ..  +  ä, 
w.  2.  b.  V. 

Dieser  Satz  liefert  uns  durch  wiederiiolte  Änwcnduog  i 
so  viel  Öleichungen,  als  zur  Bestimmang  aller  J's  nöthig 
Wenden  wir  ihn  au/  den  vorliegeuden  Fall  an,  eo  erhalten  wir 


durch  cÜK  Ebene,  insbceaadcre  durch  eine  krelafbnnige.  17 


^ns  diesen  OleicliuiigeD  folirt:  ^  =  ^. 


ihn  (venu  wir  dio  Drähte  durch  die  in  Fig.  4  beige' 
scIinubenVD  Zahlen  bvzeichaen),  da  I^  —  o  seio  soll: 
I  i,  +  ^  =  o,  7, . «,  —  ^  fi),  =  ö 

^_  ^  +  A  =  o,  /,    0),—  I^m^  =  I» 

[ 

^^P  Naehtrag:  zn  dem  vorigen  Aiifsalx«.') 

W  Ich  babe  nuch  in  diesem  Aufsätze  damit  bcscli&fligt.  die 

F  EtektricLtät  zu  ermitteln,  die  sich  in  einer  Mtjtalliu.-heibe  bildet, 
I  durch  welche  man  einoi  cotistaittcn  galvanischen  Strom  geben 
lasst,  und  eine  Bf^obachtung^methode  angegeben,  durch  welche 
irh  ila»  Üieoretist^h  gefundo.ne  Kesultat  fx{)i.>nmentell  geprüft 
habe.  Es  giebt  noch  eiii  anderes,  naheliegendes  Mittel,  hier 
dio  Theorie  mit  dem  Experimente  zu  vergleichen;  n&mlicli  die 
Beobnchtimg  der  Wirkung  der  Scheibe  auf  eine  Ma^irtnadel; 
ich  habe  Über  diese  Wirkung  mit  einer  kreialormigeo  Scheibe, 
hei  der  der  Strom  durch  die  beiden  Endpunkte  eine»  Durnh- 
nneners  ein-  und  austrat,  Experimente  aogesteilt,  nnd  will 
jetzt  angeben,  in  wie  weit  ich  die  Beobachtungen  mit  der 
ßf^chnung  in  Uebercinstiiomung  fand.  Es  i»t  meine  Absicht 
znerett  die  theoretischen  Betrachtungen  auseinanderzusetzen,  die 
der  Bechnutig  stum  Grunde  liegen,  und  dann  die  Versuche  zu 
beschreiben,  die  ich  gemticht  hfi.bc. 

Hängt  man  über  einer  hommitalen  Scheibe,  dio  von  gal- 
vanisclien  Strumen  durchflössen  wird,  eine  Mu^etnttdul  auf, 
so  erleidet  diese  eine  Ablenkung  aus  dem  magnetisc-ben  Meri- 
diane. Um  die^e  benchncu  zu  können,  ist  es  n&thig  zuerst 
die  Wirkung  der  Scheibe  auf  einen  Mugin't^jol  zu  ermitteln, 
oder  vielraeJjr  nur  die  horizontale  Compoueute  dieser  Wirkung. 
Wir  wollen  diese  Au^abc  unter  einer  Voi-üuäsetzuug  behandehi, 
welche  es  mßghch  macht,  sit:  sehr  leicht  »Jlgcmein  zu  lÜsen, 
nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  d<:r  Magnetpol 
aoendlicb  nahe  an  der  Scheibe  befindet  lu  diesem  falle 
tragen  zu  der  horizontalen  Componcate  nur  die  Theilc  der 


1)  1*0^.  AunaJ.    ßd.  s:.    1846. 
Stfakbofr,  SuanmialM  AlihvidlDnimi. 
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NachlT«|R  XU  dem  vorigen  Aufutsc. 


i<>sen9 


Scheibe  bei,  w«l«he  uumittelbar  unter  dem  Magnetpol  Ut^geii! 
alle  unttcmt  liegeDden  Theile  derselben  g&bco  nur  eine  rerti- 
fuüe  CompoDontc,  weil  die  Richtung  der  Kraft,  mit  der  ein 
Stromelement  auf  äin&Q  Pol  wirkt,  seakrcicht  auf  der  durdi 
beide  gclngten  Ebene  isL  Die  homoiitiLl[>  Component« 
Bicl)  also  nicht,  venn  vir  annehmen,  dass  die  entfernt  lie^e 
Theile  auf  eine  audere,  als  die  wirklich  tttattüiideade,  Wi 
von  Strumen  durcliiloHsen  werden;  denken  wir  uns  die  Scheibe 
unbegrenzt  und  tlhernll  in  der  Richtung  und  mit  der  Inteu- 
Bität  von  Ellektjicität  durcluttröait,  wie  hm  dem  unter  dem  Pole 
Uegendea  Theile,  ho  kommt  umierr-  Anfgalx;  daniuf  «urllck: 
die  Wirkung  einer  gleichmässig  von  Rlfikti-jcität  durchtioasenen, 
unbcgrcuzteD  Ebene  auf  einen  Magnetpol  eu  crmitteb.  ^^ 

Wir  nutchon  die  gcgt^boiu;  £!henc  zur  xy  Ebene  ^»4^1 
rechtwinkligen  Coordiuatensystems,  neauen  die  Coordiiiateu  de« 
Poles  a,  ^,  c,  die  Quantität  maguetiscber  FlUisäigkeit,  die  er 
enth&lt,  ft,  die  Coordinateu  eines  Ponktefl  der  Ebcue  j-,  y,  den 
Winkel,  den  die  Kicbtuag  der  StrOme  mit  der  z  Axo  bildet,  ^ 
und  die  IiitfiniutAt  derselben  /;  dann  sind  die  nach  der  r  und 
yAxe  genommencQ  CompODeDten  der  Krait,  welche  von  der 
Ebene  auf  den  Pul  autigellbt  wird: 


+•  +- 

■// 

+•  4" 


« 


(( 


Diese  Integrale  lassen  sich  leicht  auflösen;  ihre  Werthe  sind: 

X  =  —iaai.tArif 

Y  =  2xu  i.ctnif. 
Wir  haben  gesehen,  dasa  diewlbeu  Aosdracke  auch  noch 
gelten  Verden,  wenn  die  Scheibe  nicht  gleichmSssKi^  Ton  Elek> 
tricitSt  durchströmt  wird,  sobald  sich  der  Pol  nur  nahe  genug 
an  derselben  befindet;  dann  müsHen  aber  fUr  t  und  rf-  die 
Werthe  gesetzt  verdm,  die  diesen  Örösscn  fiir  die  Protection 
des  Poles  ftof  die  Scheibe  zukommen.  Befolgen  die  Ströme 
dti  OesetSy  dau  die  elektrische  Spimuuug  uuen  jeden  Punktes 


Kwbtng  zu  dfm  vorigon  AnftttM- 
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j^,  y  =sii(jr,y)  ist,  SO  i.st  fUr  diesoD  Punkt,  ireiui  die  LeitangB* 
fätügkeit  der  Scheibe  =  1  gesetzt  wird: 
■    ■  d» 

Sind  also  die  horizontaleu  Coordinfttvo  des  Poles  x  und  y,  ao 
sind  die  Kräfte,  die  auf  ibn  wirken: 


X=       2ffp. 


«y 


Hieraus  findet  man  nun  leicht,  dass  ^ine  Ma^etnadi-l,  die  ncli 
sehr  nahe  an  der  8t:lic-ib(^  heßridct,  bei  der  man  die  mag- 
oetischcn  Flflssigkeitei]  in  ihren  Kndpunkteii  coucentrirt  denken 
kann,  und  welche  luu  ihren  Mittelpunkt  In  einer  korizontAlen 
Ebene  drehbar  ist,  «in  Drehun^momiint  erleidet,  welches: 

ist,  wo  itf  das  magnetische  Moment  der  Nadel,  .t',  t/',  und  *", 
y  die  horizontalen  Coordinaten   ihrer  Eiwipnntte  bezeichnen, 

und  -j-T  die  Differentiation  nach  der  Richtung  ihrer  Axq  an- 
deuten soU. 

Hat  also  die  Nadel  die  Abtonkung  <tp  aus  dem  magne« 
tischen  MeridiHJici  durch  die  Scheibe  erlitten,  so  haben  wir, 
wenn  //  die  horizontale  Compouenle  des  Erdmagnetismus  bt»- 
zeichnet,  die  Gleichung: 

Mit  dieser  Gleichung  liabe  icli  die  Büobaclituiigen,  welche 
ich  genuicht  habe,  vergliclien.  Die  Toraussatzungcn,  welche 
in  tier  obigen  Betrachtung  Ober  die  Magnetnadel  gemacht  sind, 
guckte  ich  möglichßt  dadurch  zu  erfOUea,  dasB  ich  eine  sehr 
kleine  Nadel  anwandte,  und  diese  der  Scheibe  beinahe  bis  zur 
ßerDhrung  iiähertj-.  Bei  der  KloiiJieit  der  Nadel  (sie  beatand 
ans  einem  {  Zoll  langen,  dOnnen  Drahtatückc]  glaubte  ich  mich 
berechtigt,  sie  als  eine  magnetische  Linie  ansehen  zu  können, 
bei   der   die  magnetischen  Momente    der  einzelnen  Molecille 

2' 
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oosntant  wlkreti,  und  die  Axcd  derwlbca  die  Ricbttmg 
Linie  selbst  b&tten;  für  eine  solche  Linie  aber  kaim  nii 
immer  rwci  magnetiscbe  Pole  aubstituircn.  die  sich  in  ihreri^ 
Endpunkten  befinden.  Unter  der  Xadvl  bvüuid  sieb  eine  krelv 
fönnige  Scheibe  tod  Staniol,  deren  Dorchmesser  10  Zoll  war; 
fiie  war  aaf  ein  StUck  Spiegelglas  f^cklcbt,  und  liees  sicfa  mit 
diesem  in  einer  gegen  den  magnetischen  Meridiaii  senknchten 
Bicbtung  so  rersdiieben,  dass  dar  Mittelpunkt  der  Nadel 
immor  in  einem  Durcbmes^er  blieb.  An  den  Enden  tiet 
Dnrdimessers,  weicher  mit  dem  magnetischen  Meridiane  za- 
uimmenfiel,  waren  die  Enden  zweier  Dräthe  festgeklemmt,  die 
den  Strom  einer  Danietl'schen  Kctt«  durch  die  Scheibe  hio- 
dorchlfiteten.  tJm  den  GinSuss  dieser  Drähte  auf  die  Ab- 
lenknng  der  Nadel  mügUcbst  zu  beseitigen,  wurden  dieselben 
in  der  Ebene  der  Scheibe  gehalten.  Dhs  Experiment  wurde 
mm  so  angestellt,  dass  rermittebt  eiues  SpiL'gulappuriUs  die 
TOfschiedenen  Ablenkungswinkel,  v,  beobachtet  wm-den.  die 
verschiedenen  Abständen  des  Mittelptuiktes  der  Nadel  tod 
Mittelpunkte  der  Platte,  p.  entsprachen.  Wurde  die  Rtcbti: 
d&t  SÜomcs  umgekehrt,  oder  wurde  —  ^  aus  (>  geuitu'ht, 
hüte  die  Grösse  der  Ablenkung  ungcäjidett  bleiben  taQifaen, 
wenn  keine  stSrcndoD  EinSüsse  da  gewesen  wären;  die  Ab- 
lenkung änderte  sich  aber,  Uieils  deswegen,  weil  die  Ver- 
bindungslinie der  Giuströmang)4punkte  nicht  genau  mit  doo^f 
magnetischen  Meridinne  znsnmmenliol,  theils  wegen  •i'jnes  con- 
Btantea  Fehlers  von  a,  tbeils  wegen  des  GinfliLsses  der  zu- 
leitenden Dräthe,  tlieits  eodUch  wegen  der  ITngteichmässigkeit 
der  StaniolHcheibe.     Die  Ablenkungen  waren: 

Bvi  poait.  Strom.     Bei  acgat.  Strom. 

nir 


0 

M^ 

l 

90^ 

t 

87,8 

8 

80,S 

4 

TM 

5 

«1,0 

-  t 

«8^ 

_  » 

89,9 

-S 

69/) 

-4 

-4JÜ 

-1 

«4,2 

Nachtrag  EU  dem  v«ngoa  AufsatM. 
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leb  gluubtv  den  W«rthcii,  vutolie  dio  Ablunkuagcn  crlialtuii 
lütten,  veoD  die  angedeuteten  Störungen  nicbt  dagewesen 
v&ren,  natc  zu  kommen,  indem  ich  aus  den  j«;  vier  zusoiiiraen- 
geh&rigoa  ^^''crthcn  die  aritbmctiscbcu  Mittel  Qaiuu.  Dadurch 
erhielt  ich  folgende  Werthe  ftir  v<: 

Rr  v=0  9&^  für  9=8  Si,i 

1  93,4  4  7S,1 

8  8«^  b  92,9 

Ich  will  ober  die  ang<>gcl)pnen  Bi^ohachtuDgen  docIi  bcnierkonr 
dus  nach  je  zweien  die  Int«n3ität  des  Stromes  und  die  Ricb- 
tung  des  magnetischen  MeridiaQs  tm  demselben  Apparat«  be- 
obachtet, nnd  durch  Intcrpoktion  gefunden  wurde,  welchen 
Werth  die  Intensität,  und  welche  Lage  der  Meridian  rur  Zeit 
einer  jeden  Ablenkungsbeobnrhtiiiig  hiitte.  Die  angegebenen 
Zahlen  sind  auf  eine  constaiite  Tnten»itJVt  redueirt.  (Die  Ein- 
heit filr  V  ist  2'fi,  iQr  e  ^  Zoll.)  Um  nun  die  Büobachlungen 
mit  der  Theorie  zu.  xergleicben,  berechnen  wir  ip  aus  der 
Gleichung: 

liPgen  wir  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  deu  Mittel- 
punkt der  Scheibe,  luid  die  xAxn  in  dt^n  niagnc^tischen  Meri- 
dian, 80  ist,  wenn  wir  den  Bndius  di^r  Scheibe  R  nennen: 

wf>^  undi?  unbekannte  Constanten  sind.  Da  der  Ablenkungs- 
winkel der  Nadel  sehr  kleia  ist,  so  kömien  wir: 

:r'=^  x"=--? 

y*=p  .v"=— p 

MttzOD.  WO  /.  die  Lunge  der  Magnetnadel,  p  den  Abstand 
ihres  Bdittelpunktes  vom  Mittelpunkte  der  Scheibe  bezeichnet. 

Schi"eiben  wir  femer  noch  5-  lUr  tt  und   v   fDr  sin  u»,  »0  et- 

halten  wir: 


yp  =  K 


{(*-f)Vl{(«+^)V,.)- 
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ßcr«chncn  wir  nach  dieeer  Formel  tt',  indem  wir  dem  p 
TC-THcbiedenen  Wertfae  gebeo,  för  volcfac  wir  die  Ablenkoag 
derÄadel  beobachtet  haben,  so  finden  wir,  wemi  wir  Ä' passend 
bestimmen,  folf^ende  Uebereinstimmong  zwischen  der  Keclmi 
und  den  Beobachtungen: 


9 

Rcebriting 

Boobftcht«t. 

Fehler. 

0 

iSfi 

9b,b 

+  0.« 

l 

M,4 

»,4 

+  1,0 

t 

B6fi 

SM 

-0.1 

8 

81,3 

82^ 

—0,9 

t 

72.4 

78,1 

-0.7 

B 

63^ 

«S^ 

+  0,1. 

üeber  die  AuflOsang  der  fileiehan^n.  aaf  welche  man  bei 

der  ÜBt«niDchDng    der    linearen   Vertheilong    gAlvanücher 

StrSme  geführt  wird']. 

Igt  ein  System  von  n Drähten:  1,2...»  gegeben,  welche 
aof  eine  beliebige  Weise  unter  einander  verbunden  sind,  und 
hat  in  einem  jeden  derselben  eine  beliebige  elektromotorische 
Kraft  ihren  Sitz,  no  findet  nmn  zur  Bestimmung  der  Inten- 
sitäten der  StrOme,  von  welchen  die  Drahte  dnrchflosfien  wer- 
den, /„  /, . . .  /„  die  nöthige  Anzahl  linearer  Gleichungen  durch 
Benutzung  der  beiden  folgenden  Sätze-): 

I.  Wenn  die  Drühte  A,,A,,...  eine  gettchloasene  Fi^tir 
bilden,  und  tr^  iiraeichnet  den  "Widerstand  des  Drahtes  k.  Et, 
die  elektromotorische  Kraft,  die  in  demselben  ihren  Sitz  hat, 
nach  derselben  Bicbtung  positiv  gt^nM:bnct  wie  i«,  so  ist,  falls 
Ai,  /tj,  •  • .  alle  nach  einer  Richtung  als  pontiv  gerechnet 
werden: 

Wfc,!», +Wh,I», +  ...  =-£^»,  4- ^fc, +-.- 

n.  Wem)  die  Drähte  il^  A,, . . .  in  einem  Punkte  zusammen- 
fttosseo,  und  /*,,  Iif,...  alle  nach  diesem  Punkt«  zu  ul-^i  positil 
geiredmet  werden,  w  Ut: 

1)  ?off  •'kl"»!     ^^  72-    I«^^ 
S)  8.  oba  p.  1). 


D«ber  die  AuflRaung  der  Gleichlingen.  .-. 


23 


Ich  will  jebtt  bßwetsen,  dass  die  Äuftösiuigen  der  Glei* 
cUangen,  welche  man  durch  AnweDdnng  dieser  Sätze  fUr  i,, 
J,.../«  erlüüt,  Torausgeäotzt,  dass  das  gegobi;»»  System  von 
DriÜiteo  aiclit  in  metirert>,  völlig  von  einandtjr  getrennte  zeHallt, 
sich  folgendcrmassen  allgemein  angeben  lassen: 

Es  sei  Vi  die  Anzalil  der  vortandeDen  Krtiuungspnnkte, 
d.  h.  drr  Punkte,  in  diMicii  r-wui  odur  nKilircn:  DriUitc  zu> 
eammeDätosseo,  und  es  sei  ft  st  a —  m  +  1,  dann  ist 

der  gemeiöficliiiftliclie  Nenner  aller  Grössen  /  die  Siimrae 
dcrjcuigoii CotubiimtioncQ  von  ic, ,  f^,... tcn  zu  ji;  ,u  Eteiiu^nteD 
vti'K'ki  •  •  •  •  wt>it  welche  die  EigenBcfaaft  haben,  datis  nach 
Fortnahme  der  Drähte  J^,  A,, . . .  A^  keine  geachlosseoe  Figur 
übrig  blviht, 

und  es  ist  der  Zähler  von  /jl  die  Summe  deijenigen  Com- 
binationen  von  v^,  te^  . . .  te^  zu  je  /i  —  1  Elometiten,  iü»,  . 
«ifcj  ....  «-t,^,,  welche  die  fiigeiLseliaft  haben,  dass  nach  Fort- 
nahme TOQ  Aj,  kj,...An^f,  eine  geschlosseue  Figur  Übrig  bleibt, 
und  dass  in  dieser  /.  vorkommt;  eine  jede  Cumbiniitiun  mul- 
tiplicirt  mit  der  Summe  der  elektromotorischen  Krilfte,  welche 
sich  auf  der  zugebOrigen  geschlossenen  Figur  befinden.  Die 
elektromotorisclien  Kräfte  sind  bierbei  in  der  liichtung  als 
positiv  zu  rpchnen,  in  der  A  &U  poeitiv  gerechnet  ist. 
Der  leichteren  Ucbersidit  wegen  will  ich  den  Bewein,  den 
ich  von  diesem  Salze  gebe,  in  ciazeluc  Abschnitte:  theücn. 

1. 
Es  sei  ^  die  Zahl,  welche  aogicht,  wie  viele  Drohte  mau 
bei  ttMm 'beliebigem  Systeme  ictniffitens  ontferuRn  riubs,  damit 
alle  geschlossenen  Figuren  zerstört  werden;  dann  bt  ^  auch 
die  Anzahl  der  tod  einander  unabhängigen  Grleichimgcn,  welche 
man  durch  Anwendung  des  Satzes  I  herleiten  kann. 

Es  lassen  sich  nümlich  «Uleichmigen,  die  von  einander 
unabhängig  sind,  und  aus  dunen  eine  jede,  die  aus  di^m  Satze  I 
folgt,  abgeleitet  werden  kann,  auf  die  folgende  Weise  anfstelten: 
Es  seien  l,  2, . . .  fi—  1,  ft  solche  ^i  Drälite,  nach  deren 
Fortnahme  keine  gescbloKse-ne  Figur  übrig  bleibt;  nach  For(- 
uahme  von  ft —  1  derselben  bleibt  dann  mm  geschlosäene  Figur; 
auf  die  geschlossenen  Figuren,  welche  der  Reihe  nach  übrig 
bleiben,  wenn  mau 
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2,      3, ....  ^ 


l,     2,      S.-^-l 

entfernt,  wende  man  den  Sat2  I  an. 

Von  den  auf  diose  Weis*  geliüdeten  p  Gleichungen 
keine  eine  Folge  der  übrigen  Bein,  weil  «ine  jede  eine  Cd 
kannte  enthält,  welche  in  allen  übrigen  oicbt  Toifcommt;  die 
erste  aQein  enthält  7,,  die  zweite  /,  u.  s.  f.  Aas  dteaeD  Olei> 
cbungen  I&sst  sich  aber  auch  eine  jede  andere  blldeo,  die  mit 
Hülfe  des  Satzes  I  abgeleitet  werden  kann;  denn  eine  Gldcboag, 
dit<  aus  einer  gMctikesenenfigar  folgt,  wdcbe  aicfa  was  mahnna 
zusiumneosotaen  Btet  mnsa  *m  den  GleiciumgeD,  die  ans  diesen 
folgen,  (durch  Addition  oder  Subtnkction)  gebildet  werden 
können;  und,  wie  wir  zeigen  wollen,  kann  eine  jede gesdiloewiie 
Figur  ans  jenen  u  Figorvn  zu$anuaenges«tzt  «ndok  Um 
s&nuntlichen  geschlossenen  Kigoren  n&mücb  des  g^dMMSi 
^stenia,  welches  wir  darch  -^  bezeichnen  wollen,  lasaen  lidi 
«Mrtjwnkn,  in  sokhe,  in  detten  der  Draht  ^  vtvfcommt,  md  m 
mUk,  &b  m  den  Srgtene  S  entkalten  sind,  welches  ans  5 
«BtBtcbt,  «CBB  der  Draht  /t  entfernt  wird.  NehoMD  wir  an. 
4bh  ■&■  WitßTm,  «elcfae  der  zweiten  Klas^p  angefahren,  äch 
«■  ia  ß — 1  «ntaa  jeaer  ^Figuren  zQ&aminenseticn  lassen, 
m  wAkb  wir  am,  iam  cme  jede  Figur  des  Systa»  S  töA  wa» 
&eMB  ß  aaBBBcaaetzeo  lasse«  tnuss;  denn  eine  bdichge 
VigB,  ii  4er  4er  Drau  ß  Torkonunt,  Usrt  ädt  imieTOiii*»— 
m  elMT  beirfianrtea,  im  der  /»  ToricomiDt,  and  ans  sokkea.  ia 
teea  ß  mkt  vtAomaA.  Die  Ober  das  System  .V  geaudM 
AwlMMr  Ifart  Bck  ■her  wieder  aid^etne  ibnüchL-  in  Beo«  nf 
S-  iwiimiui,  «en  S'imBptem  ist,  welches  aas  Simk 
«D«fi«Dd«i— 1  cDlilelit;iAgaIidiaaf4ie  AnBahme, 
■  ifc  infl"  TwkiiMiafdi»  giiiihViiiaimi  Flgvee  ai^  ms 
>  »—2  txiri«B  jener  ft  nwrnnmmvtffn  lassen.  Dnth  Fori> 

wir  c&dbdi  anf  das  Ojalmn 
FigarentUh,  goiafc£e 

,wclcbe  wir  in  Beeng  anfdieseB  anchs 

■■  4ie 
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S. 

Da  die  Sätze  I  und  II  die  ziu'  Bestimmuiig  tou  Tj,  ^ . . .  /« 
bBthige  Anz&lil  Ton  Gleichuiif^CMi  liefern  inü8f»Mi,  so  werden 
diese,  nach  dem,  wu  wir  c-beu  bewiesen  bab«a,  die  fol< 
gendeu  sein: 

atV^J^  +  a\w^I,+  ..  +  al^ü^l,^  «1  ^ -h  «s-E.  + -.  4- (4^, 


=  0 


wo  diaäflBui  tf  theils  +  1,  tlieih—  1,  tltails  0  simi,  und  wo  u 
dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  hnt. 

Es  geht  hit^raus  bervor,  daäs  d«r  g»m«iiisc1iaftliche  Neimer 
der  Gi'össen  f,  d.  h.  die  Determinante  dieser  Gleicbungeii,  eine 
homogene  Function  dea  uten  Urades  von  (r,,  ir,, . . .  wi„  ist, 
wi4clie  ein  jedes  eitizchie  ir  nar  luieur  uiid  ausser  den  ic'h  nur 
Zahlen  enthalt.  Diegeg  Kesultat  kc'mnen  wir  auch  auf  die  fol« 
geade  Weise  aaxäprechca:  der  geiuein.schai'tlicbe  Nenner  der 
r»  ist  die  Stimme  der  Combi natioiion  von  i«,.  uu  . . .  Wn  zu  je 
fi  Elementen,  eine  jede  Combinatlon  mit  einem  Zahlencoeffi* 
cicnten  multipUcirt.  Eben  so  ftielit  man  ein,  doss  der  ZSiil«r 
fines  jeden  /  die  Summe  der  Cumbiuationcn  TOn  ir,,  w,, . ,  Wn 
zu  je  fi— 1  ist.  eine  jede  Combiiiation  mit  eijier  linearen  ho- 
mogenen Function  der  Grössen  Ji^,  ^, . . .  £,  raultipücirtj  deren 
Cofifficienten  Zahlen  sind. 

3. 

Zar  Bestimmung  der  Zaliie»co«flicienten  d«8  Nenners  and 
der  Zähler  derGrösäcu  /  führt  die  Bemerkung,  daas  es  eiBerlei 
ist,  ob  wir  den  WidcrstAud  u\  =  oo  machen,  oder  ob  wir  den 
Draht  M  durchschneiden  oder  entfernen;  da«s  also  die  Ausdrücke 
der  l'i  durch  die  Substitution  i/^ii  =  oo  in  die  Auftftsungen  der- 
jenigen Gleichungen  übergeLen  müssen,  die  wir  durch  An- 
wendnng  der  Süt:i:(>  I  und  U  auf  das  System  tod  Drfthten  er- 
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baltcn,  weldioa  ans   dorn   gcftebcncn  entsteht,  wenn  wir  de 
I>r&ht  k  «Dtferaen.    Jt  selbst  musa  fUr  tck  =  «>  Terschwindcix. 
Wir  wiillen  iiut«r  1,  2  .  .  ^— I   beliebige  ^  — I  Drftthe 
rerstchen,  die  Zäliler  und  Xenoor  der /'s  durch  Wytej...w^ 
dividiren    und  dann  u-j  r=  o),  «•,  =  oo  . . .  ir^_,  =  od  setaen; 
durch  gehe  /.  iii  (A)  über;  bezeichnen  wir  dann  die  Functi« 
der  £'8,  welche  im  Zilhler  von  h  mit 

mnltiplicirt  ist,  duroh  .J^^pA,,  .  .*^_j  und  den  OoSfßcientcn  tob 
w»,,»», . . .  »Pia  im  Nenner  durcb  a»,,  i,,,  .  .»„,  so  haben  wir 

(/j)=,__ -^'"  "■•'-' _~ 

Der  Toraugeschickten  Bemerkung  zufolge  ist,  venn  X  unter 
1,  2  . . .  fi —  1  Tortommt: 

und,  wenn  3.  nicht  unter  l,'J..fi —  1  vorkommt; 

1/0  =  A. 

wo  Ti  die  IntensitHt  des  Stromes  bezeichnet,  von  dem  der 
Drabt  X  durchtlosseu  wird,  weiiu  die  Drühte  1,  2  . .  fi — 1  eot- 
femt  Nind.  ^M 

Wir  denken  uns  die  Gleichungen  aufgestellt,  die  «ich  durch^' 
Anwendung  der  Sätze  I  und  II  auf  da»  flbrig  gebliebene  Dntbt- 
sjrstem  zur  Bestimmung  von  I'^,  f  ^+^,  -■-■/'•  ergehen.  Der 
Satz  I  liefere  Uer  fi'  tod  einander  unabhängige  Gleichungen; 
dann  ist  der  gemeinsehafUiche  Nenuer  der  GrSaacu  /'  «dno 
Function  des  fi'ten  Grades  von  icj,,  u>^+„  . .  Wn,  und  die  Zälder 
derselben  sind  Functionen  des  ;«'  — Itcn  Grades  in  Bezug  auf 
dieselben  Argumente.  Wegen  der  Definitiou  ron/t  ist  u'  ent- 
weder =>  l  oder  >  1.  Ist  ^'  >  1,  so  mOsseu,  damit  die  Glei- 
chung (Ii)  =  I\  besteben  kann,  entweder  Zähler  und  I^enner 
von  J\  einen  gemeinschaftlichen  Factor  des  /x'  —  iten  Grades 
in  Bezug  auf  w^,  ir^,  ...haben,   öderes   mnss  (/j)  =<  0  und 

Ti  =>  0  sein,  oder  endlich  es  ntoss  (h)  di«  Form  ~  annelimen. 

Der  ertttK  dieser  3  FSLlLe  kann  nicht  stattfinden,  wie  die 
folgende  üeberlegung  zeigt.  Gesetzt  es  gebe  einen  Factor 
der  bezeiohneteo  Art;  dieser  muss  dami  bei  allen  i'  in  Zi 
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tmd  Netm«r  auftreten;  er  möge  die  Grösse  k\  enthalten;  k  muss 
dann  ein  Draht  gein,  welcher  in  einer  geschlossenen  Figur  liegt, 
weil  im  aüdcren  Falle  m»  in  deo  Gleichungen  ftir  7'„,  I'^^,^,... 
gtir  nicht  vorkommen  könnte.  Da  die  Zähli^r  und  der  Nenner 
der  Grössen  /'  linear  in  Bezug  auf  ein  jedes  tu  sind,  eo  erhalten 
wir  flir  diese  dorcli  Fortliohung  jenes  Facttire  AuödrUcke,  welche 
ä'ci  TOD  wt  Bind.  SabBtituiren  mv  dl« ^clhfrii  in  eine  derG  IcicbungoD, 
welche  wt  ^'n  enthält,  so  wird  dies«  eine  identisch« ;  dorch  par- 
tielle Differentiation  derselben  noch  u-k  erbalten  wir: 

/■|  =  0. 
Diese  Gleichung  kann  aber  uumüglich  immer  gelten;  Bellte 
dieses  der  Fall  K«iii,.Bti  inUssU>  sie  auch  richtig  bleiben,  wenn 
man  beliebig  viele  der  Grössen  t6- gleich  oo  setzt,  d.h.  wenn  man  be* 
lielüg  Tiele  der  Ditthte  entfernt;  entfernt  man  aber  so  Tiele 
Drlbte,  dasK  nur  riiu-  gL-schluasent!  Figur  übrig  bh-ibt.  in  welcher 
k  liegt,  so  kann  unmöglich  J't  tWr  behebige  Wcrthe  der  Grösseo 
E  rerscbwindea 

Diese  Betrachtung  lehrt  zugleich,  das»  uichl  fUr  olle 
Wertlie  TOD  i  die  Gleichung  J\  =  0  bestehen  kiunn;  sie  kann 
üs  nicht  für  diejcuigcn  Dräthe,  die  iugest:hloaääUäu  Figuren  hegen. 

Es  mu&s  datier,  wenn  ft'  >  i  iät,  wenigstens  ftir  einige 
Wertbe  voa  iL,  der  letzte  jener  drei  Fälle  statttindeu,  d.  h.  (/j) 

rieh  unter  der  Form  ^  darsteilen.     tMr   » '  >  1   Tersehwinden 

also  die  Zäliler  und  der  gemeinaame  Noaner  von  (/^},(/^+i).  ■ 
(/,),  oder  auch,  da  (/,J ,  [7,)'«(^i)  gleich  Null  sind,   von 

(/,),(A)--W- 

Wenn  nach  Portnahme  derDrÜthe  1,  2..fi^\  mehr  als 

eine  geschlossene  Figur  bleibt,  so  kimn  daher  das  Produkt 

weder  in  einem  Zähler  noch  in  dem  Nenner  der  Grössen  I^, 
/,../„  Torkommen. 

4. 
Jetzt  wollen  vir  die  Factoren  zu  bestimmen  suchen,  mit 
denen  das  Product  tr, .  k',  . . .  le^^  iu  den  Zählern  und  in  dem 
Nenner  der  Ts  multiplizirt  vorkommt,  wenn  die  Bedingung  cr- 
ftillt  winl,  <laMs  nach  Fortnahme  von  1,  2..^— 1  nur  eine  ge- 
schlossene Figur  übrig  bleibt. 
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Es  enthalte  die  äbrigblcibcoiie  Figur  die  Drätbe:  i^, 
...iU;  dum  ist.  £aUs  i.  uicbt  tmter  diesea  rorkommt: 

md  £kUs  l  unter  denäelbea  Torkommt; 

vobei  J5i,,  £1,...  nach  der  Richtung  als    poaitiT   gerechnet _ 
sind,  nach  welcher  /'i  ab  poätiT  gerechnet  ist 

Der  Kenner  dieses  Wcrtfaes  kum  sich  Ton  dem  Nee 
der  Grösse  (JU,  d.  h.  tod  dem  Aasdrocke: 

nor  durch  einen  Z&bleo^tor  unterscheiden;  d^er  mOssen  tc 
den  Gröaeen  a,  ,,..^_,,a, «,,,..,_, ,  «^i  ■  •  •  ^*  rerschwli 


Wir  schliessen  dann 


nnd  diese  intowai  einander  gleich  sein. 

dass  der  Co^fficieot  der  Combiuation  ip», .  i(\, . . .  ir»,  im  Kenner' 
der  Grössen  /  nur   dann   von   0   ver^'hieden  sein  kann,  wenn 
dorch  FoTtnahine  der  Drfilhe  k^,k^..k^  alle  geschlossenen  Fl^ 
goren    zerstört    werden;    and.  da.%8  alle  Ccmbinationen,  welche" 
diw»^  Redingang   erfillleu.    und  wvlchc  u — 1  gemeJnscliafUiche 
Factoren   v-  enthalten,   denselben  CoEffidraten  haben  mOsscn^H 

Süt  HOlfi'   hierron  Iftsst   sich  beweisen,  dass  ii^nd  zw^^^ 
Gombinatknien 

K)ii .  ic^ . . .  IC»,  und  H^ , .  Kk^ . . .  m-, 
im  Nenner  der  /*s  deuselbt^u  Co^fficieDten  haben  mtLssen, 
durch    Encfemnng    sowc^il    der   DrAlite    l^y  kj...li,     als 
DifihteA',,  h'p  ..Ü'.  alle  geachloaBenen  Figttr<>n  zerstört  werdet 

Um  diesen  Beweis  tOhrvn  lu  können,  schicken  wir  die 
folgenden  Bemerkungen  Toraus: 

Durch    PnrtnaKme    der   Drithe   k^,   i,,   ..i«   mSgen   alle 
gwchloaeepen  Figuren   zerstört  verd^i;  dann   muss   ein  jed«r 
dieoer  Drihte  wenigstem  in  einer  gesdüosseiieB  Figur  toi 
fcotnwen. 

Id  einer  jeden  gescUoi^senen  Fignr  noss  &b«r  ancb 
mgrtcas  eiiwr  jeo»  Dräthe  ToHtommra;  «ineo  wir  alao 
dem  Dntbe  k\  da»  er  in  einer  gcediloanaeB  Kgar  Kcigt, 
nuw  fieser  wenigstens  mit  einem  der  Dräthe  i^f  A,..i^  in 
AracAm  gescUoMOHD  Flgv  ÜegcsL 
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Ferner  laass  ein  jeder  d<.>r  DräÜie  A,,  kj,..k^  in  eini'r 
gescliloBscnim  Figur  vorkommen,  in  der  die  ft—l  anderen 
Drihte  nicht  Torkommun,  jl^  z.  B.  in  dorjenigen,  welche  uacb 
Portnalime  von  k^,  Ä,,  ..ä^_,  Übrig  bleibt,  und  welche  wir 
durch  f^^  bezeichnen  wollen.  Liegt  in  /*^  »ach  der  Draht  k'^ 
so  werden  auch  durch  Fortnalime  von  k^,  k,..ll^_^,  k'^  alle 
geschlossenen  Figuren  zerstört.  Mit  Hlllfe  dieser  Bemerkung 
sieht  man  leicht  ein,  dass,  wenn  wir  irgend  eine  geschlossene 
Figur,/,  auswählen,  »ich  immer  u—l  DrÜlitc  von  der  Alt 
finden  lassen,  <las8  nach  Kortnahme  derselben  /  als  eiozigo 
geschlossene  Figur  Übrig  bleibt.  Kommen  nämlich  in  /  von 
den  Br&then  k^,  k^,..k^  etwa  Aj,  A,,  A^  vor,  und  ist  A',  ein 
Draht,  der  in  /^,  aber  niclit  in  /,  und  k'^  ein  Draht,  der  in 
fta,  abef  aach  nicht  in  /  vorkommt,  so  sind  A'^  i',,  A^  .  .  .  A^ 
Drftthe  der  verlangten  Art. 

Jenen  Beweis  wollen  wir  jetzt  auf  die  Weise  ftthren,  dasa 
wir  annehmen,  die  Coefilcieuten  zweier  Ctimbinatiouen  der  be- 
zeichneten Axt  seien  einander  gleich,  venn  diese  v  gemein- 
schaftliche Factoren  te  haben,  und  beweisen,  das»  dann  auch 
tlie  CoSßii'ienten  zweier  Conihinationrn,  welche  nur  v — 1  ge- 
meinschaftliche Factoren  haben,  einander  gleich  sein  müssen. 
Ist  uns  dieses  gelungen»  so  werden  wir  die  Wahrheit  der  auf- 
gestellten Behauptung  ilargctlian  liubcn. 

Die  Art  des  Beweises  bleibt  dieaelbe,  welchen  Werth  filr 
V  wir  auch  setzen;  wir  wollen  denselben  daher  nur  ftlr  einen 
Werth  von  r,  ftlr  v=S,  durchtülircn.  Wir  wollen  also  beweisen, 
da$s  die  beiden  Combinationen: 

«'*!  -  »»i  •  "^  ■  •  •  ""t/-  "^"'l  'o, .  n»  ■  «Vj  . . .  Wi> 
denselben  Coöfficicnten  haben  müßscn. 

In  dem  Systeme  von  Dräbteii,  welches  aus  dem  gegebenen 

eutstehtf  wenn  man  Aj  und  Aj  entfernt,  können  alle  geschlossenen 

Figuren   nicht   durch    die  Fortnahme    von  weniger   als  ^ — 2 

DrShten  xerstört  wurden;  sie  werden  zerstört  dnrch  die  Fort- 

nahme    von   A,,  k^  .  .  A^,    und    durch    die    Fortuahnie    von 

A'g,  k\  .  .  k'„;  hieraus   folgt,   dass   A',    wenigstens    mit    einem 

der  Drähte  Aj,  A^..A^,  wir  nehmen   an  mit  A„  in   derselben 

geschlossenen  Figur   liegt;    diese    bldbc    als   einzige    übrig, 

wenn   man  A''^,  A''^  . .  A"^    entfernt;   dieselbe  bleibt   dann    von 
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dem  arntprtlii^liclit'n  äjKteme  als  einzige  übrig,  wenn  num  A,, 
i^,  k'\,  A"b  . .  A'V  entfernt.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  beiden 
CombiuatioDeD: 

U^  .  tfi,  .  IT»,  .  io»-4 .  wt-, . .  »cv 
und  u-fc, .  ic„ ,  rci.3 .  wt.■■^ .  »»••, . .  w»-.^, 

welche  ft — I    gemeinschaftliche  Factoren   ic   haben.  dcnspT 
CoBfficientea  haben  mttsHea.     Unserer  Annahme  zufolge  habe 
aber  auch  die  Cornbinationen: 

wi,.  icn3.K^t,.Wi^..irte    und  tci»,.Wfc,.ii^.K%"4..«fc> 
«%, .  K^, .  iPi-j  •«?*■,•■  Wk>  «ud  "^1  •  w*a  ■  «V, .  «»"»■  .'»»■> 
paarweise    deusclben    Cüefääuuti^n;    es    aind    also    aucli 
CoefficienteD  von 

w»j.w*,.tc»5...K^  und  Wti.tPtj.tffc^.-.aVA 
eiiiandcr  gleich. 

Wir  haben  hierdurch  hewicscn,  doHS  der  gemeiDschiaillicl 
Nenner  der  /'s  die  Summe  deqenigen  CombinaÜoQCO  von  u^^ 
V,, . .  «7«  zu  je  ^  Bletuenten,  wj^  .  wj^ . . .  low»  ist.  welche  die  JSigec- ' 
BChaft  haben,   lUti»  nach  Furtnoliiuc  der  Drähte  k^,  k^...k^ 
keine  geedüossene  Figur  übrig  bleibt)  diese  Summe  roit  oiaem 
ZahlencoeiBcicnten  mnltipliciit.  Den  Zahlencoefücienten  kOans 
wir  =  1   setzen,   wenn  wir  die  Zähler  der  l's  darnach 
stimiaeD. 

Die^e  Zöhli-r  bissen  sich  jetzt  sehr  leicht  finden.    Ans  ■ 
&l«ichangen  nämlich: 

(Ji)-Oand  (/*)  =  /»,  _ 

von  denen  di@  erste  gilt,  wenn  l^ft  —  !•  die  zweite,  wei 

A>|i— 1  iKt,  folgt: 

ftlr  den  Fall«  daes  X  unter  X^,  A„..itv  vorkommt,  und 

fllr  den  entgegengeacbtten  Fall. 

Ka  ist  aUo  der  Coi-fficient  des  GUedea  w, .  w, . .  w^  _  f 
Ton  weleiteni  wir  schon  früher  gezeigt  haben,  daas  er  nur  <^na1 
TOD  0  verscluedea  aein  kann,  wenn  nach  Fortnahme  von  1,  2, 
../!  —  ]  eine  einzigo  geschlossene  Figur  übrig  bleibt  —  —  0, 
wenn  in  dieser  Figur  l  nicht  vorkommt;  kommt  ^  in  ihr  vor. 


ütibtT  cHe  Aiifl6nuip  der  Gleictiuogco. 
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80  ist  er  ^  der  Suiome  der  elektromotoriscbeD  Kräfte,  die 
eich  Olli  derselboa  boßtiden;  diese  nach  der  Hicbtuiij;  positir 
gerecbn«!^  nach  weldier  A  al»  poHitir  (^crecfanct  ist 


Wir  mlteäen  jetzt  noch,  am  oosereu  Satz,  wie  wir  ihn  aua- 
gesprochen,  bewic-ecn  au  habon,  zeigen,  dass  p  ^^  h  —  i«  +  I  ist 
Diese  Behauptung  gilt  nur,  wenn  das  gegebeuo  Drabt^ystcm 
nicht  in  mehrere,  völlig  von  eiruinder  gotreniitc,  zerUiUt,  w&hrcnd 
die  bis  Jetzt  angestellten  BotrachtungeD  eine  solche  Yoraiis- 
setzung  nicht  erforderteu. 

Wie  wir  geaebeu  haben,  ist  ß  die  Aii^ulil  dt-r  tod  einuiider 
ODabh&ngigcu  Olcichungou,  wolche  aicli  mit  HfilTc  de»  Satzes  I 
ahleiten  lassen;  die  Anzahl  der  von  einander  unübliäiigigea 
Gleichungen,  welche  der  Sats  H  liefert,  mnss  daher  n  —  ^ 
sein.  Nun  lässt  es  sieb  aber  zeigen,  dase  wtter  jener  Voraus- 
setzung, dit^.se  Anzaiil  m  —  1  ist;  worau«  dann  ft  ^  n  —  m  4-  1 
folgt. 

Mehr  ab  m  —  1  von  einander  unabbängige  Gleichungen 
lassen  sich  mit  Hülfe  ile>t  S.it/t^'i  IT  nicht  ableiten;  denn  wenden 
wir  denselben  auf  alle  m  Kreuzungspuitkte  an,  so  kommt  in 
den  dadurch  eiitsteheudfn  Crleiclimigen  em  jede*  7  zwei  Mal 
vor,  einmal  mit  dem  CoCfiicienten  +  I.  ^as  andere  Mal  mit 
dem  Co^fficienten  —  1;  die  Summe  sämmtlicher  Gleicbungen 
gicbt  also  die  identische  (iletchmig  0  —  Ü,  Die  Gleichungen, 
wok'bt?  man  durch  Anwendung  jenes  Satzes  auf  m —  1  beliebige 
Kreuzungjpunkte  erhält,  &ind  aber  von  einander  unabhängig, 
dvun  sie  babuii  die  £igeii8chaft,  dasa,  wenn  wir  beliebige  und 
beliebig  viele  unter  ibuea  auHWÜhleo,  in  diesen  eine  oder  einige 
der  Unbekannten  nur  einmal  voi'komnien.  Nennen  wir  nS.mlich 
die  KreuzungspunktC  l,  2,..  m,  einen  Draht,  durch  welchen 
2  von  ihnen,  A  und  X,  mit  einander  verbunden  Hind,  (*,  X),  so 
kommt  in  den  Gleichungen,  welche  durch  Betrachtung  der 
Punkt«  *,,*p..j(',  abgeleitet  sind,  wenn  einer  derselben,  etwa 
A,,  ausser  mit  Punkten,  die  unter  k^,  ..  K  vorkommen,  noch 
mü,  einem  undert*n,  A,  verbunden  ist,  die  Unbekannte  /  {k,,  1) 
nur  einmal  vor.  Einer  der  Pankte  k^,k^..k^  niuss  aber,  ausser 
mit  anderen  derselben,  noch  mit  einem  Punkte  X  verbunden 
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sein,  wenn  die  DtüliU-.  welche  dk*  Punkte  A,,  k^.-k,  mit  ein- 
ander TerbindeD,  nicht  ein  in  sich  abgeschlossenes  System  bilden. 


Kb  sei  mir  erLuibt,  noch  einige  B«iucrkuugi;u  zu  dem 
bewiesenen  Satze  zu  machen. 

Ordnet   uua  die  Glieder  des  Zählers  tod  Jj  naclT 
GrösM-D  J^,  £, . .  £.,  so  wird  dt;r  Co&fficicot  von  £«  die  Summe 
der,  tbeils  positiren,  theils  negativen,  Combtnationea  von  to^, 
tfj, . .  tr,  zu  je  «  ^  I.  welche  im  Nenner  der  fs  äowulil  mit  «^ 
als  mit  lejc  multipticirt  Torkommen;  es  sind  dieses  ja  gei 
die  CombinaüoDen  i^  .»^  ...  i^'k«.— i*  welche  die  Eigenschi 
haben,   dass  ii:icli  Fortnahme  der  BrRhte  k^,  i,..A^_,  nur  eine 
geschloavene  Figur  Übrig  bleibt,  und  doss  in  dieser  sowohl  k 
ab  k  vorkommt;  positiv  ist  ir»,  .<rt,..«Ji^_,  zu  nehmen,  wenn 
in  der  übriglileibeiidcn  Figiir  die  positiTe  Uichtuug  ron  Ji 
der  Richtung  toq  £k  zusammeofÜlt^  negatir  im  entgege 
setzten  Falle. 

£s  geht  bit^muH  unter  Anderem  bcrror,  dass,  wenn  wir 
ans  einem  beliebigen  Systeme  zwei  ÜrShte  auswäblttu  die  In- 
tensität dos  Stromes,  welcher  iu  dt-m  einen  hervorgebracht 
wird  durch  dne  elektromotorische  Kraft  in  dem  zweiten,  gerade 
dieselbe  ist  als  die  Intensitilt  des  Stromes,  welcher  in  dem 
zweiten  herrorgebracht  wird  durch  eine  eben  so  grosse  elektro- 
motorische Kraft  in  dem  ersten.  ^M 

Die  Bedingung,  welche  wir  filr  das  Vorkommen  einer  Cou- 
binution  in  dem  Nenner  der  /'s  gefunden  haben,  liUst  sicb^ 
wie  taasi  leicht  einsieht,  aach  auf  die  folgende  Weise  aii^| 
sprechen:  die*  C.tmbiuaÜon  rr^j  .■(%,... Wk^  kommt  vor,  wenn  die 
Gleicbungeti,  wi^ldie  der  Satz  1  liefert,  unabhängig  in  Bezug 
auf  /»,,  /ft|-.-,  /«^  sind;  es  Itest  sich  zeigen,  dass  diese 
Scdingnng  mit  der  ahoreiokommt,  dnss  es  zwin'hea  /k,,  /»,... 
IkM  oder  nnigen  dieser  Grössen,  keine  (jleichung  giebt.  welcl 
aas  den  Gleichungen,  die  durch  Auwendmig  des  Satzes  II 
standen  sind,  abgeleitet  wrrdcu  kann.  Diese  Bemerkung 
CS  hBofig  leichter  machi-n,  die  Combtnationen  auJ^usteUea, 
welche  im  ^'enner  der  i's  fehlen.  Stossen  z.  B.  die  Drähte 
1,  2,  3  in  einem  Punkte  zusiunmeu,  3,  4,  5  in  einem  zweiten. 
j»,  6,  7  in  einem  dritten,  so  fchlon  alle  Combinationen, 
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W,  .W»,W.. IC, 


V 


»3.  1*4.  "'s, 


TOj  .  W,  .  W, 


enthaltCD. 

Der  Neniier  der  /'s  bei  der,  in  der 
Fig.  &  dargostt>l]tpn ,  CombinatioQ  der 
Drfthte  ist  hienuicli  die  Summe  aller 
Combinationen  von  w,,  w, . .  u»,  zu  je  drei 
Elementen,  mit  Äusuahme  der  folgenden: 


IT,  ,  W-  .  V. 


"tf 


IT,  .  tP,  .  IT. 


'«■ 


w, . «»,  .  tr^. 


ttg.». 


Eeber  die  Anwendb»rkeil  der  Foi-iufln  f&r  di«  (ntenifitaien 

der  galTanürbeii  Strüm«  in  rinem  Srsteme  linearer  l^eiter 

anf  Systeme,  die  znui  Tbeil  aas  nicht  lincareu 

Leiten]  bestellen'). 

Ohm  luLt  aus  den  von  ihm  aiiigest(;lttcD  und  nach  ihm 
bi-niinnU-n  Piincipieii  dui'ch  lußthemaJJsch*.-  Bctrachtmigm  {\\r 
den  FaJi  einer  aus  liinari-n  Lcittmi  bi-Mti-hciidt-ri,  unverzweigtc-ü 

Sciiliessmig  die  bekannte  Formet  «'=,.-  abgeleitet  ond  die  ent- 
sprechenden Formeln  itlr  den  Fall,  dass  ein  Thoil  der  Schliessting 
ans  xwei  oder  melireren  Zweigen  bostebl;  in  grösserer  All- 
gemeinheit habe  ich  »pfiter  die  Formeln  liJr  die  Strominten- 
siläten  in  einem  ganz  beliebigen  Systeme  lineai'er  Leiter  ent- 
wickelt*). Der  Fall  eines  Systennw,  das  nur  aan  Leitern  be- 
steht,  »elchf  als  linear  angesehen  werden  kfinnt-n,  kommt  in 
der  Wii'klichkeit  selten  vor.  da  ileij  Kt-tteu  meistens  eine  (ie- 
Ktalt  gegeben  wird,  di<r  sieb  an  die  lineare  nicht  im  £intfcnit<-sten 
anscJUiesst;  und  last  in  nllen  Fällen,  in  denen  man  jene 
Formeln  angewandt  bat,  hat  iciau  »ie  auf  Systeme  angewandt, 
die  zUDiTbcil  aus  niebt  Uneaien  Leibcni  bestt-hen.  Die  Formeln 
erlauben  anch  auf  n)lche  S>-Btome  eine  Anwendung;  d&Hs  sie 

IJ  Pogg.    Auiud.    ßd.  75.    1648. 
2)  8.  oben  p.  Ih. 
KIrcbbotf,  pMitiipidto  Abhmdlnngtn.  8 


34 


Uefa«r  die  AnveDdbwkeil  der  Fonnslti 


diosi!  erlauben,  ist  aber  bis  jetzt  nielit  aiu  den  Übm'scba 
Principicn  mitStrcngüundAIIgeineiiihi'itniichgcwiegen').  Dies 
Katliwcis  bildet  den  Hniiptgcgenstand  der  vorUegendeu  Ab- 
handlung. Derselbe  kauii  tdleiu  uus  den  tiletchuageu  b«rgebi)lt 
werd«u,  welche  dt«  Oliin'scben  Principieo  fUr  die  Strömungeo 
liefern,  die  äcli  in  emera  beliebigen  Systeme  sich  berührender 
Körper  bilden;  diese  Glciohuiigi-n  »411  ich  d:ilier  7nn:nt  im  Zu* 
satnmeiüiange  hcrh-iten,  und  beweiäen,  dass  dieselben  lur  toE 
ständigi-iiuadeindeutigenBeätiaiiuuiigderStri3muiigcnauäreic 

Ist  irgend  ein  Sjslfiu  von  Kiirponi  vorhanden,  dio  tat 
berühren,  und  durt^b  ihre  Bi-rührung  galvanische  Ströme  er- 
zeugen, so  hat  nach  der  OhmVchen  Vor;itirlluiig  ebi  jeder  Punkt 
eiucs  jcdcu  Küiiicr»  ciui>  gewi.^se  rUktrihcht.'  Spannung,  u,  dJc^ 
Trenn  die  Ström«  stationär  geworden  sind,  tou  der  Zeit  unob- 
bängig  ist.  Ich  denke  mir  in  eim^m  der  Körper  2  un<>ndhdi 
nah«  üegendö  Flächen  gleicher  Spannung;  in  der  einen  von 
di(!sen,  in  derjenigen,  in  welcher  die  Spannung  die  grössere 
Kt,  dcnkn  ich  mir  t>iri  Kh'inent  dio,  \an  beliobigi-r  Ga-italt,  und 
in  allen  Punkten  der  Periphtirie  deaselbeii  Normalen  enichtet; 
diese  Rcbneiden  von  der  zweiten  Fläche  ein  Elem«*iit  aus,  welche* 
dieselbeGestalt  wie  rfw  hat,  und  ich  t-rhalte  zwischen  den  beiden 
Flächen  einen  unendlich  kleinen  CjrUiider,  bei  welchem  alle 
Punkte  eiiK$  Quei'iächnittä  dieselbe  Spannung  habt-n,  und  bei 
dem  die  Spaiuiuiig  von  Qm-r»clmitt  zu  Querschnilt  gleiehmässig 
abümmU  Ich  nenne  u  die  Spannung  iu  i/w,  N  ein  unbestimmtes, 
nncudlicb  kleine»  Stück  der  Kuriuole  von  da,  die  nach  der 
zweiten  Fläche  gleicher  Spannung  gi-richtct  ist;  die  Spannung, 
welche  ein  Querschnitt  des  Cylindei-s  hat,  der  dem  Weithe 

TOD  -V  entspricht,  ist  dann  u  +  vy /V (wobei  «",  negativ  sein 

wird);  es  lliesst  also,  nach  Ohm,  durch  einen  jeden  Quer^hoitt 
des  Cylinders  in  der  Zeiteinheit  in  der  Kichtung  von  IS'  eine 
ElektricitiUsmenge,  die 

du 


=  — Ä.rfw. 


^ 


ist,  wo  A  die  Leitungäfähigkeit  d^s  betrachteten  KOqiers 
zeichnet 


1)  In  Ben«  kiennf«.  OIiib'«  ,««lv«oüa>e  Kette"  8.  IST. 


für  die  intcDiitCtco  der  gAlrauiechec  SirSme  .  .  . 
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loh  lege  dun-li  Heu  Cyliiidcr  einä  Elii-uc,  dto  äcinc  Axe 
unti-r  oiaüm  scliicfru  Winkel  richauidt'tt  und  neoue  äta'  den 
Tbeil  dieser  Kbene,  der  innerhalb  des  C^Huders  liegt  Durcli 
dieses  Ki<?m<>nt  rf»'  fli<-sst  dami  in  der  l^itciulicit  cbon&Lb  in 
der  Biclituug  von  A  eine  Kloktricitabmeng«,  die  den  eben  an- 
gt^gebeneii  Aufdruck  hat.  Denken  wir  mm  in  einem  beliebigen 
Punkte  von  rfcw'  eine  Nonnale  nach  einer  Soito  hin  erriebtct, 
mannen  ein  Bubcstimmte»  Stück  derselben  IV  und  den  Winkel, 
ilf>Q  sie  mit  JV  bildet  [NfN"),  so  liubeti  wir: 

dm  ^n  cos  (N,N')fiai', 

vo  1/  =  +1  oder  =  —  1  ist,  jeuachdem  (A^jA'^  ein  spiUer  oder 
ein  stumpfer  Winkel  \ai:  ferner  wird,  da  iV  die  I^ormale  einer 
FULchi:  gleicher  äputinnnji;  ist: 

eos(Ar,Ar).|j-5^.. 

Der  Ausdruck  der  dorcb  du  fliessendeu  Klukti-icitälsumnge 
wini  daliex 

Diese  Elektncttiltsmcn^  flicsst  durcb  da/  nach  der  Soito,  nach 
wcltliw  A"  gerichtet  ist,  wenn  (A,A*')  ein  spiUer  Winkel  ist,  und 
dann  ist  i;?  =  4-  1 ;  eie  fliesst  nach  der  entgogengosetzten  Sötte, 
wenn  (A'jiV)  eiu  fituinpfer  Winkel  ist,  und  chinii  ist  /;  =  —  ].  Da 
wir  nun,  statt  xa  sagen,  eine  ElektriciUUsmengc>  Ji  t]ie»se  durch 
dl»  Ton  der  einen  Seite  aacb  der  nnderon,  sagen  können,  die 
Elektricitätsmeage  —  E  fliesse  vim  der  zweituu  Seite  nach  der 
ersten,  m  können  wir  den  8«tz  aufstellen,  dnss  duicb  iho'  nach 
3er  Seite,  nach  welcher  A'  gerichtet  ist,  während  der  Zeit- 
otnheit  eine  Elektricitätsmengc  Qiesso,  die 

du 


=  —  4 .  d(o' . 


dy 


Mi 

Dieser  Satx  gilt  offenbar  fOr  ein  jedes  Flächenelement, 
welches  in  dem  Körper  angenommen  werden  kann,  denn  fUr 
ein  jedes  kann  ein  solcher  Idciner  Oyliudcr,  wie  wir  ihn  be- 
trachtet haben,  gefunden  werden. 

Hienuts  ist  e«  leicht  die  Gleichungen  abzuleiten,  aus  denen 
die  statjonüren  Strünmugon  in  unscivm  Systeme  zu  bostinunon 
«nd. 

3' 
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Ueb«r  die  Anwendbarkeit  der  Formeln 


Denken  vir  uns  ein  beliebiges  Stück  von  einem  der  KOrpe 
so  muss  die  ge^axaintv  Elektiifitätämenge,  die  durch  die  Ol 
flttclip,  whIcIj»?  i]HHsp1))e  bpgn^nzt,  während  i'iiii'i*  bi-Hebig»'!!  Zeit 
in  dasselbe  bineinsirömt,   —  0  sein,  ueiinea  wir  also  da   cül, 
Element  dieser  Obertläclie,  N  die  nacli  Iiinea  gericbtete 
male  von  dw,  m  musH  das  Integral 


-*/■ 


nasgedehnt  über  die  gatize  Obei-flilche,  verschwinden. 

Drücken  wir  die  Lage  eines  Punktes  in  dem  Köi^ier  durch 
rechtwinkligö  Coonliiiaten  j",  y,  j  »uh,  und  betraclit««  also  « 
lüs  Fuiiktiun  dieser  3  GrüsKen,  so  ist  bekanntlich  das  Integral 


/ 


du 


9» 
SS' 


Ros^Pdehnt  Über  dia  Oberflflche 
dem  lutegrale 


eines  begrenzten  Bau 


-///**'^  (S 


*  4.  ^l"  4-  ^  1 


ansgeilehnt  über  diesen  Haum  selbst.  Dieses  3far]ie  lut^raJ, 
auBgedehat  über  einfu  b*-liebifjeii  Theü  uusfres  Körpers,  mtiss 
aJü«  vei'schwindon;  d:t-s  kann  oä'enbar  nur  gr!^cllelleu,  wenn  fiir 
jeden  Punkt  des  Körpers: 


0 


"Wir  wollen  min  ein  Elcmert  der  Obcrfliiche 
Körpejrs  betra<;hten;  ein  Theil  dieser  überfliU-he  ist  frei, 
nur  mit  Luft  in  Berühntug.  die  Obrigen  Theile  sind  Ber 
ningsAächt^n  uiiseres  Kfn-pcrs  mit  mideru,  zu  dein  Syst^'me  ge- 
hörigen Körpern.  Ist  du  ein  Element  des  freien  Theiles  der 
OborBäclie,  so  wird,  wemi  wir  annclanen,  dass  ia  die  Luft  keini- 
Blebtridt&t  ontwoichtf  durch  dasselbu  keine  BlcktriäUtt  lliesscn 
dUrfen,  d.  b.  es  moss  flir  dasselbe : 

(2)  1^-0 


sein. 


ftir  di«  luteoaität«!!  der  i;alTUntiicbpa  StrSme 
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Gehört*/«  der  BcTülirungsßäche  zweier  Körper  des  Systems 
an,  60  muss  durcli  dasselbe  eben  so  viel  Glektridtilt  iu  de» 
c'iufa  Küri>er  luneüistniiiieu,  ab  ttus  dem  and«n'roii  tiemus- 
ptrömt;  fliud  also  u  and  «,  dio  Spanniiiigen  in  den  beiden 
Körpern,  k  und  Aj  die  Leittmgsfähigkeiten,  ist  fernor  Pf  die 
nach  dem  Innern  des  cißen,  JS\  die  oocb  dem  Iimeni  doä  an- 
deren gerichtete  Nonnalc  tod  du^  eo  mues  jetzt: 


dasselbe  Element    masa  endlich  nach  Ohm  die 


(3) 

Bcin,     För 
Gleich  uiig: 

(4)  «  "  7/,  =  CT" 

iM-stehen,  wo  U  die  constante  Spaiuiungsdifiereoz  der  sich  bo- 
rtihrenden  Körper  be^fticbnet. 

Wenden  wir  die  lileicliungen  (1)  und  (2)  auf  alle  Köi-per 
an,  aus  welchen  das  Sj'stem  besteht,  die  Gleicliuiigcu  (3j  und 
(4)  auf  alle  ßcrtihningallächeii  derselben,  so  erhalten  wir  alle 
Bedingungen,  welche  sich  aus  den  Ohm'schen  l*i'incipien  zur 
Bestimmung  der  Strömungou  ergeben.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
daes  durch  die»o  Beihngimgun  die  Sti-ümungen  rollkommen 
bestimmt  sind. 

Wir  nehmen  an,  es  gjlhc  2  vcrachiedcno  VerÜieilungsHrten 
der  Elektricit&tt  welche  den  angegebenen  Bedingungen  genßgen; 
wir  bezeichnen  die  Spannmig  iu  einem  luibeatinimten  KSi'per 
des  Systemcs  für  diu  eim-  Vertheilungsart  durch  u,  iiir  die 
anderere  dturch  m',  und  wollen  beweisen,  dasa  dann  u — u  für 
alle  Punkte  desselben  Körpers,  und  auch  fiir  alle  Körper  einen 
und  denselben  Werth  hat.  Hieraus  wird  dann  fulgeu,  das» 
die  Strömungen,  die  in  den  beiden  J?'äUon  stattfinden,  die- 
selben sein  mössen,  dnss  es  also  nur  ttine  Art  der  Stromver- 
breihmg  gicbt,  die  den  angegebenen  Gleichungen  genügt. 

Um  den  in  iiede  stehenden  Beweis  zu  flÜiren,  stellen  wii- 
eine  lUmlicke  Betrachtung  au,  wie  üausB  in  der  Abhandlung: 
„Untersuchungen  über  dii;  im  vcrkclirton  Vcrhiiltnisso  dcs 
Quadi-ats  der  Entfernung  wirkenden  Auzieliuiigs-  und  Ab- 
»tostningäkräJle'^  anstellt,  um  zu  bewciaeu,  da«»  der  Wertb  des 
Potentials    von  Massen,    die  ausserhalb    einer   geschlossenen 


S6 


UelivT  diu  AawcnilbftTkcit  der  Formeln 


Oberfläche   liegen,   fllr  jeden  P«nkt  im  Innern  denelben  eil 
doulig  liestjmmt  ist,  wenn  er  fUr  alle  Puultfo  iu  ibr  gegeben 
ist.     "Wir  setzen  u— «'=»  und  untersuchen  den  Ausdruck: 

(»,       2  *//>^*''-((S)'+(|j)'+ (£]'!■ 

bei  dem  die  lutc^'ation   tlbcr  den  ganzen  R&\im   des  ange- 
nooimencn  Körpers  auszudehnen,   und  die  Suoiiae  in  Bezug 
auf  alle  Körynir  zu  neliraen   ist;  von  diesem  Ausdrucke  lässt 
sich  zeigen,  dass  er  den  Bedingungen  zufolge,  deiioii  m  und  «'     , 
genügen,  venicbwindet;  da  er  aber  eine  Summe  Inuter  potHtivo^f 
Glieder  ist,  so  tiuin  dieses  nipht  ondera  geschehen,  als  wenn,  di^^ 
einzelnen  Glieder   versebwiuden,   d.    b.   innerhalb   eines  jaden 
HiJrperä  milssen  die  QrOäseu 

5p      5b      Af 
dz'    dy'     S^ 

versohwinden ;  innerhalb  eines  jeden  KOrper»  mu^  nlso  o  co: 
stnnt   sein;    hieraus,  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen, 
sich  aus   (4)  ergeben,   folgt,  dasa  in  dem  g&uzem  Sjäteme 
constaiit  ist 

Das?  der  Ausdruck  (6)  wirklich  verschwinden  muss,  aii 
man  auf  die  folgende  Weise  ein:  Die  Grössen  «  und  u 
nUgen  inneriialb  de»  Köipers,  auf  den  sie  sich  beziehen,  di 
partiellen  Differentialgleichung  (1),  also  genügt  auch  v  di 
selben;  liieraus  folgt,  n-ie  Gauss  a.  a.  O.  gezeigt  hat,  d 
dos  3fache  Jntegral,  welches  in  {6)  mit  k  multipUcirt  ist: 


/" 


=  —  liloj.v 


sy 


ist,  vo  dto  ein  Element  derOberflAchc  des  betrachteten  Köi 
pers,  iV  die  nach  Innen  gerichtete  Kormale  von  dto  bedeutet, 
0  sich  auf  den  Ort  von  dra  bezieht,  und  die  Tntej^tiim  ober 
die  ganze  Obcrflikchc  ausgedehnt  werden  muss.    Für  den  freien 

Theil  dieser  Oberfläche  verschwindet  aber   ^-y,  da  Itir  di( 

s^  und  s^  rerschvinden  mUssen;  wir  dürfen  die  Integroiic 

daher  nur  über  die  Theile  der  Oberfläche   unseres  Köt 
aosdeboen,  die  dic^r  mit  andern  Körpern  gemeinschailli« 
hat.    Dieses  Umetandes  wegen  verwandelt  sich  der  Aundruc 


(ttr  die  Intettät&Uo  (I«r  gilraoiKhen  i^trtfme  .  .  . 
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(5)  in  eine  Summ«  von  Integralen,  die  sich  auf  die  BerOhrungs- 
HlLchef),  die  in  dem  Systeme  vorhaiidwi  sind,  iM-zielien.  In 
Rtlcksicht  auf  die  BerUbi'uiigsQ&cben  zweier  Körper,  auf  die 
sich  die  Gi-ösmpö  A,  i;  jY  und  *,,  w,,  N^  bcJtiehen,  liaben  wir 
Qümlicli  das  Integral 

zu  biid«n,  and  dann  die  Summö  in  Bezug  »uf  allu  Berährung$- 
däclieu  zu  nebmcu.  Aa»  der  Bedingung  {i),  der  u  und  u'  ge- 
nügen mUsscD.  folgt  aber  v=f,,   und  aus  der  Bedingung  (3): 

Daher  Terscliwindct  der  Co8fficicnt  von  //w  unter  dem  In- 
tegndzoifhen,  es  venchwtndet  das  Integral  äolbsl,  obooBO  alle 
ftfanlichfii  Tntt'grak-,  die  !«ich  auf  die  anderen  Berflln-uiigsHächeu 
beliehen,  und  mithin  auch  der  Ausdniclc  (5). 

Aurt  dwi  Gleiehuiigen  nun,  au«  denen,  wie  wir  gezeigt 
haben,  sich  die  Strömlingen  in  einem  beliebigen  Systeme  von 
Leitern  eindeutig  bestimmen  lassen,  wollen  wir  den  Beweis 
f&r  den  folgenden  Satz  liorlciten,  aus  d<.-m  die  allgemeinere 
Anwendbarkeit  der  Formeln  hervorgeht,  welche  für  Sj^teme, 
die  aus  linearen  Leitern  besteben,  bewiesen  »ind. 

Gs  sei  ein  System  toii  Li-item  Torliauden,  welches  aus 
2  Thetlen  besteht,  die  durch  2  Drahte  mit  cinajider  zuiHimmrn- 
hängen;  wir  denken  uns  in  jedem  dieser  Drähte  oiuen  Quer- 
schnitt, luid  nennen  ilio  beidi.:n  TlioiK-,  in  die  da.s  System  durch 
diese  beiden  Querschnitte  zerlegt  wird,  .^uiidi^;  08  bestehe  der 
Thetl  A  aus  einer  einfachen  Kejhc  verschiedener  Körper,  d.  h. 
RS  sei  Ton  den  Körpern,  aus  denen  A  gebildet  ist,  der  erste  und 
letzt*  (äko  diejf'nigt-Mi,  denen  jene  beiden  QuerMcliiiilte  ange- 
hüreu)  nur  mit  einem,  jeder  der  anderen  nur  mit  zweien  der 
üKrigen  in  Berührung;  dann  kann  man,  ohne  die  Strömung 
an  irgend  einer  Stelle  \on  Ji  zu  andern,  lllr  A  einen  linearen 
Leiter  mbstituinm,  in  dem  eine  elekti-omoturisclie  Rrafl  ihren 
Sitz  hat,  die  gleieh  i'^t  der  Summe  der  Spannungsdifferenzen 
in  A,  and  der  eüien  Widerstand  hat,  der  nur  abhängt  von 
der  Gestalt  und  LcitungsHUiigkeit  der  Körper,  aus  denen  A 
besteht 
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Uober  di«  AiiweiiJI>&rlieiC  der  PoTmeln 


Wfiche 


Wir  nenneü  jene  htndcn  Quersdinitte  «  und  b,  die  Span* 
nungen  in  ihuen  u,  und  u^t  die  GlL-ktricitt!it.stai'ngeii.  die  wäh- 
read  der  Zeiti-iuheit  durcli  i  von  B  nach  A^  otid  dwch  a  vc 
A  nach  B  flie«s«n,  und  dio  offenbar  eiuaudtr  gleich  siud.  ^, 
endüclL  K  die  Sommo  gämmtUchcr  äpaiinungädiäVrciizcu  in  A, 
dies«  positiv  gcrochnot  niich  «iner  Weise,  die  im  TolgeDdoi 
klar  berrortreten  wird;  dann  läsflt  sieb  zeigen«  dass 

(6)  ^ 

eine  Gtühw  i^t,   dii-    nur  ».bhüngt  vou   der  Gt^stalt    und  Lei 
tungaf^igkeit  der  Krirper,    nus  donen  A  besteht,    tdso  uni 
hflogig  ist  von  den  Spamiimg^difl'ort'uz«»  iu  A   und  von 
Natur  Uüd  GeHtalt  der  zu  ö  gehörigen  Kitqier. 

Die  Körper,  aus  denen  A  besteht,  bezeichne!)  wir  dt 
1,  2,  .  .  n,  so  dass  I  derjenige  ist,  der  mit  dem  Querschnit 
a  unillngt,  n  derjenige,  der  mit  dem  Querschnitte  A  endigt: 
die  Spannongen  iu  diesen  Körperu  nennen  wir  », 
Div^n  Grössen  genttgeu  dann  den  Bedingungen, 
erhalten,  indem  wir  die  Glrirliungeii  (I)  und  (2)  iiuf  die  Kör 
per  1,  2,  . .  n  und  die  Gkiclmugeu  (3)  uud  (4)  auf  die 
rtUirungsääcIicn  (1,  2),  (2,  3)  ....  [a  —  l,ri)  auwritdou;  di 
diese  Bedingungen  »ind  die  GrÖ»scn  u  nocii  nicht  bestimmt« 
ric  werden  es  aber  —  wovon  man  steh  leicht  durch  eiue  der 
oben  durchgeführten  analogen  Betrachlni^  Ubernougt  — ,  wenn 
wir  die  Bediogung^u  fainzufügon,  dass 

im  Quersclinitte  a   «j  =  v^ 

im  Querachoitte  b   m„  =  k^  werde. 

"Wir  D^mien  nun  an,  dass  die  SpannungsdifiTererucen  in 
und   djiKs   U   geändert  werden;    dii>  SiHinmmgen  in  A  wer 
dann   andere,  jene  Grüsse  (6)'   bleibt  aber,  wie  wir  beweis 
woUfn,  dieselbe.    Wir  beüL-iclmen  die   neuen  Spannungen 
A  durch  Hl,'.  Wj', . .  \i^,  die  iu  d™  Qiu-mcliuitten  a  und  &  di 
«*'.  «t';  die  Bedingungen  filr  die  ürö'isen  u   rrhallen  wiri 
aus  den    fUr  die   Grii^f^eu  u   geltenden,   wenn    wir   in   die 
fiberaU  u'  Hir  «  und  fiir  die   alten  WcrÜic   der  Sponni: 
differenzeu  die  neuen  setxeu.    Nim  küunen  wir  beweisen, 
wenn  die  Grüseon  u  bekannt  sind,   den  Gleicbuiigeu   fUr 
Grössen  u'  durch  die  folgende  Annahme  gcnUgl-  wird: 


ftlr  die  lDt«nfiiUUflii  der  galvanischen  StrHiii«  .  .  . 
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WO  er,  ^„  /^, . .  OoDstaateo  sind,  die  passend  biTstimiat  werden 
ZDÜssen.  Den  aus  [1},  (2)  und  (3]  nligeteitet^D  G^leichimgen 
wird  durch  diese  Annahme  genügt,  wclclies  auch  die  Wcrtlie 
dor  omgeMirten  Coostanten  aein  mijgeii;  nennen  wir  die  alten 
Werthe  der  Spannunf^sdiffcrt'nzen  f/|,j,  U^,^  ■  -  die  neuen  0"^,^, 
V\rff . . .,  80  erhalteu  wir  aus  (4)  dio  folgenden  Bedingungen: 


(»■1.«) 
Endlich  haben  wir: 


für  i)ic  GrAswm  h 
»I  -  ",  =  Pin 


(Qr  die  6r(l«eeii  u' 


«n^  —  n«  =  rVid«  "'«f  —  «""=  E^ 


n-l.lt- 


U,    =  Wu 
Bn    =  II* ' 


Substitiiiren  wir  in  diese  L-ileicIumgen  für  die  Grössen  u  die 
für  diettf!  iuigi:-uomnieni>n  Wurtlif  uad  limuLüt-n  die  Glcicliuii- 
gvn  für  di«  Gröeiicii  u,  m  erhalten  wii'  die  folgenden  Glei- 
chungen fllr  (V,  ^„  i^g  . . .: 

fj,  — (*i=  i7',„  — rt  i/,„ 

W  Allen  diesen  Gleichungen  kuiiu  durch  eine  passende  Wahl 

'  der  Gr5sscn  a,  /f,,  (?j  . .  genügt  werden;  dnn-h  jr-ine  Annahme 
der  Funktionen  u  orLalU'n  wii'  also  eine  Bt- Stimmung  der 
Spannungen,  die  allen  Bedingungeu  genügt,  und  da  cit  nur 
eine  einzige  solche  Beätimmung  giebt,  so  ist  sie  eben  diese 
dmdgew 

Aus  der  Form  der  liVinktioni-n  u  geht  faerror,  d&äs,  wie 
such  die  Spannungsdifferenzen  in  A  und  wie  Ji  verändert 
werden  mögen,  dii:Str(miuiif;-st!urvfii  in  A  difstlbeti  tlcihL'u,  uud 
flass  die  Intensität  der  Strüniung  in  allen  Punkten  in  dem- 
selben   Verhältnisse   wächst.    Das   Yerhältniss ,    in    dem    di« 
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Ueber  die  Aa««iulbazk«it  dtr  ENkid^ 


a 


Strömuttgon  in  nnsorpin  Falto  gowachRcn   sintI,  ist  =>  », 
dasR,  wenn  wir  die  Strüiuiiitoafiität.  «üb  wii-  fUr  die  itmIo  V« 
theilting  der  SpnnnunRen  durch  J  be/^iclinetpn,  fUr  die  zweit« 
durch  J'  boMichnen : 

J' 

V 

ist    Berechnen  wir  irnn  tc  aus  den  fllr  ef,  /?j,  ^,  . .  gefti 
oen  Glt'icliungi'ii,  imlcm  wir  diu  Torlctztc  mit  —  1  multiplb 
ciren,  und  da-nn  alle  adilireii,  so  fiuden  vir: 

Wir  hiÜH-n  aber: 

gesetzt;  machen  wir  entfiprechcud 

t'*!-!  +  £^,.,  +  ..+ 1?'-,^  -  JT, 
so  ist: 


«: 


»Uo 


K  +  tib  —  ut' 


Wir  sehen  also,  dass  die  GrössB  (6)  dieselbe  bleibt^  W6C 
5  und   die  Spatumiigsdiffi^'rciizeQ   in  A   gdVndert  werden; 
kann  also  nur  von  Grslalt  und  LuiluiigslVtliigkeit   der  KArper 
in  A  abhangen.    Ist  ^  ein  linearer  Leiter,  so   ist  sie   Beis     , 
Widerstaiid;  wir  belege»  sie  auch  in    dem  allgemeineren,  ton 
Jjua  betrachteten,  Falle  mit  diüÄum  Kamen,  und  hexriclmcn  de  j 
durch  Ji.    M&a  sieht  leicht  ein,  dass  It  positiv  &«ii]  mua^H 
denn  nehmen  wir  an,  dass  süjniatUche  Spaunuag^differt-nzcu  in 
^  =  0  wäron,  60  ist  klar,   das»  «b  —  «n  iiod  J  gleichzeitig  po- 
sitiv oder  aegatif  sein  werden.    Diese  Bemerkung  werden  wir 
^&ter  gebrauchen. 

Nnn  wollen  wii'  zeigen,   dass  dio  Strömungen  in  ß  voll 
kommen  bestimmt  siiid,   wenn  Ton  A  nur  K  und  R  gegebc 
ist;  hieraus  folgt  dann,    dium  wir,    ohne  die  Strömungen  in  . 
zn  äntlem,  f)lr  A  eijien  andern  Leiter  ttuhsUtuiren  k6nneu,  duTj 
den  Ober  A  gemachten  Vorauasetzüiigen  genügt,   in    dem 
elektromotorische  Krufl  K  ihren  Sitx  hat,  und  dessen  Widei 


ßlr  die  loUDBitKlen  der  galvaaUchen  SlrCcm  . 
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staiid  =  A  ist  Wir  können  tfa  .-t  id<io  atii*.)]  «inen  linntren 
Leiter,  bei  dem  (üese  Bedingungen  erfllllt  sind,  substituii-on. 
Sind  K  UH(I  Ä  gegeben,  so  kommt  zu  den  Bedingungen, 
die  sich  ztir  B^bitimmiiug  der  Spannungen  in  li  iluk  ili-n  Glei» 
chungen  (l),  (2),  (3),  (4)  ergeben,  wenn  diese  auf  alle  Küi^er 
und  alle  Berührungsflächen  in  B  augewandt  werden,  noch  die 
Bedingung 

(1)  it'ita  =  J-S—£. 

Wir  Dchmen  an,  doss  iillen  diesen  Bedingungen  dun;h  zwei 
Verthpihingflarten  der  Elcktj'icität  genügt  werde,  und  hezeich- 
nea  die  S]>au]iung  bei  der  eiuea  durcli  n,  bei  der  anderen 
durch  u';  dann  lässt  sich  wiederum  zeigen,  daas  u— u'  in  dem 
ganzen  Systeme  constant  sein  muss,  woraus  dann  diu  Be- 
stimmtheit der  Strömnngen  folgt.  Betracht(>n  wir  den  Au';- 
druck  (5),  bei  dem  wir  die  Summe  aber  alle  Kürpcr  ausgo- 
debut  deuken,  die  zu  D  gehören,  so  künneu  wir  von  <liei<em 
«ach  hier  beweisen,  dass  er  verschwindet;  durch  dieselbe 
Transformation,  die  wir  oben  angewandt  haben,  verwandult 
Eich  derselbe  in  eine  Summe  von  Integralen,  die  ülier  die  Be- 
rflhmngsHächen  in  B  auszudehnen  stind,  und  zweier  Integrale, 
die  sich  auf  die  Querschnitt«  a  und  />  beziehen;  jene  Integrale 
sind  hi«r,  wie  oben,  =  0,  die  Summe  dieser  ist: 

=  {J~-J')  [Ko — k'o  — («t  —  wt)] 
oder  wegen  der  Bedingung  (7): 

Aus  der  ursprtloglichpn  Gestalt  des  Ausdrucks  (5)  iot  crsiclit- 
lieh,  dass  derselbe  nie  negativ  sein  kaim,  aus  der  eben  abge- 
leiteten folgt,  da  JI  positiv  ist,  da£&  er  nicht  positiv  sein  kann; 
er  muss  also  verschwinden. 

Hiermit  haben  wir  die  Bicbtigkeit  des  Seite  Sf>  ana- 
gesprocheneti  Satzes  bewiesen;  es  ist  von  selbst  klar,  wie  hus 
diesem  die  Ghiltigkeit  der  für  Systeme  linearer  Leiter  abge- 
leiteten Formeln  filr  solche  Falle  folgt,  wie  sie  am  häufigsten 
bei  Versuchen  Torkommou. 

Ich  erlaube  mir  einige  Bemerkungen  hier  aTisuknlipfen, 
die  mit  den  angestellten  Beti'achtuugeii  in  nahem  Zusammen- 
hange stehen. 
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Uebor  die  Anwcodliu'kiiit  der  Formciu 


Die  Gloicliungeu  (1),  (2),  (3),  (4),  aw»  ilemni  ilie  Si 
Diuigeu  in  einem  beliebigen  Sjeteme  von  Lciteru  eu  beE 
tiieii  siocL,  liöiuten  iu  eine  Bedingung  ziuammcngflitäät  werden, 
der  zufolge  eine  gcwiet^c,  von  den  SpaTiiiiingea  abhängige 
Örösse  den  kleinsten  "WiTth  erhalten  muss,  den  sie  bei  den 
gegebenen  Spnnnungsdüferenzcn  der  Körper  imnehmen  kann. 
Nimmt  man  das  Joule'schc  GcseU  für  die  Wärmovrirkung 
eineii  gulviiuihelien  ätrum«!»  iu  einem  Leilt-relemmite  uls  rieh- 
tig  au,  80  ist  jene  Grösse  der  Ausdruck  der  gesammten,  wUh- 
rend  einer  gewissen  Zeit  von  den  Strömen  in  dem  Systeme 
en'egten  Wärmemeuge.  Dikso  Bemerkung  Lsl  es,  welelie  icli 
zuerst  beweisen  wilL 

Dio  Wärmemenge,  die  in  einem  Dralitelemente  rou  einem 
Strome,  der  da-ssrlbi^  durdiiliuSfit,  wUlirfiid  einer  guwi»i>en  Zrit 
erregt   wird,  ist  nach  Joule  gleich   dem  Produkte   am  dem 
Widerstände  des  Blementea  in  das  Quadrat  der  Intensität  des 
Stromes.     Um    bieniaeh    die   in  einem  Körper  von  belirbig^^ 
Oestolt  erregte  AVärmemonge  zu  berecJmen,  betrachto  ich  c^H 
cylindei-fiirmiges  Element  in  demselben,  dessen  Äxe  die  Ridi^^ 
tung  des  Stromes  an  diesem  Orte   hat.    Die  in  diesem  £!lc- 
meute   erregte  Wärmemenge  wird  ebenfalls  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  dem  Widerstand!^   desselben  in  das  Quadrat    di-r 
luteiiHität  meines  Stromes  sein;  ist  die  Länge  des  Kiemeutes 

ds,  sein  Querschnitt  du,  so  ist  der  Widerstand  =  .  J 

die  Intensitllt  =  —  Jtdaa  ^',  die  in  dem  bctraehtetea  Element 
erregte  '^XHirmemenge  ist  also: 

=  ...i„.rf..(|i)'. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass: 

.BmJ     ,ö.«     .£»«.»     .ö»,i 
^Si>  ^^di' +^Ty'  +^^* 

und  dass  dtii  ds  Aar  Volmueu  des  betrachteten  Element 
so  findet  nuui  ftlr  die  in  dem  ganzen  Körper  erregt» 
menge  den  Aufdruck: 


fOr  die  IntpiuiUten  dfrx  g^viuiiBclien  StrOine  .  ■  . 
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wo  die  Integration  Ober  den  von  dem  Körper  eiiigenommetien 
I     Baum   auszudelinen    ist.     Kehmeii  wir  die    Samine   in  Bezug 
auT  alle  Körper  des  Systemes,  so  erhalten  wir  die  gesammte 
WänDCmcnge: 

Wir  suclien  nun  die  Bedingungen  daJUr,  das»  ff  ein  5Ii- 
uimum  werde,  iviilirend  die  Siiatiimngsdiffercnzeii  der  »ieh  be- 
rührcoden  Körper  fest  bleiben.  Wir  erlialtcn  diese  Bedin- 
giuif:;eii  durcti  die  Qleichuug 

I  diy  =  o 

I     d.  h.  dadurch,  dass  wir  die  Grössen   w  um  unendlich  kleine 

Funktionen  t   vermelin'n.    von   dem  Werthe,   den  dadureh  ff 

erliftltf    denjenigen,    den    es    friilit-r    Imtte,    »bKiclip»,    nur   die 

uneDdlicb    kleinen   öröeeen    erster    Oifhiung    berücksichtigen, 

und  d»R  B^-aultat  ^  0  setzen.    Die  Qrijssen  i  sind  liiorbei 

t     ganz  beKebig  bis  »mT  die  ein«;  Bedingtnig,  diiKH,  wenn  6  und  «, 

I     sich    auf  zwei  Körper    beziehen,  die    sich  berühren,  filr  jeden 

I     Funkt  der  Berßliruugsfliiche    dei-selbeu  i  —  t^—0  ist     "Wir 

erhalten: 


gff 


22^fff'^''yHtt+m+m 


oder,  mit  Hülfe  einer  bekaimten  Trnusformation: 

In  dem,  dem  Scheine  nach,  einfachen  Integrale  bedeutet 
rfw  ein  Element  der  Überlläche  des  betraeliteteu  Körpers,  N 
die  nach  Innen  j^erivhtet«  Nortniüe  dieses  Rlemente>i,  t  bezielit 
sich  auf  den  Ort  von  du  nnd  die  Integration  ist  Über  die 
ganze  Oberfläche  des  Körpers  auszudehnen. 

J)&  im  Innern  eines  jeden  KiirperH  ^t  ganz  beliebig  Ist, 
80  kann  die  Gleichung  StV=0  mir  bestehen,  wenn  im  Innern 
eines  Jeden  Korpers: 

e^a      Sht      8^  _ 
a*-  "*"  9y»  "*■  Sal  ~  ^ 

ist.     Auch  lUr  jeden  Punkt  dej*  freien  Oberfläche   eines  jeden 
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U«ber  die  Anwcndbiirhcit  d«r  F«me!B 


der  K&r)>er  ist  4  ganz  beliebig;  «s  mussdah»  iUr  einca  jedeo^ 
solchen  Punicl: 

sein.     Hiernach    vcrwauJelt    sich   3  ff  in    eine  Summ^^F 
Integralen,  die  in  B(>xiig  auf  die  einzoltieti  Behllirungsfl&cl 
des  Systemea  zu  nehmen   sind;   bei-ücksichtigeu  wir  die 
dingung,  der  die  Grössen  <  uutcrwoi-fun  seiu  sollten,   so  wii 

wo  dta  ein  Element  einer  B(^rülinjng)iHüeho  bezeidinet,  A,  ti, 
sich  auf  den  eimm,  A,,  j/,,  A',  m-h  auf  den  luideni  der  beiden 
Kürp<>r  bezieben,  welcli«  dieselbe  bilden,  s  ganz  beliebig  iai, 
die  Integration  Über  die  gaitzo  BerDlinuigstlilclie,  die  Summa» 
tion  Ober  iillc  Berüliruiigsflüi-htm  ausgedehnt  werden  »oü.  Die 
Gleichung  ötf'=Q  erfordert  daher,  da&s  für  jeden  Puukt 
Be^ttilruugstI2cb^!  zweier  Körper 

ist.     Fügen  wir  zu  den  erhaltenen  Bedingimgeri  noeJi  diejenj 

hinzu,   WL'lclic    wir  von  vorn  Iierein  festgesetzt  litiben,  und  die 

durch  die  Qleichung 

„_,x,  =  U 

ausgesprochen  wird,  go  haben  wir  also  dieselben  Bestimmungen, 
welche  sieb  unmittelbiu'  iius  den  Otim*Rcheri  Principien  ergaben. 
Es  i-st  noch  zu  beweisen  übrig,  diiss  W  ^Hrklich  ein  Wi- 
Dtniiiiu  wird,  wenn  d  H'  verschwindet;  es  ist  dieses  der  Fall, 
da  die  zweit«  Variation,  H*  T,  steU  positiv  ist;  es  ist  nämtieb: 

Der  fOr  W  gefundene  Aundruek  hat  eine  in  die  Auge 
fallende  Aebiüichkeit  mit  dem  oben  gebrauehten  Ausdrodco 
(3);  dieselbe  Transifonnatioti,  die  wir  dort  i>i'ntitzten,  werden 
wir  auch  hier  aiiwcudpn  küiiuon.  Durch  dii-Ht;  reducirt  sie 
W  auf  eine  Summu  von  Integralen,  die  sieb  auf  die 
rtihrungsÜäcben ,  die  in  dem  Systeme  Torkommen,  beziehe 
es  wird: 


flir  dla  Iiit«BBit&reii  der  galvanisch«!  Btr&me  .  .  . 
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»'—2fH''^U+-.^,l-d 


N 


uu  war 


tUjer 


.;;=" 


lind 
daher  vii-d 


«-«,  =  £7; 


»■= 


dit)& 


du 


cürr,  weun  wir  die  Elektricitätsmeiige,  die  in  der  Ztiteinhrit 
durch  die  hciraclitetc  Bcriilu-migstläclio  aus  dem  Körper,  auf 
dea  eich  M,  beztctit,  nacb  dem,  auf  wcichou  sich  u  bezieht, 
fliesst,  durch  i  bezeichtien: 

Die  gosäunmtc  in  dem  Syst^'mo  errate  "Wfinnenicugo  ist 
also  gleich  der  Summe  der  sünuntlichcD  Spaonungsdiff^rcozen» 
eine  jede  muItipHcirt  iiiit  der  Eli>ktricitätämenge,  (Üb  viUirend 
der  Zeiteinhi>it  diirrh  die  entsprechondo  Berti linmgsüiicho  in 
der  bezeicbueU'ii  Biclitung  fliL-sst. 

Die  Wärmemengo,  di«  in  einem  Theile  des  Systemos 
erregt  vriixl,  GrhalU'n  wir,  wonii  wir  iu  dem  Aiisdniclcp  (8)  die 
Integrationen  nur  ijl>er  dieiu^n  Theil  auMdehuL-n;  fl.uel)  Air  diesen 
Fall  läset  sich  die  <;ben  benutzte  TnuiKtormalion  anwenden, 
und  wir  erhalt«ii  durch  nie  (Vir  die  in  einem  Theile  des  Sy.-itemeK 
erregte  Wlrmi-mcngu  einen  Ausdruck,  welulier 

1)  aua  der  Snmm«  di'jr  Eli?ktri(;itiil«iru-iigpn  besteht,  welche 
während  der  Zeiteinheit  durch  die  üerührungsHadii-n  ßtrümeri, 
so  weit  dius«  iiincrlialh  des  b(;trachteteii  Thi-ile?  licpcii,  eine 
jede  EIektricität«menge  niultiplicirt  mit  der  entsprechenden 
SpaanUDgsdiffereDZ,  und  in  der  Weisse  als  positiv  odei'  negatir 
gerechnet,  wie  es  oben  nnßcgohen  ist;  nnd  2)  der  Summe  der 
Elektricitätsmengeti,  welch*^  während  der  Zoileinlicit  dinx'h  die 
einzelnen  Elemente  At^t  Fliirlieu,  durch  welche  der  faeLraehtete 
Theil  des  Sjstcmt'H  von  tU-m  Ubrigf-n  gi'st^liit-dvn  wird,  in  di'ii 
betrachteten  Thuil  liineinströmen,  eine  jede  Elektricitätsuiengo 
multiplicirt   mit  der  Spannung  des  entsprechenden  ICIemente^. 

Wir  wollen  uns  ein  System  denken,  wne  es  ohen  Ö.  39 
angegeben  worden    ist,    und    wollen   die    Wärmemenge    be- 
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^/CBCP  fliB  ^^BWCBQuftrttCtt  QCT   «  OWIficB 


recfaaca,  die  in  dpm  Tbeile  A  entwickeh  vinL  Wir  behalten 
höerfaei  die  B^zt^idmimgen.  die  dort  eingefthrt  worden  sind, 
bei.  Die  Elektricitäbaneogen,  £e  wiltraid  der  Zeiteinheit 
dtorh  däe  einzelnen  Befühnmgsdidien  fliessen^  atnd  bier  offeiH 
bar  alle  *nftm,i»A»r  gleich,  ond  =  J;  hierans  er^bt  üch  die  in 
A  erregte  Ht^bmemenge 

=*".,/+ «*J  —  «.J 

Hiwdiircii  ist  der  Salz,  der  för  ltDe«re  Leiter  durch 
Jonle'scbe  Owcti   mmifttelbar   ao^esprochen  ist,    auch    fllr 
Leiter  iltr  Art,  wie  A^  nach  der  Obm'scfacD  Theorie  hewieaea. 

Schlientich  «ül  ich  noch  bfineHci-iL,  dus  ans  dem  all* 
gemeiDen  Satze,  den  ich  hier  bewiesen  habe,  nadi  dem 
Attsdnick  der  gesammten,  in  einem  beliehigcQ  Systeme 
Lettern  6rr^tea  Wirmemeoge  cio  Minimam  wird,  wonn  tnaiT 
die  SpaooangKiiffereDxen  der  sich  berührecden  Körper  als  ge- 
geben betrachtet,  —  dass  aus  dic^sem  Satze-,  irenn  mau  iba 
aof  cio  Syrern  Imearor  Leiter  anwendet,  die  Gleidinngen  lOr 
die  IntenstAten  der  diese  dorcfafliesseBdeQ  Ströme  sich  ergeben, 
welche  ich  fiülior  abgeleitet  haiM.  ^  Besteht  das  S}~stem  atts 
«DrSlhen,  den<n  TTider^tände  Oj,  m,..a>.  sind,  ond  deren 
Ströme  die  Intensitäten  J^,  J^.-J»  b^ben,  so  ist  der  Aqe 
der  gesammten  Wftrmemenge: 

Stellen  wir  die  Bedingungen  dai^  au^  dass  die  Spannnnj 
differenzen  in  den  Berfllintt)g<9atikten  je  zwuer  sich  berflb« 
reiidur  Drähte  gteicli  den  gegi-benen  seien,  so  erhalten  wir,  m 
ich  a.  a.  O.  gezeigt  habe,  Uleichungen,  welche  aossagao, 
hnmer,  wenn  dieDr&hte  1,  2,..r  eine  gescblo»ene  (*igur ' 

»i  «A  +  ««,  y,  +  . .  +  o»,  J, 
gleich  der  Summe  aller  SpannungsdiffereiiztMi  ist,  die  sich 
dem  Wege  1,  '2...r  iM-tindm.  Stellt  man  die  BoJii 
daflb-  aoL  daes  jener  Ausdnick  tF  ein  Minimnm  werde,  wäh- 
rend diese  Gleichoogea  bestehen,  so  hndct  mau  mit  leichter 
MBhe  die  fibrigen  der  Glcichtmgan,  velche  ich  dort  gcgel 

■)  fi.  oben  p.  13. 


ftlr  (Ue  Intenajuien  der  galniaischen  StrSmc  .  . 
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habe,  tiäinlic]i  die  GleicbiutgeD,  welche  ausHagen,  da&ü  immer, 
wonn  die  Dr^ite  1,  2,,.p  in  einem  Punlrte  zusammenstosscn : 

i&t. 


Veber  eine  Ablcitang  der  Ohm'sclieii  tiosetze.  welche  sieb 
an  die  Theorie  der  Elektrostatik  aase  hü  esst.') 

Ohm  ist  bei  der  Ableitaus  »einer  Ciesetze  der  Ströntungeu 
in  dej  golnuiiscben  Kette  von  Vorauasetzuiigm  tilif;i-  dio  Elfk- 
tricität  aa^egan^m,  die  nicht  in  Uebcreintitiiiiiumig  mit  den 
Yomussetzungen  sind,  welche  man  über  dieselbe  hat  machen 
müssen,  mn  die  elektrostatischen  Erscheinungen  zu  orklSren; 
im  Wider^mcbe  mit  difi^cu  nimmt  Obm  an,  dass  die  Elek- 
bicHät  in  einem  Leiter  sich  in  Ruhe  befindet,  wenn  sie  den 
Banminhalt  desselben  mit  gleichmässiger  Dichtigkeit  erlullt. 
Wüuu  es  nun  an  sich  schon  wOnficheuswertli  erBcJieiiiyu  musa, 
die  Ge«'tj!e,  denen  die  Strönmngen  der  Elektricitfit  nuterworfen 
flind,  durch  Betrachtmigen  IierzulciU?u,  die  sieh  an  die  Theorie 
der  ElektroHtutik  .■uiHchlJeK.'ien,  so  nHrd  dieses  ein  Bedllrfniss, 
sobald  man  ebe  befriedigende  Theorie  tou  Versuchen  geben 
will,  bei  denen  man  es  gowoIJ  mit  strömender  als  mit  ruhender 
ElektricitKt  zu  tbuu  Imt,  von  Versuchen,  wie  die,  welche  in 
uenerer  Zeit  ron  Um.  Kohlrauscb  an  dar  geschlossenen  Kette 
mit  Cuudeuiuitor  und  Elektrometer  aiigestetlt  »ind^).  Es  int 
meine  Absicht  hier  zu  zeigen,  wie  die  Ohm'schon  Formeln 
aus  dem  elektrostatischen  Gesetze  für  die  gegenseitige  Ab- 
Btosanng  der  ElektricitätstbcUcbcn  sich  ableiten  Iasscq,  wcmi 
man  gewisse  Aimahmon  zu  Hülfe  nimmt,  welche  deh  auf 
Fragen  beziehen,  die  in  der  Theorie  der  Eiektioütatik  ganz 
offen  geblieben  sind. 

Ist  einem  Leilor  Elektricitilt  mitgcthcilt,  m)  wird  diese 
sich  datin  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn  Aia  Kräfte  sich 
gegenaeiüg  anftiebcn,  die  von  der  freien  Elektricitut  auf  ein 

t)  Pc«g.  AuDsl.  Bd.  TS.    104». 
3]  Pogg.  AonaL  Bd.  'K    p.  I. 
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filektricitätHtheilchen,  dfts  sich  au  irgood  viner  Stolle  im  looc 
dos  Leiters  befindet,  ausgeübt  werden.  Ea  fijidet  dieses  statL 
weiin  da»  Potential  der  gesiimmton  freien  Klektricitüt  in  Bezug 
anf  finwi  Punkt  iiu  Iimani  des  Leiters  constaut  ist  Die  Rech« 
nimg  zeigt,  dauss  die3»-5  mir  der  Fall  sein  kaun.  weuii  die  freie 
Klelctricität  sich  iu  gen-ieser  Weise  auf  der  Oberflliche  di^ri 
Leiters  augeordnet  hat.  ^^ 

Werden  zwei  verschiedene  Leiter,  etwa  ein  Stück  Kupfer 
und  ciu  StUcJc  Zink.  wi-Iclie  einzeln  keine  freie  ElektridUU,  ent- 
hielten, mit  einander  iu  BcriÜuTinK  gebracht,  so  wird  der  eine 
Leiter  positiv,  der  andere  negativ  elektrisch.  I^ie  Klektricitit. 
welehe  an  der  Borührungsstellc  erregt  ist,  niaunt  bald  eine 
GLeichgeiricbtelago  an;  bei  dieser  m\iü9  notliwoiidig  das  Poteutial 
der  geBammten  freien  Elektricität  in  Bezug  auf  alle  Punkt« 
eines  jeden  der  beiden  Leiter  constaut  sein;  daraus  folgt,  da» 
freie  Elektricität  sich  nicht  in  dem  Innern  der  Leiter  befind 
kann,  ilatM  dieselbe  alse  tdlein  auf  der  Obertlaeliu  diu^er 
lagert  ^ein  luuss;  ein  ThcU  der  ElektiHtiLt  wird  xieh  an 
Borilliruiigafläche  der  beiden  Leiter  bmden,  ein  anderer  diT 
freie  Oberfläche  derselben  bedecken.  Das  Potential  aller  freien 
Etektricitlit  iit  Bezug  auf  alle  Punkt»  eines  jeden  der  Leiter 
ist  coimtant;  e«  niid  aber  für  den  erstou  Leiter  etneu  andeni 
Werth  haben,  als  fllr  den  zweiten,  denn  die  Ilechnung  lehrt, 
dass,  wenn  es  in  beiden  Leitern  dt-uselbeu  Werth  liätte,  nirgend 
freie  EloktricitÜt  vork-uiden  sein  könnte,  da  die  Summe  »üeT 
freien  Elektricität  «  0  ist.  Was  nun  den  Unterschied  der 
beiden  Werthe  des  Potentials  iii  den  beiden  Leitern  bctrifll, 
Ko  kSnnto  dieser  ton  flcm  Stoffe  der  beiden  Leiter  und  ilirer  Ge- 
stalt abh&ngen;  Ich  mache  die  Ännalime,  dass  er  Ton  der  letzteren 
unablUlngig  ist,  und  dus&  er  die  Gi-üshc  Lst,  die  die  Spannung 
der  beiden  Körper  heisst.  Wir  wollen  das  Poteutial  aller 
freien  EJelctricität  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  ersten  Leiters 
durch  U],  dasselbe  in  Bezug  auf  einen  l*uiikt  dos  zweiten  durch 
N,  bezeichnen;  dann  musa  u^  iwwohl  als  v,  coostant  seia;  ist 
femer  C/j^  die  Spannung  der  beiden  Körper,  so  muss 

«1  —  «3  =    ^Id 


sein. 


Denken  wir  uns  mehrere  Leiter,  etwa  3,  wi  mit  einän« 


mtlche  «ch  aa  die  üieorie  der  Elektrostatilc  ansehlieBst. 


öl 


m  Bi^rUliriuig:  gebracht,  dass  der  Leiter  1  den  Leiter  2  und 
dieser  den  Leiter  8  licrtlhrt,  an  wird  die  Elcktricität  auf  diesen 
sich  immer  ins  Gleichgewicht  setzen  kiinnen.  Nennen  wir 
wieder  das  PotcDtial  der  gesammten  freieu  Elektiicität  ftlr 
ein«Q  Pankt  dos  ersten  Leiters  Kj  ,  für  einen  des  Bwcittin  u, 
und  f&r  einen  des  dritten  h,,  und  ferner  die  Spannung  zwischen 
l  und  2  U„.j,  die  zwischen  2  und  3  ü„n,  3o  iat  ru  dem  Gleich- 
gewicht erforderlich,  dass  jede  der  drei  Grössen  i/j,  Wj,  k,  con- 
jtont  ist  und  dass  öi«  Gleiehuugon 


«,  —  «,=-1/, 
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erfbUt  sind.  Nehmen  wir  aber  an,  dass  dio  Leiter  1,  2,  3  so 
mit  eiuaoder  in  Berübnmg  gebracht  worden  sind,  dans  jeder 
Ton  ihnen  dio  beiden  anderen  hcillfart,  so  wird  nicht  immer  ein 
Gleichgewicht  der  JSlektricität  auf  ihnen  möglich  sein.  Findet 
ein  GUichgewicht  statt,  so  mut<s  wieder  jr-de  der  Grössen  «„ 
Kp  V,  constant  sein,  und  es  mUs^en  die  Gleichungen: 


«7. 


11 


«3  -  «1  =  t^a-i 
erfüllt  werden.    Die  Addition  dieser  Gleichungen  giebt: 

0=17,,, +  £;,„+  K„j; 
dieser  Bediugimg  mBsson  also  die  Spannungen  der  drei  Letter 
genügen,   wenn  ein  Gleichgcwii^ht  der  BlektricitJLt  auf  ihnen 
mOgÜch  sein  soll;  der  Bcaliuguug  wird  genügt,   wenn  die  drei 
Li-iter  der  luigeniuinttüi  Spantiuii|;;srvihu  luigehüreiL 

Wir  haben  jetzt  «u  untersuchen,  wiis  vorgchcu  wird,  wenn 
diese  Bedingung  nicbt  erfüllt  ist.  lu  einem  bestimmten  Augeu- 
blicke  wird  die  Vertheüung  der  freien  Elcktricität  in  dem 
8jrstemc  eine  gewisse  sein;  ich  lasse  es  unbcistimmt,  oh  diese 
freie  EUcktricität  mli  auch  hjpr  nur  auf  der  Oberfläche  der 
Leiter  befindet,  oder  ob  sie  in  ihr  Inneres  gedrungen  ist.  Das 
Potential  derselben  in  Bostug  auf  einen  Punkt  eines  der  Leiter 
sei  w^  dieses  u  ist  uicUt  conKLant,  ftomlem  eine  Function  der 
Coordinaten  des  Punktes,  auf  den  gs  sich  bezieht;  daher  werden 
auch  die  Kräfte,  die  von  der  freien  Eleklricität  auf  ein  EUek- 

4- 
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tricitÄtstbeilchen,  das  nidi  an  irgend  eiiier  Steile  im  Innen 
dos  Luitt^r»  betindetf  ausgeübt  iverdcn,  sicli  nicht  dhs  Gleicligewidtt 
halten,  »ondem  «ine  bestimmte  Resultante  liefern.  Wir  denkei 
uns  im  Inoorn  des  Leiters  ein  Kaumclcment  v,  luid  bezeichnen  j«i»i 
Koöultajito  ftlr  einen  Punkt  in  c  durch  Ji.  Ist  keine  freie  KlelrtricitSt 
in  V  viirbaiideii,  so  wird  daselbst  die  neuti'iilo  elektrische  FlUssi^ 
keit  zerlegt  werdeii;  die  positive  ElektricüÄt  wird  in  der  Rich- 
tung von  R.  die  negative  in  der  ciitgegenge-iotzten  Richtung 
fortgefllhrt  werden;  dabei  mllssen  die  Mengen  po^tiver  tmä 
negativer  ElektriciUlt,  die  in  dem  Elemente  v  bewe-gt  werden, 
mul  fbeiiso  dif?  Geschwindigkeiten  derselben  gleich  sein.  Ich 
n'f-hmr'  »II,  dasf*  die  Menge  der  einen  oder  der  anderen  FtQssi^ 
keit,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Quei-sclmitt  von  r  fi" 
trieben  wird,  dir  senknxht  auf  drr  Richtung  von  H  sein  so 
und  dessen  Grösse  durch  dw  bezeichnet  werden  nmg, 

=  tftrk  R 

sei,  wu  k  die  Lcitungsnikigkeit  des  KJJrpcrs  bezeichnet  Üb 
ZQ  entscheiden,  was  in  dem  Falle  geschehen  wird,  wenn  v  freie 
Elektricitilt  enthalt,  mache  ich  die  Annahme,  dass  eine  Be- 
wegung der  elektrischen  Flüssigkeiten  in  einem  Leiter  nicht 
anders  vor  sich  gehen  kann,  als  wenn  durch  jedes  Flacbenel^ 
mcnt  in  demselben  gleichzeitig  gleiche  Mengen  der  beidw 
ElektricilSten  nach  «nlgegengo^etzteu  Seiten  strömen.  Dfirats 
folgt  diuin,  dass,  auch  wenn  v  Jreie  KlektritiiLitt  enthult,  durdi 
t{tr  in  der  Zeiteinheit  ebenso  viel  positive  Elektricitflt  in  der 
Richtung  von  H  strömt,  als  negative  in  der  entgegengesetzt«! 
Richtung.  "Wiis  die  Menge  der  dun^h  rfw^  slriVmeud^'n  Ekl* 
tticitäten  anbetridt,  so  nehme  ich  an,  dass  sie  viedenim 

ist 

FUgi  man  zu  diesen  Amiohmeu,  die  zum  gi-össteu  TheOe 
schon  von  Weher  iu  Hcinen  clektrodjnumiächenMauSKheaÜlB- 
tnnngen  ausgesprochen  sind,  noch  die  Itinxn,  dass  die  Differcni 
der  Werthe  des  Potentials  der  gesamniteu  freien  ElektridUt 
für  xwei  Paukte,  die  in  tinmittetbarer  Ktlhe  aneinander  diM- 
wiU  und  jenseita  der  BerUhi-ungsääche  zweier  Leiter  lie|^ 
dieselbe  bleibt,  sei  es,  dass  ein  Strom  durch  die  Leiter  ^reht, 
oder  dass  die  ElektiiciUVt  sich  in  ihnen  in  Ruhe  bctiodet;  M 


wdcLo  lieh  BD  die  Theonv  d«r  Elektrostatik  ■aKliÜeHt 
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gelangt  man  uuter  tler  Voraussetzung,  daas  der  elcktriache 
Zustand  des  System»»  ciü  stationärer  geworden  iät,  zu  denselben 
GläichuDgen  für  das  Fot«nüaI  der  freien  Elcktricität,  die  aus 
der  Olim'schcQ  Voratellung  für  die  «lektroskopische  Kraft, 
d.  L  die  Dichtigkeit  der  Eiektricität,  sich  ergebon. 

Tn  der  Tliat,  nennen  wir  die  Xormale  des  Elementes  rf«P, 
die  die  Riclitnng  von  Ä  Imt,  N,  so  Ist 

■"  =  ^  dN' 
also  die  durch  dm  in  dei-  Zeiteiulieit  fliessende  Menge  positirer 
oder  DegntiTer  Elektricität 


=  —  kdie 


8i/' 


AuB  der  Ohm'sch^n  Vorstellung  folgt  dcrsolbc  Ausdruck 
flir  dteite  Menge,  falls  man  init  m  die  elekiroükopiscbe  Kraft 
bezeichnet').  Aus  diesem  Ausdrucke  kann  man  aber,  ohne 
auf  die  Bedeutung  von  «  ebizugchu,  schliesseu,  da&s  wenn  der 
Zustand  des  Systems  ein  stationärer  geworden  int,  u  der 
Differentialgleichung 

and  für  jeden  Punkt  der  freien  Obei-tlächd  des  Leiters   der 
Grenxbcdiugung 


9» 


=  0 


geuUgon   muss;   dass  femer  fOr  jeden  Punkt  der  Berühnmgs- 
däche  zweier  Kipper  die  Gleichung: 


Bu 


du, 


gilL  Zu  diesen  Bedingungen  ist,  sowohl  bei  der  Ohm'schen 
Vorstellung  ^s  bei  der  hier  auscinandergpsftztrii,  noch  di<! 
hiuzuzof&geti,  dass  fUr  jeden  Punkt  derselben  BerühinngsHtiche 
u — u^  =  der  Spannung  der  beiden  KÜrper  wird.  Füi*  die 
GrQssen  n  ergeben  sich  also  bei  beiden  Vomtellungcn  diu- 
Bclben  Gleichungen;  in  Beüug  auf  die  Strömungen,  die  durch 
die  Difiercntiulquotientcu  dieser  Gröäsen  bestimmt  sind,  crlilLlt 
□um  also  dieselben  Hesultate,   mag  man  von  der  einen  oder 


1)  8.  oben  p.  S4;  hier  ist  SpHiinuiig  jj^muimiC,  was  Okra  sls  clektro* 
■kopiAchs  Kfsft  bezeiclmet 


bi 


Ueber  eine  Ablritong  der  Ohin'schea  GeeeUe^ 


ron  der  andern  ausgehen.  Verschiedene  Resultate  erhSU°i1 
aber  in  Betreff  der  Vertheilimg  der  freien  ElcktrieitÄt  in'i 
Kette.  Nach  Ohm  giebt  der  Werlh  von  u  an  jeder  St 
des  Systeme  onmiUelbitr  die  Dichtigkeit  der  Flelctricität 
nicht  80  bei  der  hier  entirickelteii  Ansicht;  ans  dieser  folgt, 
etat»  auch  bei  der  gescblosseneu  Kutte  treiH  Elektricität  sich 
nur  auf  der  Oberfläche  der  Leiter  beäiideii  kann.  Da  iiämtich 
u  iuuerhalb  eiues  der  Leiter  der  DiffercutialgleichuBg 

genügt,  »o  muBS  «  ein  Potential  von  Massen  sein,  die  ausser- 
halb dieseK  Ijcitera  liegifii;  u  i«t  aber  lUs  Pott-ntial  aller  freien 
Blektricität;  ron  dieser  kann  also  kein  Theil  im  Imiern  jeuea 
Leiten,  also  Uherbaupl  nicht  im  lauem  irgend  eines  der 
Leiter  liegen. 

Die  hier  angcstelltea  Betrachtungen  gelten,  welches 
die  Zahl,  die  Gestalt  und  die  Anordnung  der  T^eiter  üt, 
mit  einander  in  Berühnmg  gebracht  worden  sind;  sie  gelteo 
also  anch  filr  den  Fall,  dass  eine  Platte  eine»  Coudensaton 
mit  einem  Punkt«  einer  gcscUosfieaen  Ketto  in  VorbindoDg 
gesetxt  ist,  und  geben  daher  die  Tlit-orie  solcher  Vet^uehe,  wie 
die  oben  angeftüirten  des  Hrn.  Kohirnusch  sind.  Di«  Ee- 
ftultate,  die  sie  liefern,  sind  in  vollkommeuer  Uebereins 
mit  ilen  Krgebniiuien  dieser  Ventuclie. 

Den  dorchgefllhrten  Beti-achtuugen  hegt  das 
statische  Gtwetz  der  Wirkung  elektrischer  Theileheu 
Grande.  Aus  dic»(^m  Gesetze  lassen  sich  die  Ampfire'sol 
elcktro-dynamischen  Bracboinungen  und  die  Tnduotionsci 
nungen  nicht  erklSj-en;  Weher  hat  ein  allgemeineres  G«Be 
gefunden,  durch  welches  es  ihm  gehingen  i»t,  jene  Erscheinungen 
zu  erklären,  ein  Gesetz,  in  dessen  Aiisdnick  die  relative  Gk- 
Bchwiuiligkeit  der  Tlieilclien,  deren  Wirkung  auf  einander  be- 
trachtet wird,  vorkommt,  und  das  in  das  elektrostatiache  über- 
geht, wenn  diese  Geschwindigkeit  Tcrschwindet.  Um  die  Te 
schiedenen  FeldiT  der  RluktricitStAlchre  unter  einen  Gosiclife 
punkt  zu  bringen,  niass  man  äcb  daher  die  Aufgabe  stelle 
die  Gesetze  der  Strömungen  in  der  geschlossenen  Kette  aus 
dem  Web«  r'scheu  Gesetze  herzuleiten.  Diese  Herleitung  scheii 


irdle!«  ridi  in  die  TbMria  d«r  £lekb08Utik  atiKhlieset. 
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M^bvor  zu  sein,  doch  ist  es  leicht  a  pottrriori  vi  bcweiecn,  dass 
die  Yonitt^Uuiig  von  den  Sb-i5muiig(>u,  zu  denen  Aw  Aiinulime 
des  elelctrostatiHchen  Gesetze«  geMirt  hnt,  auch  mit  dem 
Weber'schen  GteBctxe  in  Einlching  ist  weno  man  noch  eiiie 
gewisse  HjpoÜies*  zu  Hülfe  nimmt,  die  H^rpothene  nämlich, 
daw  bei  der  Berechnung  der  Krait,  welche  eine  Scheidung 
der  beiden  KlektficiliiU^a  in  dem  Raumi'U-oicntL-.  i;  kiir-s  diT 
Leiter  bcnrorbringt,  die  .F-Ülclitncititten  üt  v  aU  rubünd  ange- 
selien  werden  mÜsaeu.  Diese  Annahme  hat  nichts  Wider* 
strebendes  wenn  mtui  sich  vorstellt,  diuts  die  Bewegung  iltT 
BlektricitAt  in  einem  Leit^T  nur  von  Molerttl  zu  UolecUl  vor 
sich  geht,  80  doss  jedes  Elekü-ldtüUtUeilcIieu  lei  ein&m  Mole- 
cUle,  bei  dem  ct.  ankommt,  einen  Huhiiptinkt  tindut.  Hei  dieser 
yorstellnng  käim  man  leicht  zugeben^  dass  die  Elektricitäts- 
mcnpe,  die  von  einem  Molccül  zu  ein<?m  bcnachbaiton  Über- 
geführt wird,  nur  durch  di«.'  Kräit«  bedingt  wird,  die  auf  dio 
füektricitäbttheilchen  ausgeßht  werden,  vt^irend  sie  noch  an 
jf'aem  Molecfll  sich  in  Ruhe  beündon,  nicht  aber  dnrcli  dio 
Kräfte,  die  auf  sie  wirken,  während  tde  ßctoii  auf  dem  Wego 
zum  folgenden  Mulecül  sind.  In  Buzii^  auf  dio  Theorie  der 
Induction,  die  TVeher  gegeben  bat,  ist  es  gleichgültig,  ob  man 
diese  Annalmie  macht,  oder  nicht.  Madit  man  dieselbe,  und 
denkt  mch  Übrigens  die  Strömungen  in  der  Kette  so,  wie  sie 
die  VnrauN^etzung  des  elektrofttiitiüchen  Gesetzes  ergeben  hat, 
90  ist  es,  in  B«^yag  auf  die  Gross«!  und  die  Richtung  der 
Kraft,  welche  die  B'leklricitJlten  in  dem  Elemente  r  zu  scheiden 
strebt  —  also  in  Bezug  auf  dio  (rlcktromotorisclie  Ki-aft,  wie 
Weber  sie  nennt  — ,  gleichgültig,  ob  man  ron  flcm  ehrktro- 
statischen  oder  dem  Weber'schen  Gesetze  ausgeht.  Der 
Unterschied,  iler  mi^Uch  wäre,  müs^to  nättilidi  hcrriüircn  von 
den  Kräften,  welche  diii-  in  den  anderen  Thcilon  des  Systems 
strömenden  Elektnoitüten  anstibeiiT  und  diese  Kräfte  tragen 
rmch  dem,  was  Weber  bewiesen  bat,  zu  jener  elektromoto- 
risehen  Kraft  nichts  bei,  <ia  die'  Strömimgen  coiiatant  miA.  und 
gleiclie  Mengen  der  beiden  Klektricitätcn  nnch  entgegengesetzten 
Bicbtnngen  mit  derselben  Geschwindigkeit  führen. 
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Veber  die  sUtionäreo  elektrischen  .Strümnngieii  in  einer 
gekrümmten  leitenden  FIftvhe.') 

Hr.  Umow  hat  mir  tod  einer  Äj-beit  Mittbeilang  gei 
diu  sifh  mit  deu  »taltoiiBren  cl«ktrlii;heij  Strömimgca  in  einer 
gekiümrnteL,  Ifitenden  Platte  von  überall  gleicher,  iineßdlich 
kleiner  Dicke  —  in  einer  gekrümmten,  leiteiiden  Fläche,  wie 
ich  ßitiA  iiolcbe  Flutte  noiiucn  will  —  beschäftigt.  Er  tAcüt 
in  derselben  die  partiellö  Oifforentialgldchuag  für  diese  Strö- 
mungen auii  indem  er  die  Parameter  der  beiden  Systeme  ron 
Krümmungscurvon  der  Fläche  oJs  uuabh&ngigo  Variable  be- 
Dutüt,  und  Ketgt,  das4  dimi^  portiello  Differentialgleichnng, 
die  von  der  zweiteu  Ordnung  ist,  die  n-ichtigo  Eigerachift 
besitzt,  dnse  ihre  L5sung  sich  als  die  Summe  zveier  nill- 
kürlicher  Pmictioriöii  von  je  einem  Argument  iliirBtclIen  lä«i. 
dos  durch  Integration  ein<'r  gewöhnlichen  hnear^'n  Differentid- 
gleichmig  zwischen  zwei  Variabelu  zu  finden  ist,  Die  Arbät 
des  Hm.  l'mow  hat  mir  die  Vt^ranlassung  gegeben  zu  be^ 
merken,  du«»  das  dann  behandelt^'  Problem  in  der  innigsten 
Beziehung  zu  einem  ändern,  altherilkmteTt,  :^teht,  zu  dem 
Problem  nämlinh,  eine  knimme  Flik-he  auf  einer  ebenen  üi 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abzubilden.  Man  sieht  diese 
Beüehung  leicht  auf  dem  folgciidou  Wege  ein. 

Efl   seien,   der  Rezcidurnngsweise    von  tiauss    gemäss,  y 

und  q  zwei  Yariabeln,  die  eineu  Punkt  der  krummen  FlLche 

bestimmen,  dt  der  Abstand  dm  Punkte   \p,g)  und  [p  +  df» 

j  +  d^)  und 

dt*  =  £dp*  +  2  Fdp  dij  +  Gdq\ 

Sind  ^,y,s  die   rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktet 


(p,g)  und  setzt  man 


80  ist  dabei 


dx  =  adp  -\-  a  dq 
dff  =  bdp  +  b'd<j 
ds  =  cdp  +  Q'dq, 

£=a*  +6*  +c» 
f=  na  +  hh'  4-  ec 


1)    UQiuUt)«richt  der  Akad.  tl.  Wüu.  n  Berlin  vom  1».  JdU  ISTS, 


in  et&er  fi;«krflianiteD  Iciteoden  FlScbo. 
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Fcrntr  sei  rp  das  cli'ktri»che  Potential  in  dem  Pimkte 
(^,9).  Läast  man  dt  du  Elemeot  einer  Linie  bedeuten,  die 
ciiuni  Tlioil  der  krummen  Fläclic.  dorn  nur  durch  st-iiip  Grrn/en 
EleJctricität  lugefilhrt  ivird,  vollständig  begronzt.  und  n  die  nach 
dem  Innern  dieses  Tbeils  gerichtete  Normale  von  dt,  so  mus-s 
damit  di«  Strömungen  sttitiouilro  seien, 


/! 


Tcnschwindcn.     Um  diosc  Bedingung  zu  fintwickeln,  nenne  man 
3h  eine  unendlich  kleine,  aul  n  tod  dt  aus  abgetragene  L&iigu 

und  svtse 

3«'  =  E6p^-  +  2Fip3^  +  GSf; 
dann  iät 


Man  hat  aber 
d.  h. 


{adp  +  f^  1/9)  {aip  +  a'$q)  +  {bdp  +  b'd^)  {bSp  +  b'8q) 

+  (edp  +  Crfj)  [eäp  +  c'<>y)  =  0, 

also 

{Fdp  +  Fdtj)Sp  +  (fV/j  +  Gdq)Sq  =  0; 

hierao»  ßndct  man  leicht 


flu  J-jffG  -  i^ 

Dieser  Ausdruck  mu&s  oin  ToUstÄndigos  Differential,  und 


d^er 


5p  V     V-PG-^    ' 


sein.    Das  ist  die  partielle  Differentialgleichung,  der  ep  zu  ge- 
ndgen  hat. 

Ftlhrt  man  statt  p  und  7  neue  Variable  p'  und  g'  ein, 
nennt  tf'  die  Il^mktion  von  /'',  </\  die  dur(^  die  Gleichungen 
zwischen  p,g  und  p',7'  identisch  gleich  <p  wird,  und  setzt 

dt*  =  E'dp'"  +  2 Fdp  dg  +  G'dg*, 
SD  gilt  für  qp'  die  Diä'crentialgleichuiig,  die  aus  der  abgeleiteten 
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Deber  dio  iiutloairen  ckklri»chfln  Strimngm 


entsteht«  wcun  man  den  Zcicben  p^^,£,F,G,^  Stnebs 
fllgt    G«liDgt  es  DOD  p\  j'  80  zu  bestimmen,  d*S9  ™ 

F'  =  0,  £'  =  (?■ 
'  istf  80  wird  einerseits  die  Gleichung  fOr  ^' 

dns  ist  die  Gleiditing,  der  das  elektrische  PoteatUl  in  mer 
ebenen  Fläche  zu  genügou  hat,  wenn  p  und  ?'  die  rechtwink- 
ligen Cooi-dinatcn  eines  Punktes  derselben  bedeuten.  Ändsnr- 
s«its  aber  wird,  wenn  oian  p',  ?'  als  die  rechtwinkligen  Coof^ 
dinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  Ansicht,  durch  die 
tioneti  zwischt-n  p,q  und  p\  fj\  die  gegebene  knmun« 
in  den  klein.><t<>D  Theilcben  Ofanlich  auf  einer  Ebene  abgefai 

Gesetzt,  man  kdnno  eine  gegebene  brumme  PIftcbe  in  deo 
kleinsten  Tbeilen  ähnlieh  auf  einer  ebenen  abbilden  nnd  mm 
habe  eiuL*  Funktion  if,',  die  das  Potential  einer  möglichen  Efek* 
tiicitäLsbewcgung  in  der  ebenen  Fliehe  dan;t«lll;  man  bat 
dann  in  der  Funktion  ^  dag  Potential  einer  in  der  kninunen 
Flach«-  möglichen  elektrischen  Strömung.  Die  Linien  gleicbra 
Potentials  in  dieRer  sind  die  Bilder  der  Linien  gleichen  Po- 
tentials in  ji-ner,  da  ja  ftlr  entsprechende  Punkte  g^  =  «p* 
nnd  die  Stromlinien  in  der  einen  sind  die  Bilder  der  Stroi 
Unien  in  der  andern,  da  hier  nnd  dort  die  Stromlinioo 
Idnien  gleichen  Pot«>iitials  senkrecht  schneiden  und  eotsprechnt^ 
Linien  unter  gleiclien  Winkeln  sich  treffen.  Nehmen  wir  noch 
an.  dd^  die  Abbildung  der  beiden  Fl&rbcn  der  Art  ist,  da« 
ihre  Grenzen  einander  entsprechen,  und  die  Elektricitits> 
bewegong,  zu  der  das  Potential  <p'  gehört»  eine  wichen  da« 
durch  die  Grenzen  der  ebenen  Fläche  keine  ElektricitÄt  «trönrt, 
dio«e  Grenzen  also  aus  Stiomlinieu  gebildet  eind,  90  ist  die 
ElektricitJltsbewegang  in  der  krummen  Flache,  der  das  Poten- 
tial ^  entspricht,  eine  solche,  dass  aiieli  die  Grensen  di«w 
Fhehe  ans  Stromlinien  bestehen,  also  auch  durch  diese  Otom^ 
kÖM  BSektriciUC  tliesst 

Diese  Metliode,  Blcktricit&tsbewegungen  zn  finden, 
knnuHii  Fliehen  luljgUcb  sind,  mi^e  an  zwei  F&Uen  eril 


io  eine»  gekrttEOinteD  Mteod«»  tUtohe. 
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werden,  die  vor  längerer  Zeil  echcn  Ui-.  BoltzmaQn')  ftuf 
ftodern  Wegen  bebandelt  haA. 

Eine  in  den  klt^int^ten  Thinirii  ähnlirhe  Abbildung  einer 
Kngelflöcbe  auf  einer  Ebene  erhält  man  beiannllich,  weuu 
man  Ton  dem  einen  Endpunkte  de»  Kngeldurchmcsseni,  der 
auf  der  Ebene  scnkrpcht  steht,  gerade  Linien  zieht  und  die 
Durchschnitte  mit  der  Ebene  und  der  KuKfUläche  einer  jeden 
dieser  lönien  alx  Bilder  von  einander  betrachtet.  Es  ist  difv« 
Abbildung  die  stereographbche  IVojektion.  Man  denke  sich 
die  Ebene  durch  einen  unendlich  grosacu,  die  KugclMckc  durch 
den  entsprechenden,  nncndlich  kleinen  Kreis  begrenzt  L^t 
nw)  der  Ebene  Elektrieität  diurch  einen  Punkt  im-,  darcb 
einen  andern  abströmen,  so  sind,  n*!«  bekannt,  die  Stromlinien 
die  Kreisbögen,  welche  dieue  beiden  Punkte  verbinden,  und 
di«  Linien  gleichen  Potentials  die  Ki-nise,  welche  zn  Durch- 
messern die  Abstlnde  je  zweier  Punkt*  haben,  die  zu  dem 
Ein-  und  AuKstJiniungspuukt  karmonlscli  liegen.  Ferner  hl 
Wkannt,  dass  dm  Bild  irgend  eines  Kri>ise«  in  der  Ebene 
wieder  ein  Kivk  auf  der  Kugel  ist.  Es  folgt  daraus,  das«, 
wenn  man  der  KiigellliK'iie  die  ElektriciULt  durch  die  Punkt« 
xa-  und  abströmen  lüsät.  die  die  Bilder  des  Bin-  und  des  Aub- 
strömnngspunktcs  in  der  Ebone  tund,  dii^  Stroniliiiien  dit;  Krci»- 
bügeu  änd,  die  diew  J'mikte  mit  einander  verbinden,  und  die 
Linien  Reichen  Potcutiala  ebenfalls  Kreise.  Dass  die  Ebenen 
der  letztcrout  wiu  Hr.  Boltzmann  »chon  gefunden  hat,  durch 
die  tierade  geheut  in  der  die  Tangentialebenen  sich  schneiden, 
dio  an  die  Kugel  in  dem  Ein-  und  dem  Auaätrömung«|)uakt 
gelegt  werden  können,  folgt  leicht  aus  den  barraoniscbea 
Eigenschaften  des  Kreises.  Auf  die  Bewegung  der  ElektricitSt 
in  der  KngelflAchc  bat  die  unendlich  kleine  Oeffimng,  die  iii 
dieser  vorausgesetzt  wurde,  nur  einen  unendlich  kleinen  Ein- 
ifusa;  em  gelten  die  gewonnenen  KeBultate  düiier  aueb,  wenn 
die!>e  Oeffiinng  fehlt-  Ist  die  leitende  KugelflÖehe  durch  irgend 
einen  Kreis  begrenzt,  so  ist  die  Elektricitätsbewegung  dieselbe, 
wie  wenn  die  ganze  Kugeißäcbe  leitete,  ausser  den  gegebene-u 


1}  SbEitDgebericIile   der  Kuiserl.  Ak&<leiniv   «kr  WiBaenschaften   za 
Vnen  LU  p.  214  <18«&). 
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Uebcr  die  :it&tiatiiinn  olcktriiehcn  StrSmungen 


Punkten,  in  denen   die  ElektricittVt   ein-  und  nasströmt,  al 
noch  ein  Ein-  und   ein  AusijU'ömungepuiikt  vorltandcD 
aufiserhaJI)  des  gogebenou  Stückes  der  KuguUläclio.    Es  &Ueii^ 
diese    luit   den    gegebeiu-n  Ein-  und  Au^stttimungspunlctt-a  zu- 
sanunou,  neun  der  begrenzende  Kreiii  dui-cli  diese  hindurchgebL 

Mit  Hülfe  t'ines  cigenthUmliclien  KunstgriSH  hat  Hr. 
Boltxmanu  die  Aufgabe  gelöst,  di<>  Strömungen  in  einer 
Cyliuderfläclie  zu  tindeu,  der  die  Elektrizität  durch  zwei  Punkte 
zu-  nnj  :iJ)geIei1<'t  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen  fiihre 
zu  deniielben  Kesidtate,  2U  di-in  Hi.  B  oltzmann  gelangt 

Man  denke  sicii  eine»  kreisiorniigen  Cylinder  von  de 
Bjuliurt  1;  die  Lage  eines  Punktes  desselben  beütimmu  man' 
durcli  seine  Höhe  :  Über  einem  feKteu  Querschnitt  und  den 
Winkel  r,  den  die  durch  ihn  und  die  Axo  gelegt«  Ebene 
mit  einer  festen,  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  bildet 
Andererseits  nehme  mun  r  und  v  als  die  Polurcoordinat 
eines  Punktes  in  einer  Ebene  an.    Setzt  man 

X  =  logr, 

Bo  wird  dadurch  dia  CjUnderS&cbo  in  den  kleinsten  Tbeile 
ähnlich  auf  der  Ebene  abgebildet.  L<it  die  Cylinderfläcbe 
zwei  zur  Ajte  senkrechte  Quorsehnitte  begrenzt,  so  ist  es 
die  Ebene  durch  zwei  concentrische  Kreise,  die  die  Bilder 
jeuer  »ind.  RUnken  jene  QuerRchnitte  nueh  beiden  Seiten  in 
die  Unendlichkeit,  »o  wii-d  der  eine  dieser  Kreise  unendlich 
klein,  der  andere  unendticli  gross.  Wird  der  so  begrenzten 
Ebene  Elektricität  in  den  Punkten  (r,,  kJ  und  (r,,  e,)  zoge- 
fülirt  und  entzogen,  so  kann  daa  elektrische  Potential  in  dai^ 
Punkte  (r,v) 

B-  Inff  '•'  +  '•;  — grr,  coa(»'  — r,) 
"^  r«-f  r»  —  2rr,  ««(«—•,) 

geeebtt  werden.    Macht  man  uiui 


so  erhält  man  hicrans 


r,  =  c'', 


1       e**  +  e^i  —  to'-*'',  CO» (P  —  V,) 

und  dieser  Aasdrock  stellt  das  Potential  in  dem  Punkte  [t,  t) 
der  Cylioderfläcbo  bei  Strömungen  dar,  bei  denen  (r,,  p,)  und 
(=,,  »,)  Ein-  und  Ausströniungspunkt  sind. 


[b  einer  gvUrOmmtcn  leitenden  nBebe. 
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Aendert  man  äip  Gestalt  des  Querschnitts  des  Cybndcrs, 
ohne  die  Längen  seiner  Elemente  zit  Andern,  so  bleiben  die 
kleinHt<;n  Theile  dorMäche  sieli  congruent;  daraus  folRt,  Auss 
der  eben  gpfundeiit?  Ausdnirk  hhcIi  diis  Potential  ftlr  cineD 
Cvlinder  von  beliebigem  Querschnitt,  dessen  l'mfimg  2  a  ist, 
darstellen  kann,  wenn  man  v  den  auf  eini^m  Querschnitt  ^e> 
messcDCu  Abstand  des  variabidn  Punktes  von  einer  fostc-n  Seito 
der  Cylinderdäche  bedeuten  lils^t. 

Eh  ist  immer  ntöglicb  eine  kinmme  Fläche  in  den  kleinsten 
Tbeilen  Ähnlich  iinf  piner  ebenen  abzubilden,  aber  nicht  immt'r 
«o,  dasit,  wie  in  den  betriw:bteteu  Beispielen,  diu  Grcn/eii  dur 
einen  di«  Bilder  der  Grenzen  der  nndem  sind.  Es  soll  auch 
ein  Fall,  in  dem  das  niclit  müglicli  ist,  hier  erörtert  werden, 
Bs  bandle  sich  uiu  eine  unbegi-änzte  Bingllricjir,  die  entsteht, 
vtona  eine  Kreislinie  um  eine  id  ihrer  Kbene  hegende,  sie 
nicht  schneideade  Aze  gedreht  vt-ird.  Für  diese  Fläche  kaua 
man  setzen 

^  »  (n  +  Ä  C09  y)  co»p 

y  =  (a  +  Ä  cos  g)  siap 

z  =  lifäng, 

wobei  daou  b  den  Radiun  deei  gedrehten  Ei'eises,  a  den  Rndius 
des  Kreises  Itedeutft,  aui'  dein  der  Mitt<;1]>unkt  jenes  sich  be- 
wegt hat,  und  «  >  Ä  ist.    Es  iat  dann 

rf«' =  (fl  + Ac08y)V/7'  +  Ä'rfy'. 

Man  führe  nun  ho  Stelle  von  p ,  q  neue  Variabchi  v ,  u 
ein,  so  dase 


^/v^,^k 


ist,  V  mit  y  verscliwindet  iiud  mit  diesem  stetig  wäob^^t.    Dann 

wird 

«•  — Ä« 


rf*»  = 


dcos 


-j(rf«'  +  rfüS). 


h 


Durch  die  Gleichungen  zvrischrn  ;' .  •? ,  u ,  v  ist  hieiuach 
die  ganse 'vobegrenzte  Ringoberiliclie  auf  einer  Ebene  abge- 
bildetf  wenn  man  k  und  ti  als  die  rechtwinkligen  Coordinnteu 
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oincis  Punktes  dieser  aiiaieht,  und  iwar  auf  einem  RechU'i-Jc, 
d(!8sen  Seitea  der  m-Ajce  und  der  r-Axe  parallel  sind  and 
die  L&n;?en  2)r  v* «'  —  A'  *i"d  2.tA  habea. 

Winl  lyi -f  ii|p  ij'gend  wie  als  Fmdktion  von  k  +  ii>  be- 
ütimmt,  SM  gpitilgt  (f.  dei*  Differentialgleichung,  der  es  zu  ge- 
nflgen  hat.  Es  werde  die  ßlektricitat  der  Ringoberfläche  in 
zn-ei  Punkten  2U-  und  abgeleitet;  daim  kommen  die  Bedin- 
gungen hinm,  dass  (f  in  diesen  beulen  l*milrt<.'n  i:  OO,  und 
zms  logariÜunisi'li  uiietidlicb  wird,  in  allen  andern  Ponkteo 
aber  endlich  und  pi>nodi»ch  in  Brzug  auf  u  um  2 s  Vö*  —  *'. 
in  Bezug  auf  c  am  2nh  ist.  Alle  diese  Forderungen  sind 
leicLt  zu  erflilleii  mit  Httlfc  der  i^^-Funktionea.  Wir  setzen. 
der  Jacobischen  Bezeiebnung$wei»c  entäprccliend. 


& 


«)  =  1  — 2yco8  2j^  +  29'co82^— 29"cos3^  + 


bestümnon  den  Modul  -von  t>  aus  der  Gleichung 

maeben 

ta  =  i(it  + tw), 

HO  iL  SO  gewählt  ist,  dass 

K  =  Xn  \ä*  —  6',  K"  =  Xitb 
wird,  und  bu-zeiebuen  die  WerUie,  die  m  flli'  den  Ein-  und  den 
Aus.<ft^ilnlUllg^Ilunkt  hat,  durch  cJj  und  ajj,  Howie  die  eutspre- 
ciieaden  Werthe  ron  r  durch  r,  und  w,.  Aus  den  bekannt 
Eigeiiachallen  der  i9--Fmtktionen  i»t  dann  leicht  zu  erweis 
dass  den  gestellten  Forderungen  darcb  die  Gleiehong 

genügt  wird,   in  der  A  und  B  zwei  willkürliche  Const 
bedeuten,  von  denen  A  reell  sein  muss. 

Als   besoodera   einüiu^h    Tcnlienon   die   8  FUlle   nocli 
wäliuon^  dass 

«,  -=  iK' 
und  «,  =  0  oder  =  K  oder  ««  Ä"  -|-  lÄ" 


fal 


3eji  FllCche. 
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st;  in  diesen  !FBlleii  wird,  wenn  nuui  über  die  Confftantea  A 
und  B  passend  verfügt: 

tf  +  iiff  =  lg  sin  am  u  oder  —  lg  cos  am  w  oder  =>  lg  A  am  ai. 

In  der  nebenstehenden 
flg.  e,  die  den  Durvhscbnitt 
der  RingolM'rfläche  mit  di?r 
:ry-Ebi-ne  darstellt,  ist  ftlr 
dieKe  3  I''^lle  die  Lage  des 
EinstrOmung^unlrtfs  mit  1 , 
di(-  Lagt!  des  Ausätr&miing^ 
piiiiktes  mit  sin,  cos,  A  be- 
zeichneL 

Die  Bezichimg,  aiif  die 
aofmi-rksaia  zu   timclii-D  der 
Zweck  dieser  Mittheilnng  ist, 
zwlschea  dem  Problem   der 
Stromverbrcitutig  in  etucr  t\i.«. 

krummen  Flächö  und  dem  Pniblem  der  Abbildung  einer  solcheo 
auf  einer  Ebene  ist  orsiclitlifh  für  jene«  von  erhi'bliclier  Wich- 
tigkeit; über  auch  für  dieses  ist  sie  wohl  uicht  ohut"  Bedeutung. 

Kennt  man  eine  mögliche  ElektricitUtabewegimg  für  eine 
gegebene  krumme  Fläche,  d.  h.  eine  Funktion  (f  von  p  und  q, 
die  der  dafür  aii/geKtellteu  DUTt-Tentialgleii-liung  genil^,  so  kiinn 
man  einp  Abbildung  der  knuumen  Flilcbt>  auf  einer  ebenen 
finden.  Der  folgende  Weg  führt  zu  diesem  Zielt».  Bei  der 
Ableitimg  der  p:irüeltt>ii  DiffereiitiaJgleichuug  tüx  (f  wurde  be> 
nutzt,  dass  e^.  . 

dn 
ein.  TcillirtÄndigKs  Differential    aein  muss;   mau  setze  dieses  = 
dtpf  indem    man   unter    tfi   eine    neue  Funktion  ron  p  iuhI  i/ 
Tersteht,  die  bis  auf  eine  additive  Constant«  bestimiubar  ist. 

V  =  const 
ist  dann  die  Gleichung  der  Sti-omlinioD ;  denn  wählt  mau  ds 

&o,  dass  dy/  =0  iai,  so  verschwindet  ä^-  Aus  der  Definition 
T(m  tft  folgt  ferner 

05  _      £^j» dg 
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Ueber  die  statiouäreu  elcküiedtco  StrCmungeo 


d$> 


89  V^O~F»    ' 

imd  mit  Hülfe  liiervoQ  fiudet  man  leiclit 

Diese  Glciclmng  zeigt,  dass  ^  uDd  yt  die  Eigeni 
haben,  die  bei  />'  iiud  '/'  vorausgesetzt  wurde,  und  dass  tdsa,' 
wfim  ip  und  v  als  die  rurlitwiukligeti  Cwniliimton  eines  Punktes 
in  einer  Ebene  augüsehn  werden,  maji  eine  Abbildung,  wie  sie 
verlniigt  wuj-de,  erhält,  Ist  die  ki-unime  Fläche  begrenzt  durch 
zwei  Liiiicu  (f  =  coust,  iukI  zwei  Linien  yf  =  eenst,  so  i«t  die 
Abbildung  ein  Hechteck.  Vvü  Linien,  -welche,  den  Seiten 
I>Ai'alhil,  das  Re'chtcck  in  unendlich  kLeittt*  Quadrate  ÜK^Ut-n, 
entsprechen  Linien  gleichen  Potenliiils  und  Stromlinien, 
welche  die  krumme  Fläche  auch  in  unendUch  kleine  Qnadrate 
zerlegen. 

Nun  möge  die  Elektricitftt  in  einem  Punkte  a  im  Inoeni 
der  kmmiuen  FliUih«  einströmen  und  in  einem  zweiten  Punkte 
6  im  Inueiu  dorgolben  ausströmen.  In  diesen  Punkleu  ist  if 
dann  ±  00,  und  unendlicli  nahe  au  Umen  shid  die  Linien 
gleichen  Pot4-nlials,  gerade  so,  wie  wenn  (he  Fläche  eben  vftte, 
concentrische  Kreise;  die  Strondinieu,  die  alle  von  a  auä^bn 
und  in  6  endigen,  »tiid  unendlich  nahe  iin  diesen  Piuikten  die 
Kadicn  jftner  Kreise,  mid  der  irgend  einer  Stromlinie  entspre- 
chende Wertb  TOii  if  ist.,  bei  pausend  gewählten  Einheitcil 
dem  Winkel  gleich,  den  da«  erste  Element  dieser  Stromlii 
mit  dorn  exsten  Element  einer  festen  Stromhnic  hildeti 
Tariirt  dann  tff  in  der  ganzen  Fläche  um  2n.  Kennt  mau  9 
und  V'>  ^'^  ^^^  ™<^  ^i*^  Abbildung  der  kmmmou  Fl&cho  aof 
einem  Streifen,  dtr  nach  den  beiden  Seiten  der  ^-Aze  sicli 
in  die  Viieudhchkuit  erHtreekt;  den  nichiJeiu>nd«n  Grenzen  dor 
kramtiien  Fliicbc  entsprechen  der  tf-Axe  parallele,  begrenzt« 
Linien;  Sronilinien,  die  B«  gewSlilt  sind,  das«  die  ersten  Ele- 
mente von  je  zweien  luifeinander  folgenden  gleich  grosse,  os^l 
endlich  klein*^  Winkel  nnt  einander  bilden,  entsprechen  der 
^-Axe  parallele,  gleich  weit  von  einander  abstehende  Linie 


in  einer  gckiilmmtrn  Iri1«iiden  Flftche. 


6& 


Die  Linien  glt^iclien  PütentialK  m  einer  leitendeii  Fläche 
kODn«D  experimenteU  gefunden  werden,  und  daher  llks»t  sieb  die 
besprochene  Abbildung  in  jedem  Falle  experimeutell  auHftÜii'üU. 
I^achdem  man  vin  System  von  LinJeu  gleichen  Potentials  anf> 
geaucbt  bAt,  constniire  man  ein  System  von  Stromlinien,  von 
denen  je  zwei  auf  einander  folgende  in  a  einen  kleinen  Wiiiki-l 
Ton  derselben  Grösse  niit  einundt-j-  bilden,  und  suche  dann  ein 
System  von  Linien  gleicben  Potentials,  welche  den  Zwiscluta- 
raum  zwißclien  zwei  beliebig  gewäblteti,  auf  einander  folgenden 
Stromlinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  tli(?il^n.  J)ie  ent- 
sprechende Theilang  des  Streifens  findet  man,  indem  man  diesen 
seiner  Breite  nach  in  so  viele  gleiche  Tbeilo  zerleg  als  mAn 
ZvischonrSnme  zviscben  auf  einander  folgenden  Stromlinien 
in  der  kTuinmen  Pläehe  liut,  und  senkrecht  zur  Längsrichtung 
in  passenden  Abständen  Linien  zieht.  Von  den  nncndUch 
kleinen  Quadraten,  in  die  die  krumme  Fläche  und  der  Streifen 
so  geüieilt  «ind,  kann  miui  ein  beUebiges  Paar  ak  KJch  «nt- 
sprechend  annehmen;  zwei  beliebige  Punkte  in  den  beiden 
Flächen,  die  r  und  c  genannt  werden  mSgen.  kann  ma»  als 
di«  Bilder  von  einander  betrachten;  durch  Abxälil«;ii  findet  man 
d&uu,  welches  Quadrat  der  einen  Fläche  ein  gegebenes  der 
and«nt  darst^llL  Hat  mau  festgesetzt,  welches  Ende  des 
Streifens  dem  ]*imkte  a,  welche»  dem  Pimkte  A  entspricht,  und 
die  Richtung  gewäitt,  in  der  man  die  Quadrate  des  Streifens 
in  der  Breili;  dieses  auf  einander  folgen  loäseii  will,  so  kann 
man  die  Quadrate  der  krummen  Fläche  auf  einer  Linie  gleichen 
Potcntiala  noch  in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Sinno 
zAhlcn:  man  crfalUt  dann  eine  Abbildung  der  einen  oder  der 
andern  von  den  beiden  Arten,  (üe  möglich  sind. 

Hat  man  in  cbcser  Weise  zwei  krumme  Flächen  auf  dem- 
selben Streifen  abgebildet,  so  bat  man  sie  acicli  aufi-inundor 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgobUdet.  Mim  sieht,  dass 
da;8  immer  möglich  ist  ho  zu  bewirken,  daas  3  beliebigen 
Punkten  «,ä,c  der  einen  Fliehe  3  beliebige  Punkte  ^,  b',  e 
der  andern  entsprechen.  Dabei  werden  aber  im  AUgemeinen 
die  als  nicht  leitend  voruus^e»otzteu  Grenzen  derselben  nicht 
die  Bilder  von  einander  sein,  und  übi^rlmupt  wurden  niclit 
ansnalim&los  die  Bilder  benachbarter  Punkte  der  einen  Fläche 

Klr«bhorr,  Gatnmialli  Jkbbsnllunrm,  5 
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'^'f,-"/'. 


und  mit  HtÜfe  hiervon  findet  m»D  leicht 


Diese  Gleichung  zeigt,  daes  <p  und  \p  die  Eigenscb 
hab™,  die  bei  p  nnd  5'  vorausgesetzt  wurde,  imil  tlass  also«' 
weim  ff,  und  )/'  alt«  die  rechtwinkligen  Coordioaten  eiites  Punktee 
in  einer  Ebene  aui^e^ieliii  werden,  mau  eine  Abbildung,  wie  de  , 
verlangt  wurde,  crhäJt.  Iht  die  ki-umme  Fläche  begrenzt  durch 
zwei  Linien  <f  =  eonat,  und  zwei  Linien  yf  =  conat,  so  ist  die 
Abbildung  ein  Rechteck.  Den  Linien,  welche,  den  8cit«a 
parallel,  das  Rechteck  in  UTmndlich  kleini-  Quadrate  tbeilrai, 
entsprechen  Linien  gl<'ichen  Potentials  und  StromUnico, 
welche  die  krumme  Fläche  B.ncb  in  unendlich  kleine  Quadrate 
zerlegen.  ^M 

Kuii  möge  die  Klelctridtät  in  einem  Punkte  a  im  Lmn^H 
der  krummen  Fläche  einströmen  und  in  einem  zweiten  Punkte 
l>  im  Iniii-ni  derselben  iiusströnien.  In  diesen  Punkten  ist  f 
dann  ±  CiO,  und  unendlich  nahe  an  ihnen  sind  die  Linieo 
glL'ichen  Potentials,  gerade  so,  wie  wenn  dii'  Fliehe  eben  wÄre, 
concentrische  Krcm>;  die  Strondimen,  die  alle  von  a  aasgelm 
nnd  in  b  endigen,  sind  unendlich  nolie  an  diesen  Punkten  die 
Radien  jener  Kreise,  und  der  irgend  einer  Stromlinie'  eatepr»p_ 
rbcnde  Wertli  von  t,^  ist,  bei  passend  gewäldten  Einheil 
dt-m  Winkel  gleich,  den  das  ergtc  Element  dieser  Stron 
mit  dem  ersten  Element  einer  festen  Stromlinie  bildet; 
Tariirt  dann  rp  üi  der  ganzen  Flüche  um  Str.  Kennt  man  7 
nnd  '*^<,  HO  hat  man  die  Abbildung  der  krummen  Fläche  anf 
einem  Streifen,  der  nach  den  beiden  Seiten  der  tf.-AxB  sieb 
in  die  Unendlichkeit  eratreckt;  den  nichtleitenden  Grenzen  der 
kmmnien  Flärbe  enUpreebeii  der  ^-Axe  piu'idlele,  begrenzte 
Linien;  Siondinien,  die  so  gewählt  sind,  doss  die  ersten  Ele- 
mente rou  je  xweien  aufeinander  folgenden  gleich  groae^  tm- 
endlich  kleine  Winkel  mit  einander  bilden,  cntKprechoi  der 
^.•Axe  panillcle,  gleich  weit  Ton  einander  idistelwnde 


fn  dser  gckrUmmtm  leiteodon  FTftchc 


S6 


Die  liinien  glptchen  Potentials  in  einer  leitendeti  FlAchc 
kOoDeti  erperimentell  gefunden  werden,  und  daher  lässt  sieb  die 
besprochec«  Aljbilduug  in  jedem  Fallt!  t-xperimeiilell  ansi^iren. 
Nachdem  man  ein  System  von  Ijinien  gleichen  PoteotiaJfi  auf- 
gesucht hat,  cousti'nire  man  ein  8ir&teiu  von  Stromlinien,  von 
denen  je  zwei  auf  eiimuder  fulgeude  in  a  einen  kloinen  Winkel 
von  dcrsellien  Grösse  mit  einander  bilden,  und  suche  dann  ein 
System  von  Linien  gleichen  Potentials,  welche  den  Zwischen* 
ranm  zwittchcD  zwei  beliebig  {C('wä,hlti-ii.  auf  einiuidei'  folgenden 
Stromlinien  in  anendlich  kleine  Quadrnte  theilen.  Die  eat- 
gpreofaende  Theüung  des  Streifenä  tiudet  xuan,  indem  man  dieiion 
seiner  Breite  nach  in  »o  viele  gloit-hc  Theile  zerlegt,  als  mim 
ZwiKhenränme  zwischen  auf  einander  folgenden  Stromlinien 
in  der  knmuncn  Fläche  bat,  und  senkrecht  zur  Ltogshchtung 
in  passend«]  Abständen  Linien  zieht.  Yen  den  uncndbch 
kleinen  Quadraten,  i»  die  die  krumme  Fläche  und  der  ätreii'on 
80  gctheilt  sind,  kann  miut  ein  beliebiges  Puiir  al.s  sieh  ent- 
qirechend  mmohmen ;  zwei  beliebige  Punkte  in  den  beiden 
Fl&oben,  die  c  und  c  geiiaunt  werden  mügeu.  kann  man  als 
die  BDder  von  einander  betrachten;  durch  Abzählen  findet  man 
dann,  welches  Quadrat  der  einen  Fläche  ein  gegebenes  der 
andern  darstellt.  Hat  man  distgesetzt,  welches  Ende  des 
Streifens  dem  Punkte  a,  welches  dem  Punkte  b  entspricht,  und 
die  Richtung  gcwäldt,  in  der  man  die  Qufl<ü-ate  des  StreU'tna 
in  der  Breite  dieses  auf  einander  folgt!«  lasncn  will,  bo  kaim 
man  die  Quadrate  der  krummen  Fläche  auf  einer  Linie  gleichen 
Poti^ntials  noch  iu  dem  einen  oder  in  dem  andern  Sinne 
zählen:  man  erhält  dann  eine  Abbildung  der  einen  oder  der 
ODdem  Ton  den  beiden  Arten,  die  möglich  sind. 

Hat  man  in  dieser  Weise  zwei  krumme  Flächen  auf  dem« 
selben  ätreilen  abgebildet,  so  hat  man  sie  auch  aufeinander 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  Man  sieht,  dass 
das  immer  möglich  ist  so  zu  bewirken,  dass  S  beliebigen 
Punkten  a,b,c  der  einen  Fläche  3  beliebige  Punkte  a,  b',  c' 
der  andern  entsprechen.  Dabt^i  werden  aber  im  Allgemeinen 
die  als  nicht  leitend  Torausgesetzten  Grenzen  derselben  nicht 
die  Bilder  von  einandfir  sein,  und  überhaupt  werden  nicht 
ausnahmslos  die  Bilder  lienachburtor  Punkte  der  einen  Fläclie 

Kitiblioff,  tlouaintJu  llibuiiUuDfaa.  ^ 


0%  Ueber  die  Meuung  elektriBcher  LdlungsflUiif^eöteii. 

bcDacbha.rt«  Punkte  der  undem  seio.  Um  (Liesei;  ku  bewirken, 
werden  Im  Allgemeinen  in  j«J<?r  Fl&cJie  gewisse  Schnitte  ge- 
fllhrt  wi^rdea  mtbisün,  die  Theile  von  StromUnieQ  sind.  Sind 
die  beiden  FlStclien  (einfach  zu.SHiamenhiL»gimdi<,  so  ist  im  All- 
gemeinen  iu  joder  Fläche  ein  solcber  Schnitt  zu  ziehn;  die 
bt'iden  St^itcii  des  Schnittes  der  einen  Fläche  eutsprecbea  dann 
der  ursprünglichen  Grenxe  der  andern,  und  nnigekt^hrt.  Wihit 
man  d«a  Funkt  c  bei  gegebener  Lage  des  Fuiktes  c  in  einer 
pa:«8rnd<-ii  Stromliiiiu-,  ko  fallen  die  beidon  Sirhnittc  in  die  iir- 
aprütiglichtD  Grt.'U2ea  selbst  und  sind  dann  unnüthig;  man 
brauclit  nur,  um  da3  zu  erreichen,  die  Punkte  c  und  c'  in  dksoD 
Grenzen  anzunehmen. 


Ueb«r  die  Messung  elektrischer  LeiUngsnüiigkeiten,!) 

Zw  Verglei(rhmig  der  Widerstände  kurzer  Di^btc 
Sir  W.  Thomson*)  eine  Motbode  angegeben,  die  auf 
Anonlnung  berulit ,  welche  eine  ModifUuttiou  der  Wb  e  at> 
stono'schou  Brücke  ist  Eine  andere  Methode,  die  zu  dem- 
selben Zwecke  dienen  kann ,  in  mancher  Hin&iclit  bequemer 
ist  unil,  wie  es  scheint,  iin  Geniiiiigkeit  jener  nicht  nachstellt 
beruht  auf  der  Anwendung  eines  Difierential-GiÜTanometeni. 
dessen  Windungen  so  eingestellt  werden  können,  dass  eb 
Strom,  der  si»?  tiachcinmider  diirrtifliesst.  keine  Ablenkung  der 
Magnetnadel  hervorbringt.  Bildet  man  aus  den  beiden,  zn 
rei^loichenden  Widi^rständcii  iind  einer  Kette  einen  Kreis, 
schaltet  aLs  Ncbeni^cblies^ungen  zu  jenen  die  beiden  Dr&hte 
des  Differentialgalranometer»  ein,  und  Tcrändert  den  Wider- 
stand des  einen  dieser  Drähtct  so  lauge,  bis  die  Ablenkung  der 
Nadel  verschwindet,  so  ist  dfts  Verh&llniss  der  eu  Tei^leichea- 
den  Widerstände  gleich  dem  Verhältnisa  der  Wideratäade  der 
GalvauometerdrUito,  vorausgesetzt,  dass  den  Winänngen  die 


<)  UoMlaberiebt  ikr  Aksd.  ü.  Wtu.  m  Berlin  vom  I.  Jolt  ISM. 

»>  p«.  Ute-  [«]  Vol.  XXIV  p.  H9.  löttt 
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bezeichnet«  EinstuUung  gegeben  int  FUgt  nuui  Dun  den  bei- 
deu  GalvanometerdrfthtcD  solche  Widerstände  hinzu,  daas  wie- 
dennn  die  Ablenkung  diT  Nade!  rtTscbwiadet,  so  Ist  juioh  das 
Verhältiiiss  der  hiozu^efügtcu  Widvrstände  gleich  dem  Ver- 
hiütiiiss  der  zu  verj^leicheaden.') 

Will  man  auH  dem  Widerataudc  i^inca  Druhtes  —  sei 
dieser  nach  der  eioec  odvr  nu^h  der  »ndem  der  erwähntea 
McÜiodeu  bestimmt  —  die  LeituagsOUii^keit  enuitt«lii  uitd 
kaun  man  bei  der  Geii&uigkvit,  die  mai)  hiuibsichtigt,  einen 
Fehler  nicht  zulasse»,  der  von  der  Ordnung  dea  Verhältniaaes 
der  Dicke  dua  Drohtee  zu  seiner  Länge  ist,  so  darf  man  da, 
wo  drei  Zweige  des  leitenden  Sjstcmes  zuBammüiistossen ,  die 
Stnteae  nicht  mehr  als  lineare  ansehn;  es  muss  also  eiue  Au- 
wendDng  der  Theorie  der  Stromvcrhroitung  in  nicht-hncarca. 
Leitern  stattfinden. 

Von  dem  Widerstände  einen  nicht- linearen  Leiters  kann 
man  —  strenge  genommen  ^  nur  uiit«r  der  Voraussetzung 
sprechen,  dass  der  Theil  seiner  Obi'rQäclie,  durch  den  Elek- 
tricit&t  strömt,  aus  zwei  PlärlLPti  beiilvht,  roti  clenf<ii  tritierhalb 
einer  jeden  das  Potenltiil  constaut  ist.  Die  DÜTt-reuz  der 
Polentialwerthe  in  (hesen  beiden  ßlektrodenflächen,  wie 
sie  geiiaunt  werden  mögen,  dividirt  durch  die  ElektricitiUs- 
meugc^  die  durch  die  eine  oder  die  andere  in  der  Zciteiiüiett 
fliemt,  ist  dann  eine  Constaiite  den  Leiters,  die  eben  der 
Widerstand  desselben  hcisst.  ^»  muss  hier  ein  venm'ckelterer 
Fall  itw  Auge  gefasst  vrerden,  der  Fall,  dass  statt  der  zwei 
Elektrodfrnililcheii  deren  mehr  vorhaudcu  sind,  von  denen  eine 
jede  aber  wieder  eine  F^che  gleichen  Potentials  sein  soll 

£b  sei  n  die  Zahl  der  £lektrodeiill£chen ,  es  seien  P,, 
I'j, ...  J'n  dio  Potcntiolwertho  in  ilinen  und  J^,  ^|,  - . .  J»  die 
RlelrtricitAtsmengen,  die  durch  sie  in  der  Zeiteinheit  in  den 


>}  Hr.  Tib  hat  eine  ihnlicli«  Mt-tliude  mit  der  Tliomiion'flcheii  vcr- 
gliehia  tmd  dlcMr  fiberlcgen  gefunden;  bot  dt^m  von  ihtn  benutzt«)! 
DtSaVBtial^vaiiuinclcr  wmr  ober,  wio  ee  ei^licint,  nicht  die  Einrichtung 
güDoflen,  dsflS  die  Windungen  veratt^llt  werden  kcmiiteii,  und  iu  Folge 
hiervuD  oiiuaie  er  auT  wedentiicJin  Vortbeile  verEicIileu,  die  din  im  Texte 
einpfohkae  Methode  darbietet.    Edinb.  IVwis.  Vol.  28  p.  137.  1611—19. 
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Leiter  hinemäiessen.    Sind  diese  Intensitäteu,  zwischen  de 
die  ReUtion 

bestehen  muss,  gegeben,  so  sind  die  (Gössen  P  bis  auf 
additiTe   CoDstant«  bostimml;  wird  diese   c  giniutmt,    so  ist 
uäinlicU 

i»,  =c  +  a,,  J'j  +aj3./a  + -•  +  «i«*^ 
Pi  =  c  +  a„  y,  +a„J.^  +  ...  +  a,,  y. 

P,  =  (r  +  a,,  J^  +  a,j.7j  +  ...  +  a„  J., 

WO    die  Grössen  a  Constantpn    des  Leiters   bezeichnen, 
stantcii,    die,   beiläuüg  bemerkt,    aber  iiicbt   unabhängig 

einander  sind,  sondern  auf   ~ —   von  einander   uoahh&ugige 

Grössen  znrUckgefUhrl  werden  können. 

>'an  werde  angenommen,  dass  «  =4  ist,  dass  die 
trodcnflftchpii  1  und  4  mit  den  Polen  einer  Kette,  die 
trodcnäik'hen  2  und  3  mit  den  Kndcn  eines  Drahtes  (des 
eines  Drahtes  eines  DifFereiitialgalvaiiomoters)  vertiundeu  seieo. 
Der  Widerstand  dieses  Drahtes  sei  w.    Es  ist  dann 

Femer  hat  man  einerseits 

andererseits 

-Pi-^3  =  («n-«ii-aM+oJ-^i+Kj-«.i-«i»  +  «»)-'r 
Setzt  man 

o,,  -  o,,  -  o,,  +  %,  =  (> 

so  folgt  hieraus 

pj;=(»-r)y,. 

Die  Orflssc  p  l&sst  sich  bezeichnen  als  der  Worth, 
/*,  —  /*,  in  dem  Falle  hat,  das»  J,  =  —  J,  =  0  und  y,  =  — , 
=  1  ist    Ist  d«?r  Leiter  ein   sehr  langer ,   dünner  Draht ,   m 
liegen  die  Flächen  1,  3  ganz  nahe  an  dem  einen,  die  Pläcli« 
8,  4  an  dem  andern  Ihido,  w  ist  (>  der  'Widenitand  des 
ters;    bei  anderer  Gestalt   des  Leiters  wird   man   p   eines 
Widerstand  <lesselbeQ  nennen  dürfen. 


Ulbw  die  MHUing  dcktriMiber  Leilungsfitbigkeiicn. 
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Mao  denke  sich  jetzt  D«beD  dem  besprocbencn  Leiter 
einen  zweiten,  welcher  aucb  die  Eigenscbafton  besitzt,  die 
jenem  beigelegt  sind.  Den  Crrftasen  p  und  r  bei  jenem  mögen 
die  Grössen  P  and  R  bei  diet«em  entspi-ccbeo.  Die  Elek- 
trotienflächeu  2  und  3  des  zweiton  Leiters  sollen  mit  den 
Enden  des  zweiten  Dnüites  des  DifTerentiiügalvanometers  ver- 
bunden sein,  desi^en  erster  Draht  mit  seinen  Enden  die  Elek- 
trodenfläclwn  2  uud  3  des  ersten  Leiters  berOhrt;  die  Elek- 
trodenÜäi'hen  1  und  4  des  zweite»  LHÜer»  sollen  respektive 
Qiit  deu  Elektrodentläcbei)  4  tuid  1  des  ersten  commuiiicircu, 
die  eine  durcb  tiueii  Draht  die  zweite  darch  eine  Kette.  Es 
ist  dann  eine  Anontnung  hergf.>Ktellt,  wie  &ie  am  Anfange  die* 
ser  Mittbeilußg  besclirieben  ist.  Bei  dieser  Anordiiiiiig  hat 
J^  für  beide  Ijcitvr  deiwolbcn  Weilli.  und  dusselbir  gilt  auch 
ftür  J,i  wenn  die  Nad^l  de.s  Galvanometers  keine  Ablenkung 
zci^  und  dieses  Instrument  die  vorausgesetzte  EinrichtuTig 
besitzt  Ist  W  der  Widerstand  des  zweiten  Galvanometer- 
drafates,  so  bat  man  daher 

also 

Sind  nun  w"  und  W  zwei  andere  Werthc  der  Widei-stfindc 
der  beiden  GulTauoiueterdräbte,  bei  denen  die  Nudul  ebenfedls 
keine  Ablenkung  erleidet,  so  ist  ebeuäo 

CS  ist  also  aach 

/»(«>'-»)  =  ()  («"-IT). 

Kann  nuin  theoretisch  den  Wideretand  q  durch  die  Lei- 
tungsAbigkcit  uud  die  Dimensionen  des  bcti'cffenden  Leiters 
auKdiUvken,  hat  man  diese  Dimeosioneu  gomesBen,  keuut  man 
P  und  das  VerhiLltniss  der  Widerstände  w  —  w  und  W'  —  W^ 
so  kann  man  bioraacb  jene  LeitungsiUhigkeit  berechnen. 

Eine  wesentliche  Grundlage  der  aiigesteUten  Betraclituu- 
goa  war  die  Voraussetzung,  da.i«  die  ElektmdrnBächen  Flehen 
gleichen  Potentials  siutL  Eine  Elektrodeutläcbe ,  die  diese 
EigtaiHchafi  lut,  kann  man  liudou,  wenn  dem  Leiter  EIektrici> 
tat  durch  eine  FUc-he  zugeftlhrt  wird,  deren  Dimensionen  un- 
eodlicb  klein  gegen  alle  Dimensionen  des  Leiters  sind.  Wenn 
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Ucbcr  dift  M««mng  dektTia«ber  Lcttnngintkigkclten. 


nun  n&mlicfa  um  einen  Punkt  dieser  Flilche  eine  Kugel 
scbreibt  mit  ein«m  Badiua,  der  unendlich  grom  gegen  ihre 
IHtneiisionen,  aber  unendlich  klein  gegftn  die  DiniPimionpn  des 
Leiters  ist,  so  ist  der  innerhalb  des  Leiters  befindliche  Theü 
dieser  Kugel  eine  FUcbe  gleichen  Potentials,  und  er  ist  daher, 
wenn  man  ihn  zur  Begrenzung  des  IjeitcrR,  den  man  betradi» 
tet,  rechnet,  eine  ElektrodeuflAchc  der  ToraasgOBebten 
lu  anderer  Weise  kann  man  eine  solche  finden,  m&D 
Leiter,  ganz  oder  zum  Tlieil,  ans  einem  Cylinder  von  bellet 
gestaltetem  Querschnitt  besteht,  dessen  Länge  die  Dimensioneir 
dei  Qnersclmittji  erheblich  dbi^rtrifft,  und  wiriiii  die  BlektridtiU 
am  Ende  desselben  zufitrömt.  Ein  Querschnitt,  der  Ton 
sem  Ende  um  ein  massiges  Vielläches  der  grGssten  Sehne 
Quenichnitta  absteht,  kann  dünn  als  einn  KlÜtihe  gldobd 
Potentials,  und  also  auch  als  eine  Elektrodentische  der  in  Bede 
stehenden  Art  angesehen  werden,  wemi  man  ihn  aU  rar  Grenxe 
dos  Leiters  gehijng  betrachtet. 

Eine  Anordnung,  die  hiemach  benutzt  werden  kann^  wenn 
die  Leitunggtlhit^keit  eines  Stoffes  gemessen  werden  soQ,  der 
in  Form  eines  C'jlinderH  von  massiger  Länge  vorliegt,  ist  die 
folgende:  Der  Strom  der  Kette  wird  dem  Stabe  durch  seine 
Enden  zu-  und  abgeleitet:  die  Enden  des  einen  GalTaDometer- 
drabtes  sind  mit  Spitzen  in  leitender  Vorbiiidung.  die  ge^ 
die  MantelHärJie  denselben  in  zwei  Punkten  gednlclct  werden. 
deren  Abstände  von  dem  nOchsten  Ende  ein  mSsaigeB  Viel- 
Caches  der  grOssten  SeluTe  des  Querschnitts  ausmacbexL 
die  ElektrodenS^ben  1  und  4  können  dann  zwei  Querschnit 
des  Stabes  betrachtet  werden,  die  etwa  in  den  Mitten  zwisdie 
einem  Ende  und  der  nächsten  Spitze  sich  befinden,  als 
Eloktrodenflärhen  3  und  3  zwei  KugclHächcnKtücke ,  die  mit 
unendlich  kleinen  Radien  um  die  beiden  Spitzen  beschriebes 
sind.  Der  Widerstand  ^  ist  dann  gleich  dem  Abstand  der 
durch  die  beiden  Spitzen  gelegten  Querächnitte,  diridirt  dorcb 
ihre  Fl&che  und  die  Leitungsfähigkeit. 

Er  kann  aber  wQnschcnswerth   sein  die  ganze  L&ngo 
gegebenen  Stabes  auszunutzen,    um  den  zu  messenden  Wi 
stand  so  gross  als  möglich  zu  machen.     Hat  der  Stall  die  Ge- 
stalt eine*  rechtwinkligen  Pamltelepipedums,  so  empfiehlt  sich 


Ueber  die  HesBoiig  olelitrischer  I^itoDgafidügkcitcn.  71 

dann  die  Anordutmg,  bei  der  von  den  vier  Ecken  einer  lan- 
gen Soitenftftche  zwei^  einer  langen  Kante  angofafirige,  mit  der 
Kette,  die  b#idcn  andcni  mit  dem  Galvanometerdrahte  ver- 
bunden werden;  wobei  diiuii  die  ElelttrodeiiHaclien  I,  2,  3,  *  die 
Octanten  tod  vier  nnendlicb  Ideinen  KugcUificbon  sind,  deren 
Mittelpunkte  in  den  genannten  vier  Ecken  liegen.  Die  Me- 
thode ist  in  der  Auüftlbrung  sehr  bequem,  und  sie  bietet  sucb 
in  Bofem  ein  Interesse ,  als  sie  eine  Anwendung  der  schönen 
Theorie  der  Stromverbrejtung  in  einem  reclitwinkligen  Parellelc- 
pipedom  bildot. 


Hr.  Q-renhilP)  hat  bereits  fUr  das  Potcotia]  in  einem 
Ponkte  eines  rechtwbkligen  Farallelepipedumii ,  dem  durch 
einen  Punkt  die  Elektricität  zuströmt  und  durch  einen  zweiten 
entzogen  wird,  einen  Ausdruck  auigest^Ut,  der  liier  zu  Grunde 
gelegt  werden  kann.  Ein  Endpuukt  des  Paraltelepipi'dums 
sei  der  Änfängspunlit  der  Ceordiaaten,  die  von  üir  mmgebrnden 
Kanten  seien  die  Ooordiiiaten-Azen,  «,  i,  c  die  Längen  der 
Kanten,  2|,  ^t>  ^  ^^  Ouordiitiitttn  der  positiven,  x^,  Jf^,  £^  die 
Goordinaten  der  negaÜTen  Elektrode;  femer  sei  die  Intensität 
des  Stromes  =  3  mid  h  die  LeitungsOÜiigkeit  des  Parallele- 
ptpedtuns;  das  Potential  ^-  in  Bezug  aui  den  Puukt  [x,  y^  z) 
ist  dann 

9 

WO 

'•.  =  h('£".^)+''-.('-£'''fe1) 

x(*.('^-.'^')+*.(*;^*."4 

"(*.('-i*.*t/)+*.(•-i^•:s^')) 

ist,  F^  aus  /*,  ontstebt,  wenn  der  Index  4  an  Stelle  des  Index 
1  gesetzt  vird,  und 


*)  Proe.  of  Um  Ounbr.  PhÜ.  8oc^  Oot.  to  D«c.  1S79  p.  SfiS. 
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ist,  die  Summe  so  genommen,  dass  für  v  alle  g&ozen  Z&lil«ii 
Ton  —  90  bis  +00  gesetzt  werden.  Bei  Benutzung  der  par« 
tiellcQ  DiErerentüügleichuiig,  der  die  i>-Fuiiktioneii  gentlgon, 
kaun  man  auf  d«m  tou  Hm.  Greeuliil]  bezeidmeteu  Weg|fl 
nacbfreiseii,  Aas&  itie  hicrdarrh  definirtc  Funktion  tp  der  pai^ 
tieUcai  Differentialgleichung  genagt,  der  sie  genügen  soll;  man 
kann  weitt'r  zeigen,  das-s  die  Grenxbedingungen  und  die  Stetig- 
keitsbedinguBgen  erfUllt  Niiul,  die  fUr  tp  gelten,  und  so  beneif-eo, 
dasa  das  iu  Rede  ?ttebLiide  Potential  bis  auf  eine  additir« 
Constjuito  dem  aufgestellten  Äusd!nick  gleich  sein  muss.  ■ 

Um  den  Wertb  von  tf  zu  erhalten,  der  der  oben  bezeicii* 
netCQ  Anordnung  entspricht,  aotKea  u-ir 

«1=0        y,=0        ;,-ü 

s^=0        y»  =  0         t^  =  c. 
Benutzt  man,  doss 

&0  eigiebt  sich  dadurch 
I-"  —  F 

=  «*.(f. '  5^)*. [h  ■  w)  (•>.  fe  •  'tp]  ~  *.  (fc .  VH)  ) 
oder  da 


m 


TJm  den  durch  ^  bezeichneten  Widerstand  zu  finden,  hftt  ttU 
die  Differenz  der  Wertlie   zu  bilden,  die  dieser  Ausdnick 
nimmt  für 

Teso         ys=0         Zt=0 
und  für 

:r  =  a         y  =  0         z  =  C, 

roraufigesetzt,  dass  b  die  L&nge  deijenigen  Konto  ist,  die 
recht  auf  der  Flüche  der  vier,  als  Elektroden  beutltzten  Ecke^ 
steht.    Erwägt  man,  dass 

^,(w+l,r)  =  — *,(»,T), 
und  sclireibt  der  Küne  wegen 

i»(T)  für  <t{Q,x), 
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80  hat  man  hiemach 


abek, 

0 


Die  nnmezische  Berechnimg  dieses  Integrals  wird  verhSltnis»- 
mässig  leicht,  venu  man  dasselbe  durch  Einschiebung  einer 
passendeo  ZTriBchengrenze  in  zwei  theilt  und  an  geeigneten 
Orten  statt  der  i9'-Fanktionen  mit  dem  Modul  r  die  ^-Funk- . 

tionen  mit  dem  Modul einiührt.    Da 

ist,  80  kann  man  setzen 

+  übF^Irt  "^"(S-')  •^»(S^J  *o(^) ' 

wo  A  eine  positiTe  Grösse  ist,  über  die  nach  Willkür  verfflgt 
werden  kaim.  Der  erste  dieser  beiden  Theile  von  g  kann  ge- 
schrieben werden 


oder,  da 


t>o(T)  =  ^(-l)'e'"-S 


1 
Kl 
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WO  die  Somine  ho  su  nehmen  ist,  dass  tbr  jedes  der  Zdc 
t,  m,  n  alle  gaiuen  Zahlen  von  —  oo  bis  -f  oo  zu  setzen  sind. 
Nun  ttetze  man 


/ 


dte 


-I' 


m^h 


also,  weon  te  ebie  positire  Grösse  bezeichne^ 

m 

&ir  diese  Funktion  U[r)  uod  für  das  luteiTall  von  xso  Im 
«  =  8  ist  birkaiinÜirli  vuu  Kramp  ciitc  Tafirl  berediiict;  iUr 
grOesere  Wertbe  des  Arguments  findet  mau  ihre  Werthe 
Hälfe  der  semicoiivergcntea  lieibe 

Setzt  man  oodi  zur  weileron  Abkilrzaug 
80  wird  der  erste  Tbei]  tuii  p 

^-5^f,X(-i)./(l/SSW+I^5l±^) . 

Was  den  zweiten  anbetrifiFt,  so  läsat  sich  denelbe  schreibeii' 


oder 


ab 


Vi 


wo  die  Sonune  in  Bezug  aui'  /  und  m  so  zu  Dehmen  igt^ 
nir  diese  Zeicbcn  alle  Zahlen  von  —  cd  bis  +  oo  gcseürt 
wrrdun.  Um  diu  Glied  dieser  Summe,  weldies  bostinimtra 
Wertben  ron  l  und  m  entspricbt,   za  berechnen,   mache  maB_ 

mit  der  Fostaetxuag,  daas  ß  positiT  ist;  das  Glied  wird 
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Vi 
wo  bei  der  Snmmatioii  fOr  n  alle  Zahlen  tod  — oo  bis  +ao 
zu  setzen  aind,  oder 

Für  den  Fall,  dass  ^9  =  0  ist,  dass  aUo  gleichzeitig  l  und  m 
=  0  sind,  gilt  dieses  Besultat  nicht;  das  diesen  Berthen  von 
/  nnd  m  entsprechende  Glied  ist 

oder 


Da 


^Jdi2{-l)^e 


fdte      ''  =  te    *•— 2y£7[^-]+conBt, 
so  ist  dieser  Ausdrack 


•*«• 


wo  C  eine  von  X  unabhängige  Grösse  bedeutet  und  wo  fOr  n 
stets  sein  absolater  Werth  gesetzt  werden  möge.  Den  Werth 
von  C  lernt  man  kennen,  wenn  man  dasselbe  Ghed  berechnet, 
nachdem  man 

ersetzt  hat;  es  wird  dadurch 

^b^J  <"'*>  [^J 
oder 

Indem  man  X  =  0  setzt  mid  berücksichtigt,  dass 
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Ocber  di»t 


ist,  ergiebt  sich 


riseber  ly^ituii^l&Hgkniten. 

2        1  «I 


C  = 


aby 


Für  den  Yersocli  von  lieirorrügeadem  Interesse  ist  der 
Fall,  dass  e  als  iinendlicb  gross,  a,  h  und  X  als  endlich  an- 
zusehen  sind:  in  diesem  Falle  verschwinden  vou  den  Gliedern, 
deren  Summe  den  Wertli  vnn  (>  bildet,  alle,  in  denen  n  eil 
von  Null  verschiedenen  Werth  bat,  und  es  wird 

vo  die  Summen  so  zu  nehmen  sind,  da»a  fUr  /  and  m  alle 
zcn  2ablca  von  —  oo  bis  +  co  gcsutzt  werden,  das  Wortb- 
paar  l  =  e  und  m  =  o  aber  ia  der  ersten  Summe  aufigeschlw* 
acn  wird. 

Macht  maj) 

so  folgt  liieraoa 

a.*.p= .- »:^{i  -  j?(- iy/(l/f  ,/?iT^) 


oder 


wo 


Ist 


■'*•*— n^li-ff'/(l/fl/'^?^}, 

fl  =  0,  wenn  f  =  0  und  m  =  0, 
fl  =  I,  wenn  /  =  0  oder  m  =  0, 
I  =  —  1 ,  wem»  /  und  m  ungerade, 
(  =  +  1  in  allen  andern  Fällen. 


A  =  o, 
80  ergiebt  eich  hicraui; 

a»Ä.e=e  — a.0,7272. 


Üeber  lue  ileaauig  elektrischer  Leiton^fäliigkeitea. 
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Bei  der  Ableitung  dieses  Rosultata  raiclit  es  uia  4  Grlieder 
der  Doppelsuiniiie  2u  bt>rvciiiieTi. 

Die  Ableitung  des  fllr  g  angegebenon  Ausdnidcs  bcrubte 

auf  der  Voraussetzung,   dass  die  Verhältnisse  —  und  ~   als 

aneDdUch  gross  angeselien  werden  kännei) ;  thatKäcHich  reichen 
aber  sehr  massige  Werthe  dieser  Verhültniü!!«  au.s,  um  jenen 
Ausdruck  sehr  nahe  richtig  m  macheo.  Er  ist  das  selbst  in 
dem  f^e  schon,  dass 

tat  In  diesem  Falle  l&sat  sieb  der  Werth  von  p  he^ondera 
leicht  ermitteln.  Kach  ci&ur  der  aatgustellten  G-leichungen 
ist  dann 


9=^J^'^.^.»2, 


wo   der  Modul  r  &ii  alle  B  ^-F^uiktioiieD  derselbe,  nämlioh 
yL  ist    Nun  hat  man  bekanntlich 

4a» 


und  hieraus  folgt 


16 


«_i_d.h.  =  -iE. 1,2732. 
ati%  all      ' 

Berechnet  man  aber  filr  diesen  Fall  p  aus  der  vorher  abge- 
leitettiD  Formel,  so  findet  man  es  wenig  verecliiedcn  hieiron, 
oftmlich 

=  ^■1,2728. 


T8 


Deber  die  Vertholung  der  ClektriciUU 


Vthtit  die  V«Hh<^iliiDje:  der  GlektricitSt  anf  evtl 
leitenden  Kogeln.*), 

Poiseon  hat  das  Probk-m,  die  VcrtheiltiDK  dei 
tridtät  auf  zwei  leih'iidcn  Kugeln  zu  tiudeu,  iii  zwei  berObfr 
ten  Arbeiten')  behaudelt  und  Plaou  hat  die  von  Poissoi 
dort  gegebeneu  Foriiielu  weiter  entwickelt*),  il&a  kaun  iu 
Fi-oblem  als  aus  zwei  Theilcn  bestehend  betxachteD;  ia  dem 
ersten  Ist  eine  Funktion  zu  ermitteln,  die  Poi&soD  durch  _/*(/] 
bezKicIniät,  und  dlt-  das  Potential  der  auf  der  eineu  Kqgd 
verbreiteten  Elektricität  für  alle  Punkte  der  CentnUlinie  aa- 
giebt,  iu  dem  zweiteu  ist  aiu  diesem  ^(x)  eine  Fuiiktiom  n 
bilden,  diß  Poisson  ^  (ju,  j:]  nennt,  diu  da»  Potential  denelba 
Ktektricität  fUr  Punkte  aossprlialb  der  CentraUlnie  darstellt,  und 
aus  der  mit  Leicbtigkeit  die  Dichtigkeit  der  Elektricit£.t  ia 
allen  Punkten  der  Kugel  ermittidt  worden  kann.  Zar  B«- 
reclmmig  deijenigen  GtrÜsseo,  welche  den  Physiker  zunidnt 
icteresairen,  genügt  aber  die  Kcnntuisa  Jener  Fuid(ti<jB/(x); 
CS  ist  oAjnlicb,  wenn  der  Badius  der  Kugel  =  1  g{rsetzt  wird. 
/(O)  die  gan^e  Elektriätä-tsmengc,  welche  anf  der  Kugel  skfa 

befindet,  es  giebt  fcnier  der  Auadruck  — mr)  +  ^*~^)t  'WO" 

in  Ulm  j  =  l  «der  =  —  I  gos^tzt  wird,  die  Dichtigkeit  der 
£lektncität  in  dem  einen  oder  dem  anderen  der  beiden  Funkte 
der  Kagel  an,  welche  iu  der  Centrallitiie  liegen;  und  auch  die 
Kraft,  mit  der  die  beiden  Kugeln  oinandur  luizichen  oder  th- 
stossen,  Utost  sieb  dnrch/(;r)  ausdrücken.  Die  lietrachtungtt, 
welche  im  Folgenden  ameinandergesetzt  werden  sollen,  b«ziobeB 
üirh  nur  auf  diese  Funktion  /{r),  Poisson  hat  für  dieselbe  eine 
R*.'ibo  gL'funden,  welche  immer  convergirt.  und  zwar  um  W 
tichiieller,  je  gr^isser  der  A1><itand  der  beiden  Kugeln  ist  Diesellw 
Beihe  habe  ich  auf  einem  Wege  abgeleitet,  der  mir  den  Vonog 


1)  CreU^  JounuU.    Bd.  &9.    18ßl. 

S)  Kha.  d«  Ia  ciaaae  des  K.  inatli.  et  ith.  de  l'lnalilut  impcfHl  dt 
FhiBC«,  aiiD^e  isn,  premi^re  et  eecoude  portie. 

8>  HeiBoric  dcU«  reale  accademia  delle  adenie  die  Tvrino.  tono  VTI, 
IMS. 


auf  zwei  Icileadca  Kugeln. 


T« 


'  Tor  dem  von  Poiason  bcnubiton  zu  renÜenen  scheint  Die 
Beihe  hat  Aehnlichkeit  mit  gewissen  Reihen,  die  in  der  Theorie 
der  ellipüscbcn  Funktionea  Torkommen;  ich  habe  bnmerkt> 
dass  einige  ron  /(')  «bbbtgigQ  QrSöson  sieb  durch  elUptische 
FonktioDen  in  geschlossenen  Atisdrücken  darsteUen  lasseu.  Zu 
diesen  K'>börf  die  I>iclitJKkeit  der  EIcktricität  in  dem  Punkte 
derKugul,  der  aof  der  CcntrjLlünip  zwischen  den  beiden  Mittel- 
punkten liegt,  fOr  den  Fall,  da»«  (hiR  Oesammt- Potentini  in 
beiden  Kugeln  denselben  Worth  hat.  In  den  Abhandlungen 
Ton  PoissoQ  und  von  Plana  finden  aich  zwei  verschiedene  Aus- 
drücke für  den  Werth,  den  diese  Biclitigkeit  annimmt,  wenn 
der  Abst&Dd  der  beiden  Kugeln  unendhch  kleiu  ist  und  ihre 
Badien  gleich  sind.  Poisson  giebt  diesi^lbv  al»  roii  der  Onlnung 
Ton  3*,  PLum  als  toh  der  Ordnung  von  3^  an,  wo  3  eine  ge- 
wisse negatiTe  ÖrSsse  bezeichnet,  deren  Quadrat  ron  der  Ord- 
nung des  AhsUuides   der  Kugeln  ist.     Der  Ausdruck  durch 

'  ellipkiscbo  Funktionen  zeigt,  diisB  die  in  Rode  stehende  IHditig- 
keit  Ton  der  Ordnung  von 


Die  enriihnteo  Resultate  nnd  andere,  die  gich  airf  den 
Fall  beziehen,  dass  die  beiden  Kugeln  einander  sehr  nahe 
stehen,  sind  von  Poissou  und  Plana  uns  einer  Reihe  (Qx /{r) 
abgeleitet,  die  nach  aufeteigendi-n  Potenzen  von  Ö  fortselireitet. 
Diese  Reibe  ist  aus  der  ursprOnglichen^  Immer  conFergireuden, 
Beihe  Air  /{x)  dadurch  gebildet,  dass  die  letztere  in  ein  be- 
stimmtes Integral  Terwandelt  und  dieses  nach  aufsteigenden 
<  Potenzen  von  8  entwickelt  ist.  Es  sind  indessen  nur  die  ersten 
Glieder  der  Reibe  berechnet,  das  allgemeine  Glied  derselben 
ist  nicht  aufgestellt)  es  konnte  daher  auch  nicht  untersucht 
werden,  ob  sie  convergirt,  uud  welche  Bedeutung  sie  hut>  wenn 
sie  nicht  convergirt  Bei  ihrer  Abli^ituug  iät  iu  einem  Integral 
von  der  Form 


/ 


daStdi 


(««•r—  i)(i  +  nain'6l) 


;mr 


so 


Ueber  die  Vnrthcilung  der  Eluktridlll 


1 


dio  EDtwickelnng  dieses  Auädrucks  nach  auftteigcnden  Pot 
von  (  gesetzt,  eine  Eiitwickeliuig,  wi^lcht-  uioht  lür  alle  Wer 
Ton  t,  Über  welche  zu  integriren  ist,  convergirt;  es  hätte  einer 
besonderen  Untersuchung  bedurft,  in  wiefern  diese  Entwichctniig 
beuuUt  werdt-'ii  darf;  eine  wolche  ist  niclit  gefilhrt.  Ich  habe 
daher  auf  einem  anileren,  als  dem  von  Poisson  «ingeKchlageneD 
Wege  eine  Reihe  abzideiteu  gesucht,  die  bei  kleinem  Ahstaods 
der  Kugehi  deu  Werth  von  /(j)  angiebt  Ich  bin  so  zu  cäncr 
Reihe  gelangt,  die  auch  nach  aufsteigenden  Potenzen  roo  i 
fortschreitet,  bei  der  aber  die  Coefficienten  dieser  Potemen 
noch  von  Ö  abhängen;  da»  allgemein«  Glied  der  ßcihe  ÜMt 
sich  mit  Leichtigkeit  angeben;  sie  ist  nur  eine  semiconvergente, 
doch  erlaubt  8ie/(j)  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genaidg- 
keit  ia  berechnen,  wenn  man  eine  gewi»)C  Transformations- 
gleichung ZD  Hülfe  zielit,  die  für  /{ic)  gilt;  ohne  Ziutieliiiiig 
dieser  gicbt  sie  in  dem  Falle,  daaa  der  Abstund  der  Kngda 
unendlich  idein  ist,  den  WerÜi  von/(j-)  genau  bis  auf 
unendlich  kleiue  Grösse. 


1. 

Es  sei  a  der  Radius  der  ersteo,  b  der  der  zweiten  Kngel,  c 
die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte,  A  das  Potential  aller  freien 

Etektricität  in  der  ersten,  ;/  das  aller  freien  Elektricitfit  in 
der  zweiten  Kugel.  Weiter  sei  /{s)  d;ig  Potential  der  auf  der 
ersten  Kugel  befindlicheD  Elektricit^t  in  Beziehung  auf  einea 
Punkt,  der  iniierhiJb  dieser  Kugel,  auf  dt-r  Ceutrallinie,  zwischeo 
den  beiden  Mittclpunkteii,  in  dem  Abütande /' von  dem . 
punkte  der  ersten  Kugel  liegt    Dann  ist: 

^**^ "  J  V  «*  4-  «*"««I^T  * 

0 

WO  e  eine  Funktion  von  &  bedeutet.  Das  Potential  derselbeD 
Elektricität  in  Bezielmng  auf  einen  Punkt,  der  ausserhalb  der 
ersten  Kugel,  auf  der  CentraUinie,  in  dem  Abstände  r  von  dem 
Mittelpunkte  der  enttcn,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes  der 
zweiten  Kugel  liegt,  ist  dabei: 


r 


aaf  zwti  Ifilntüea  RngifaL 


fd» 


81 


VS*TT'' 


oder 


•/" 


■  tareoa» 


ti9 


i/«'+(^T 


-20-rC<P9  ^ 


Ist  F(j-)  das  Potential  <ler  auf  Aar  zwnitpn  Kng«l  befind- 
lichen Elektriciilät  in  Beziehung  auf  oinon  Pimkt,  der  innerhalb 
derselben,  auf  der  CentralUnie,  zwischen  den  beiden  Mittel- 
pmikteu,  in  dem  Abstände  x  von  dem  Mitti-Ipunlcte  il^r  zweiten 
Kugel  liegt,  so  bindet  m^n  oheiiso  das  Potenttal  der  Etek- 
tricit&t  der  zweiten  Kngel  in  Beziehung  auf  eiiieu  Punkt,  der 
ausserhalb  dieser,  auf  der  Centriülinic,  in  dctn  Abstiuide  x  von 
dem  Mittelpunkte  di:r  zweitt^ii,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes 
der  ersten  Kugel  liegt, 

Pttr  alle  Wcrthe  von  x  zwischen  —  a  und  +  a  musB  daher 

und  für  alle  Werthc  von  x  zwischen  —  b  und  +  h 

sein.    Sarau»  folgt,  dasn,  wenn  £  zwischen  —  n  und  -(-  i  Liegt, 
/(*)  der  Gleichung  genügt: 

/t*)-?crif^:^/(,«-ft»-„]  =  ^-y^. 

Mai-ht  mun 

und  setzt  der  Be([ueniliclikeit  wegen 

«  =  1, 
90  hat  man  hiem&ch  zur  Bestimmung  tou  f^  {ix)  und  /,  (z)  die 
Qleicfauugen: 

(2)  /i {') ~  c*-i*-„A  [v^^-^)  =  1 

Klr«bhoff,  OwnitlU  Abhuidlangui-  { 


Ueber  di«  VertbeUtmg  der  ElektriciUt 


Qie  Obichung 


e—s 


e»_8»_«B 


=  * 


..-(.+ t?!)x  +  ,  =  o 


hat  zwol  reelle  pottitivo  Wui-itcln,  von  denen  die  ciae  zwücben 
0  aod  1,  die  andere  zwischen  1  und  c  liegt;  die  kleinere  Wuml 

sei  $;  die  grössere  also  — ;  dann  gilt  die  Gloichuog  (2)  —  oqH 

von  dieser  zuerst  zo  sprechen  —  auch  fUr  ««£,  und  gieht: 


Setzt  man: 


1  — 


t  —  T, 


-?_fcl_«, 


e — Tm—i 


BO  kann  man  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (2) 
fi  (x)  durch  f^  (x,)  ansdrQcken;  es  wird  sich  zeigen  lassen,  du^ 
venu  n  grösser  und  grSitscr  gemacht  wird,  r^  Mch  dem  AVerÜie 
{  und  abo/i  (-Th)  sich  dem  Wi-rth«-  /,  (^1  niüiortj  danuu  wird 
dann  folgen,  dass  /,  {x)  direct  durch  wiederholte  Anveodaag 
der  Gleicliiing  (2)  gefunden  werde»  kann. 

'Um  die  ausgesprochene  Behaoptuug  zu  bowoiseo«  setze  nun 
,      t+ J* 

'  "  I  +  Pr' 

••  ="  I  +  J9», ' 

uDil  rerftlge  Uhur  die  Constanten  /l  and  B  so,  dass 

r«  =  y*  J„_i 
vird,   wo  f  eine  dritt«  zu   bentimmende  Constante  bedeutet 
Schreibt  man  die  tileichung  zwischen  r^  und  »»^i 


aof  Bwei  leitenden  Kugelo.  83 

80  muss  dann  für  jeden  Werth  von  x^_\ 

y  +  ^«w— 1  +  .^  («  +  (?»«— i)  _     i  1  +  AXn—X 
Y  +  Sx»-l  +  B  (o  +  (3a:n-l)  ~  ^  1  +  Äan»-! 

oder 

f  +  Aa  +  {3  +  Aß)  j>i-i  _    j  1  +  Axh-i 
Y+  Ba  +{0  +  Sß)xn-l         *  i  +  Bx%-i 

sein.    Diese  Bedingung  vird  erßlllt,  wenn  A  und  ^  gleich  den 
Wurzeln  der  quadratiachen,  Gleichung: 

und 

?        7-+  Sc 
gesetzt  werden.    Die  quadratische  Gleichung  ist: 

A'+(«+~)a  +  1=0; 

Tergleicht  man  sie  mit  der  Gleichung  (4),   so  sieht  man,  dass 
ihre  "Wurzeln 

-Sund-| 

sind.    Man  kann  daher  setzen: 

woraus  sich,  bei  Eücksicht  auf  die  Gleichung  (4)  ergiebt: 

._! 

(6)  ?*  =  f'-^- 

En^gt  man,  dass  |  <  1  und  -j  <  c  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

^  posittT  und  <  1  ist,  und  dass  daher  z„  bei  wachsendem  n 
sich  der  ^ull  nShert;  weiter  findet  man  aber: 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  x„  bei  wachsenden  n  sich  dem 
Wcrthe  g  nähert 

Die  Yariable  z,  die  zumtchst  einge^lhrt  wurde,  um  diese 
Behauptuug  zu  beweisen,  soll  nun  in  die  Gleichung  (2)  ein- 
gesetzt werden.    Ich  mache 

Mt)  =  {1-^'x)<p,(z), 


S4 


Ueber  di«  Vi>rth«ilung  dei'  Elektiidtllt 


wo  der  Factor  1  —  §'*  den  Zwi'ck  hat,  zu  Iipwirken,  dass  in  do 
zwischen  fj[s)  tmd  rp^i^s)  eDtsleheodcn  Gleichung  das  Ter- 
hältnisa  der  Ooeffidenten  dieser  Ii^iden  GröKsen  von  z  nnab- 
Mogig  wird.    Berücksichtigt  man,  dass  iiacb  [ö)  und  (4): 

SO  findet  man  aus  (2)  diese  Gleichung: 

Setzet  man  enbprcchend 

so  ergiebt  sich  aus  (3)  auf  äJuihche  Weise; 

Die  GleichuiigoQ  (7)  und  (8)  geben  durch  wiederholt«  äü- 
weiidiing  unmittelbar  flir  ^j  (z)  und  ^,  {2)  die  couvergireoden 
lleitieu: 

y.  W  =  1-7*.  ■*-  i^$i^-  +  r=fe  + 
V,  W  =  i  (i=^^.  +  T^i  +  r4^.  +  ■  ■  ■)  ■ 

Entwickelt  man  hier  die  ciuzcluen  GUeder  nach  Potenzen  to 
s,  so  erhält  man  die  Reihen: 


(10) 


9'i(«) 


f'« 


+ 


welche  indessen  nur  conTergiren,  so  lange  t  unterhalb  ge^ 
Grenzeu  Liegt 

Diese  Gleichraigon  sind  zur  Berechnung  von  /(*)  för  ■ 
gegebenen  Werth  \on  z  «ehr  beciuom,  falls  q  nicht  nahe  an 
liegt,  d.  b.  falls  der  Absüuid  der  Kitgelii  nicht  Idein  ist.  Mao 
reducirt  dabei  y,  (*)  und  ^3  (s)  mit  Hülfe  der  Gleichungen  p) 
und  (8)  auf  7^,  (^^"2)  ujid  *pj(9*"i),  wo  i»  fiiie  Zahl  bedeoW, 
die  lim  80  grosser  gewählt  wird,  je  grOsser  die  GeniLuigkett  ist, 
die  man  crreicliea  will,  und  je  näher  der  "Werth  von  y  der 
Einheit  liegt;  mun  berechnet  dann  ()d^(7*''z]  und  qpa(?'"2}  durdi 
die  Keihen  (9)  und  (10). 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  von  /(O),  d» 
dieses  die  filcktricitAtsmengc  ausdrßrkt,  welche  auf  derKugd 


auf  iwci  IcltendcD  KukgIo. 


8& 


Htch  hti&idct.    Bei  dur  B<^ruchnuiig  dieser  Imt  man  zu  bonutzeiif 
daas  ftir  ^  =  0,  wie  aus  (5)  hervorgeht,  z  —  I  ist. 

Eine  Eigenschaft  von  /j  (0)  möge  uocli  hervorgchobt-n 
werden; /,  (0)  und  J",  (0)  sind  Fanktionen  von  zwei  Yariabeln, 
Ton  h  und  c,  oder  ron  \  und  ^;  in  dem  Ausdrucke  Ton^(O) 
kommt  aber  nur  eine  transcendcnte  Funktion  einer  YariabcLiL 
▼or,  da  I  tf.^  {1)  nur  von  q  abhängig  ist.  Dieses  /,  (0)  hat  eine 
eiufacbe  pbyäikalisdie  Bedeutung;  es  int  die  Ekktricitütsmenge, 
die  auf  der  Kugel  gebunden  i&t,  wenn  diese  mit  der  Erde  in 
leitender  Verbindung  stellt,  und  das  Potential  in  der  zweiten 
Kugel  =  —  1  ist,  wie  aus  dar  GleioJiung  (1)  hervorgeht 


Die  fTciundenen  Gleichungen  »ollen  jetzt  in  eine  andere 
Form  gebracht  werden,  welche  gewisse  Vorzüge  vor  äer  an- 
gegebenen bi-»itzt. 

Mao  setze 


wo  K  und  A"  die  Bedeutung  haben,  in  der  Jacohi  diese 
Z(;icheii  in  «einer  Thi-oiie  der  clliptisc;ln'n  Functionen  ge- 
braucht, and 


(U) 


A'(«l 


9m 


iL' 


r2 


Diese  ihr  jeden  Werth  von  »  couvergireude  !Eleihe  ergiebt: 


[12) 


2r 


/■(«-Ä-')  =  -P(«)+^ 


wo  i  =  y—  1,  und  di«  Tolgende  Reihe,    die   convergirt,    weuu 
der  reelle  ITicil  von  k  >  — JC  ist: 


(13) 


Die  in  dem  rorigen  Abschnitt  gcfiiudeucn  Funktionen  97,  {:) 


86 
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und  <pf  {z)  drOckea  sich  folgendermassen  dordi  diese  fWktioQ 

F{u)  aufl: 


wo 


und 


wo 


-^logi^, 


^.W  =  E7^?^(^(«)-^(«  +  'f 


-glogV^. 


Die  Ausdrücke,  welche  eich  hiemach  (Qx  fi{x)  undy,  (x)  e^ 
geben,  lassen  sich  durch  die  eine  Gleichung  aussprechen: 


(14) 


/W-(^7-^>'z)^(/'(«)-^(«  +  /f 


welche  gilt,  wenn  man  den  Zeichen  /  und  u  den  Index  1  oder 
den  Index  2  gieht,  und 


(15) 
setzt. 


•^--fjos'-p. 


2« 


«2  =  -&ogyz 


2rt 


Macht  ma-n 


-logt=^, 


bezeichnet  die  dem  w,  und  Wj  entsprechenden  Werthe  von  t 
durch  ti  und  tj,  und  setzt  in  demselben  Sinne,  in  dem  die 
Gleichung  (14)  gilt: 

80  findet  man  aus  (12),  (13),';(14)  und  (15): 


(16) 


G{t)- 

=  G(?t)+^, 

G(t)  = 

3  ^-r  ^^ 

^  1  _  yt«»-a  ' 

t.= 

4^,t,=^, 

Z    s= 

1-4 

l-'^x- 


auf  zwei  leitende»  Kugeln. 
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Dieu*  Gleichungen  stimmeD  mit  den  im  vorigen  Äbsclmilt 
'  eatwic^elten  nberein  and  kStmcu,  wie  jene,  zur  numäriacheii 
I     Berocbnong  von  /,  (r)  und  /,  W  benutzt  werden. 

Ich  -will  entsprechende  Formeln  ni9ammenHtcU*n  wir  Be- 
rechnung der  Dichtigkeit  der  £Läktricität  in  dem  Funkte  der 
Kugel,  der  in  der  CentraUiule  zvlschcn  den  beiden  Mittel- 
puukteu  liegt    Man  B«tz«: 

dann  ist  die  bezeichnet«  Dicbtigkoit: 


(Ur  X  =  1, 


4;;(^i  -fflfi)' 


Bildet  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14)  die  Aus<lrltcke  von 
y,  \mAy^  nnd  bemerkt,  daas  zufolge  (15)  die  Differenz  w,  — m, 
von  z  unabhängig  ist,  so  ^ieht  man,  doss  auch  diese  zwei 
AiisdrücJc^  Hich  durch  eine  Gleichung  auKKpredien  la^en,  näm- 
lich durch  die  Gleichung: 


(17) 


^-   0  +  S)' 


.  K 


\[F{u)-F[u  +  if^, 


in  Tclcher  >"(«)  den  Differentialqootientcn  von  F{u)  nach  u 
bezdclmct,  und  welche  gilt,  wenn  man  den  Zeickeu  <f  und  u 
den  Index  1  oder  den  Index  2  giebt,  und 


(18) 

t    setzt') 

^H       Macht  niun 


-logt^^  +  .l 


0  Eine  iKnlicli«  Gleichung  Iftsat  lich  suistellGai  &ü  die  Didiüg-kelt 
der  ElektrloiULt  In  dem  Pnnkt«,  in  welchem  die  Ku^  nuii  zweiten  MaJe 
Toa  der  Centnülinic  giMchnilten  wird. 
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(19) 


(1  +  0* 
0-ÖKS 


W(t). 


so  folgt: 


in— t 


i. 


»'E 


yi 


yro  in  der  Glt^^ichuug  für  y  wirdiT  den  Zeiche»  y  tiiid  t  der 
Index  t  oder  der  Index  2  zu  geben  ist. 

& 

Die  durch  die  Gleichung  (U)  definirt«  Funktion  F  steht 
io  einem  Zumminenhaiige  mit  der  von  Jacobi  durch  Z  be- 
zeichneten elliptischen  FunktiüiL  Vergleicht  man  die  Eot- 
wickelung  dieser  mit  der  in  (11)  angegebenen  Reihe,  so  fin- 
det mau:  j 

(20)  F{u)  -Fi-u-  K)  =  2iZ{2iu+iir);  1 
durch  X^ifferentiatioD  folgt  bicraua,  wenn  uian  durch  E  das 
ganze  cUiptlscbc  Integral  zweiter  Gattung  bezeichnet: 

(21)  F{tt)  +  r(-u-A")  =  4^  -  4  J»am(2iK  +  iJC). 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  lasBon  sich  ftir/,(l)+/,(l? 
und  y,  —  y,  gescldosseoe  Ausilriluke  tiiideii.  Für  r  =  1  ist 
nacb  (18): 


K' 


und  daher  nach  (14)  und  (17): 


/i  U)  +/.  (1)  =  -  '  '^i-  {-^(S)  -F^+i- 


+  f{ 


IC 


■s:\ 


ifx-y» 


F(i> 


^-K- 


Fi~«,~sr)\ 


also  nach  (20)  und  21): 


auf  zwei  leitenden  Kugeln.  S9 

(22)      ^    ^  yi-y.= 

dabei  ist 

«,  =  ^logV|-.-f. 

Man  kann  hiemach  für /j  (1) +/,(!)  und  für  y^— 5/3  Reihen 
finden,  die  um  ao  schneller  convei^iren,  je  näher  q  der  1 
kommt  Ich  beschränke  mich  darauf,  die  Reihe  fUr  y,  —  y, 
hier  anzugeben.    Benutzt  man,  dass 

J' am  (ö*+ jSr,  Ä)  =  1  - /i«  am  (u+üT,  Ä') 
ist,  nnd  setzt 

K-  _t 

^1  =e  d.  h.  logji  = 


logj 
nnd 

»    log? 
so  findet  man: 

yi-y!  = 

Sind  die  Radien  der  beiden  Kugeln  gleich,  d.  h.  ist  6=1,  so 
Lst  nach  (4) 

also  nach  (6) 

nnd  daher 

«  =  }«; 
es  wird  dann  also: 

Wendet  man  auf  diesen  Fall  die  Gleichung  (22)  unmittelbar 
an  lind  bemerkt,  dass  in  ihm 

K'  +  iK 
«a — 

wird,  so  ei^ebt  sich: 


90 


Uobor  ilto  VcrtlieiluDg  dor  Eleltttkattt 


Nimmt  man  uocli  au,    iaas  der  AbaUmd   der  Kugeln    ein  un- 
endlich   kleiner   ist,   d.  h.  d»ss    1— 7  uncudlicli    klein    ist,  ^^^ 
giobt  die  Gleichung  (23)  bei  Vernachlässigung  Ton  tilieder^^ 
höherer  Ordnung: 

od«r,  wenn  man,  um  das  von  FoisBon  gebrauchte  Zote 
einzuführen, 

setzt, 

■• 

yi-yi=-32»'~/. 

Wie  in  der  Kinleitimg  bereits  bemerkt  ist,  ist  diese  OfOan  • 
Poitison  als  Ton  der  Onlnung  von  Jf*  g*'fundcn  wordt-n,  Plana 
hat  auf  ein  Versehen  aufinerksam  gemacht,  welrhcs  Poisson 
bei  der  Herlcitung  dieses  Residtata  begangen  hat,  ist  selbst 
aber  Ell  d<;m  eben  »»  wi>nig  richtigcti  SchtuMtie  gelangt,  dass 
jene  Grösse  von  der  Ordnung  von  S*  ist. 


Die  in  <16)  und  (19)  fljr  G{t)  und  //[<)  angegel 
Beöhen  convergiren  sehr  langsam,  weim  der  Abstand  der  bei- 
den Kugeln  sehr  klein  ist  und  in  Folge  dessen  J  und  5  nahe 
=  1  sind.  Für  diesen  Fall  sollen  nir  jene  Funkuom^-n  jetzt 
neue  Reiben  abgeleitet  werden.  Um  eine  £ntwickelung  der 
Punktion  F{u),  die  zu  diesen  fUhre»  wird,  zu  finden,  gebe  ich 
von  der  Bc'trai:htiing  des  Doppelprudukteit 

aas,  in  dem  n  und  v  ganze  Zalilen  bedeuten,  die  alle  Wertbe 
von  1  bis  m  und  von  1  bis  A'  crhu]t(.'n;  dabei  sollen  nt  und  JV 
unendlich  gross,  doch  A"  von  einer  unendlich  höheren  Ord- 
nung als  m  sein.  leb  suche  das  Verhrdtuiss  dieses  Doppel- 
prodiiktes  zu  demjenigen  auf,  das  miui  ans  ihm  crhUt,  ircnn 
man  die  oberen  Grenzen   m  und  JV  vertauscht  g^en  M 


«nf  zwei  leitenden  Kugeln. 
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H,  WO  M  von  dersülbeu  Ordnung  wie  iV  und  n  von  derselben 
Ordnnag  vie  m  ist. 

Der  LogaritbiQUs  dieses  Verhältnisses  ist: 


2.^'".('-^-^J-22.».( 


l+>- 


Da  die  unter    dem    Zeichen   log  Ht<>hcndo  Grösse  uaemllich 

wenig  von  I  verschieden  ist,  so  hat  man  für  log  1 1  +  y  1'  -g  ] 
die  conrergtresdc  Bcihe: 

Diese  Reihe  denke  ich  mir  niiter  die  Summeruieichen  gesetzt 
und  untersuche  oinzebi  die  Glieiler,  die  die  Tersrhiedenen  Po- 
tenzen von  «  enthalten.  Ich  gebrauche  dabei  einige  Formehi 
AUS  der  Theorie  der  r-Fonktionen,  die  ich  der  Üeben^icbtlich- 
keit  wegen  vorausschicken  will. 

^t  a  eine  mdliche  Grtisse^  A  eine  unendlich  grosse  Zahl, 
so  ist:') 

I  .   a ...  A  "/TU"«)' 

nnd  dieselbe  Gleichung  gilt,  wenn  a  unendlich  gross,  aber  A 
von  unendlich  hübm'er  Ordnung  ah  a  ist.     Eh  folgt  hieraus: 

(24)      ^log(a  +  A)  — JflogA  — «logA  =  — Iogr(l+fl)- 
t  I 

Wendet  man  diese  Gleichung  nur  auf  Fälle  an,  in  denen  der 
reelle  Theil  von  a  nicht  negativ  i^t,  und  wäldt  die  Logaritb- 
mcn  auf  der   Unken  Seite  so,  dasa  ihre  imaginären  Theile 

zwischen  — t-^  -and  +(~"hcgen,3oi*tnachLipschitz^dabei: 
logr(l+«)=jIog'is+alogfl~«+ilog«+^i-^^,+". 


(25) 


-^i-^y-'^ 


Bi 


+  K». 


2i-1.2i  0*1.-1 

Hier  sind  die  Logaritimien  auf  der  redttcn  Seite  wieder  so 
zu  wikhlcD,   dass  ihre  imaginären  Thcilc  zvischen  — i-^  und 


')  Ganss:  CSrca  Miiem  infinitam  etc.,  CommentatioaN  boc  wg.  sc. 
Gottiögienais  rcc  voL  U.  1811—13. 
*)  Crelte's  Journal,  Bd.  S6. 
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üeber  die  Verlheäiuig  der  ElektriciUt 


+ '  f-  liegen,  i,  bedeutet  eine  beliebige  Zahl,  -ß,,  ß, 
die  Beriionlli'äcbeii  Zaiilen,  <L  h.  es  ist: 

oder 

B,=l     B^^j,.    Ä,=Ä.     ...; 
weiter  bt: 


(26) 


•=1        J  4ti' 


I 

oder 

wo  a  den  reeliea  Theil  von  a  bedeutet  und  t  und  i   zviscl 
—  1  uiid  +  1  Helgen. 

Die  Gleiriiung  (25)  wii-d  ütmächst  aiif  Fülle  angewcadet 
werd«D,  in  deaen  der  reelle  oder  der  iniAgiu&re  TbcU  von  a 
nncndlicli  gross  ist.  Ist  der  reelle  TltoU  von  »  uneudlicb 
gross,  so  £<>igt  der  in  (27)  angegebene  Wcrth.  von  V^,  dies 
die  Gleichung  (25),  wean  man  in  ibr  l'\  Ternachl&Bsigt,  den 
"Worth  Ton  logr(l+fl)  genau  dawteUt  bis  auf  eine  Grösse 
Ton  der  Ordnung  von  «-***  +  ";  ist  der  imaginäre  Thei!  von  a 
ouendlicli  gross,  so  geben  die  nicht  verschwindend««  Glieder 
der  in  (25)  aufgestellten  Beibc  bei  YenmclilAssigung  von  Vi 
den  Wertli  Ton  logr(I+<>^)  ^^  '^^  ^ine  nnendlich  kleine 
Grösse  genau  nn.  Ton  der  Richtigkeit  dieser  Bebaupttmg 
Qberzeugt  man  »idi  luit  Hülle  der  (ileidiujig  (26),  indem 
erwägt,  dasB  die  Integrale 

j'iff  {ij]  sin  !ßy]  dy       und     Jtp  (jf)  cos  [/iy)  dy , 

genommen  zwischen  irgend  siwei  von  ß  unabhän^gen  Gr 
zwischen  denen  V'fy)  nicht  unendlich  wird,  sich  der  XuH 
näliem,  wenn  (t  melir  und  mehr  wäclist.  Um  den  Beweü 
aueii  auf  den  Fall  aui^iaidelmen,  rloss  der  reelle  Theil  von  a_ 
rerachwindet,  hat  man  dabei  noch  von  der  Gleichung: 

log  r{\  +  o)  =  log  rra  +  a)  —  log  (i + a) 

Gebrauch  xa  machen. 


^tendea  Kugeln. 
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Für  »lie  Differeuliulquotieiitaa  von  F^  iiacli  a  gelten  ahn- 
liche Aiw^rürke,  wie  sie  fllr  K»  in  (26)  nnd  (27)  aiigogcbeii 
»ind;  daraus  folgt,  dass  die  Beilieu,  ilie  durch  Differeiitiiitioa 
aus  der  in  (25)  vorkommeiidmi  Reihe  ent-'iti'hcTi ,  die  Eigen- 
schaften kaben,  die  analog  der  (Ur  diese  ausgesprocheceu  «ind. 

Sind  «  und  A  endlich  oder  um-ndlidi  gross  von  bflicbigeu 
Orduuugcn^  tto  bat  man: 

<  +  l.a^-  2...g  +  t  ^      ni  ■^  k_f  ») 

1    .   2   ...    i  "/-a +  A)/'<i +«) 

ODd 

(28)        2  log(a  +  A)— l'IogA  =  log  r(l  +  A  +  n) 
I  1 

-logr(l  +  A)-logr(l+a), 

bei  welcher  Gleichung  die  Gleichung  (25)    unter  denselben 

BediBgongen  gilt,  wie  bei  der  Gleichung  (24). 

Diese«  vorausgoficliiekt,  bat  man: 

oder  nach  (24),  wenn  jnau  mit  (raass 
setzt: 


a-M 


,  .ff>  +  »jr.' 


=  --^\o^{N~n)+y{n-i^^). 


Benutzt  man    (25)    und   vernachlässigt  Glieder,  die   unendlich 

klein  gegen  —  sind,  was  erlaubt  ist,  da  diese  zu  der  zu  bildenden 

DoppeUninme  nur  unendlicli  wenig  beitragen  können,  so  findet 
mao  dieselbe  GrSsse 

=  -ilog.V+ilog(«-/f«]+^i^— i^. 

Erwägt  man,  dass 

log(«-.-§^)  =  log  (-.-§)  + log  (^  +  .-Jn  ) 

K 


nnd 


1 


=  j 


j 


ist,  so  findet  man  hieraas  mit  HQlfe  von  (28)  und  (25): 
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lieber  ^  Verthcilimg  der  Kk'ktricit&t 


22 

i    «+1 


S'u  +iJC» 


=;^{-mb(r-V-(F«+l)logM+mlog(-i§]+2log>«-ilog2.T) 

wo  alle  rorkonuneii<leii  Log&ritbmcn  so  zu  willilon  imd, 
ihre  Imaginären  Theile  zwischen  — i'^und  +i^-  liegen.     Ver- 
tauscht man  in  dieser  Qlcichung  K  mit  IC,  /i  mit  *>,  m  mit  n, 
A'  gegen  jl/,  i  gegen  —  i  und  dividirt  sie  durch  t,  so  crfa&Jt  mu; 

=  i(nlogaf  +  (n+J)log«-nlog(i^)-2logi-Hlog2«}l 

+  j^-X^{((2m+l)Ä'  +  (2n+l).-Ä-)log"-^:^ 

-((2™  +  l)K  +  ,i:)log(-=^')). 
Es  ergiebt  sich  hiemus: 


.K 


Auf  ähnlichem  Wece  findet  man,  das« 


22 


(r>+i&)" 


1    -t-i 


(Ä-p+iffi^V-jrÄ- 


log 


ist,  niul  dAss  die  Ansdrllckc: 


22 

1    »+> 


(X/i  +  ijr»)> 


22 

I    ■■n 


(Äp  +  iÄ'Fja' 


auf  zwd  leitenden  Kugeln.  95 

so  wie  diejenigen,  die  aus  diesen  entstehen,  wenn  man  fOr  den 
Exponenten  3  einen  höheren  setzt,  verschwinden. 
Hieraus  folgt: 

1 
__^^,og.iC'4.  lognn(l  +  ^>^7X7) 


n     jr 


(29) 


__^^iog„i^+iognn(n.^-j.^). 

Addirt  man  zu  dieser  Gleidiong  diejenige,  die  aus  ihr  entsteht, 
wenn  man  — 1  für  1  setzt,  dahei  aber  u  ungeändert  lässt,  so 
erhält  man: 

«(^logm2«-J(m  +  i})— 2^ 

=,^^{-n\ogM+^\ogv+[n+^)log§\ 

*■  1 

Kon  ist  aber 
oder  nach  (24) 

Da  weiter 

(30)  ril-a)r[l  +  a)=£^^, 


und 


sin  i.r  ^  y  «'  (1— e-«») 
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C«b«r  tli«  VrTlhcälung  dor  ElektrielUt 


q  =  e      *  , 
so  folgt  liieraus  bei  atpnn&ligfr  Kücksiclit  auf  (24): 


•    s 


nn(i+ 


Kfi  +  i  K* 


1  + 


A> 


>■■ 


—  i.lo«i 


Ferner  «rliiJt  man  aas  (24) 

nn('  +  -r,7^7X7)(^+T,.^7Zr) 


_.?"'•" 


r  1  + 


r  1  + 


Satzt  man  diese  Wertlie  der  beiden  Dtt|ipe1produkte  io  die 
Gleichnng  (29),  differouzirt  jioäelbe  nach  u  und  berUcksicfatigt 
die  Gleichung  (II),  so  findet  mao: 

(31)      F(»)  =  ^(2»''8-+«»oB#)+>gäÄ'  +  2^+rr 


_^^..gr(.  +  ^)fV(i^-^^^)r( 


1  + 


Diese  Gleichung  fcann  benutzt  is-erdcii,  um  mit  Hülfe  von  (S5) 
F  (u)  anf  eine  neue  Weise  ru  entwickeln;  und  zwar  kaim 
80  zwei  Entwickelungeu  lür  F  (k)  finden,  eine,  indem  man 

/*  f  1  +  -^    in  der  Rechnung  beibehält,  und  eine  zwutte,  ii 

man  auch  diese  Grosse  entwickelt. 

Die  Gloidiung  (25)   setzt   voraus,  dass   der  reelle  TbeiT 
ron  a  oicbt  negativ   ist;   demgemlLse  soll  jotxt  angcnomaiq^ 
werdeO)  dass  der  reelle  Tbeil  von  u  uicbt  negativ  ist.  ^| 

Vemaohlassigt  man    vorerst   in    (25.)    den  Rest    Fi,   be- 
zeichnet mit  ü  eine  Fuiiktion  der  Veränderlichen  i  und 
a  die  S«ibe: 


uaTxwl  tciieiideu  Eugehi. 
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so  findet  maa  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (34)  und  die 
Gicichotigeii,  die  durch  wiederholte  BifTertntiatiou  ajis  dieser 
entäteheu: 


(83) 


wo 

p=iogr(i  +  ü)r(i-if), 


Hierbei  ist  noch  zu  bestimmen,  welcher  Werth  des  filr  t'an- 
gegelioncn  LogaiiÜiutuä  zu  uehTiicn  ist  Cs  8oU  angenommen 
werde»,  d&ss  der  imugiriäru  Theil  von  n  zwischen  —  iK  und 
+  iK  U«gL  Unter  dieser  Bedingang  vird  bei  der  HorleituiiR 
der  GleiohungCD  (33)  die  Gleichnng  l24)  nur  auf  FäJlc  ange- 
wendet, in  welchen  der  reelle  Theil  von  ö  >  —  1  ist;  ia  aolchen 
Fällen  gilt  für  dus  dort  vorkommende  log  r{\+a)  die  Gleichung, 
welcJie  entsteht,  wenn  man  durch  die  Gleichung  (25)  and  die 
Gleicliong 

log  r(a)  =  log  r(l  +  ß)  -  logö 

log  r(n)  ausdröckt  und  dann  1+«  filr  n  setzt.  Daraus  folgt, 
dass  jenes  log  r(l  +  o)  sich  atetig  mit  «  Hjidert  und  reell  ist, 
wenn  a  reell  ist,  und  weilwr.  dass  in  (33)  derjenige  Werth  des 
(Ur  U  angegebenen  Xjogaritlimu^  zu  nehnit-n  ist,  der  sich  mit 
Z  stetig  ändert  und  reeü  ist,  wenn  der  reelle  Theü  von  ^  vei^ 
schwindet.  E»  ÜLsät  sich  hiernach  und  zufolge  der  Glcicltuug 
(30)  der  Werth  von  U  aarh  sciu-eiben; 


C^=log 


äaii 


oder 


=  log 


»C 


.-;' 


wo   derjenige  Werth    de«  Logarithmus   zu    nehmen  ist,  dessen 
imaginärer  Theil  znischen   —  in  uiul   +m  ließ!. 

Entwickelt  mui  in  (31)  auch  r|l+;|^)  oacb  (ä6)i  so 
findet  man: 

Kliebhoft,  GauntDiIW  Abhuid)iiii|,-aL  7 
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TTelwr  die  VerllipEliing  Jcr  EIAtricitit 


(34) 


WO  ß  wieder  die  Reihe  (32.)  bedeutet  und 


ist:    aucli  hier  bat  mau  bei   der  Bildung  von  U  daqjf 
Werth  des  LogariÜuuuä  zu  uehmtm,   desseu   imaginSrer  The 
zwischen  — in  and  +i.T  liegt. 

BcrUck»ickti{^  man  hei  der  Bildung  der  in  (33)  und  {M\ 
für  Fi«)  angegebenen  Reihen  den  Best  Vi  der  Reihe  (251.  M 
orhftit  man  mit  Hülfe  der  Gleichong  (26)  AuHdrücke  fUr  die 
Reste  jener.    Benutzt  man  die  Gleichung: 

J/(jf)  {  co«2if  +  cos  4y +  . ..  +  cos2iiy  }dy 

=  -j//ty)''y  +  l=tf  i/(0)  4-/(:i)  +/i2ji)  +/{3ff)  +  .^ 

n 
in  Tfelcher  n   eine  unendlie-h  grosse  Zahl  bedeutet,  so  st( 
sich  diese  Ausdrücke  in  t-iuer  Form  dai-.  diy  äliiilicU  d'-rjei: 
ist.  in  welcher   l'i  in  (27)  angegeben  ist,  iu  einer  Form,  we 
»igt,  das»  ihre  Werthe  beliebig  klein  gemacht  werden  kOnuen 
dadurcli,   dass   mau    den    rL't.'lli>a  Theil    von  u    mit  HoUe 
tileicliung  (12)  mehr  und  mehr  vergr&ssert     Nimmt  man 
jenen  Bestausdrttcken  nicht  die   augedeutete  Transfoi 
Tor  und  st4-llt  iu  Beziehung  auf  aie  eine  Bctrachtuug  an, 
sie  in  Beziehung  auf  den  Ausdruck    von    1*.  in  (26)  oben 
gegeben   ist,   so   sieht  man,  dass  die  Ueiheo  fQr  F(u)    in  (S 
und  (34)  noch    eine  andi^ro  Bedeutung  habeu.     Ist  nämlich 
unendlich  gross,  so  geben    dit-jonigeu  Glieder    der  Reibe   (J 
welche  nicht  verschwinden,  den  "Werth  von  F{u)  bis  auf 
unendlich  kleine  Grösse  genau  an;  ist  Qberdiea  der 
Theil  Ton  m  von  der  Ordnung  von  iK,  so   gilt  dasselbe  xnn- 
der  Reihe  (34).     Es  ist  hiemacli,  wenn  A"  unendlich  groes  is(:_ 

(35)       Ä'ir(»)=  -iog(-21og7)-^(i)  +logj^. 

ond,  wenn  überdies  der  imaginSre  Tbeü  von  n  ron  der  Ot 
nung  Ton  iK  ist: 


auf  cwei  leitendeo  Kugeln.  09 

(36)  KFiui^-logil-e-'^, 

wo 

Mit  Hülfe   Ton  (33)  und  (34)   ist  es  leicht  Gleichungen  zu 
bilden,   welche  statt    der  Gleichungen  (16)  und  (19)  zur  Be- 
rechnung von  f{x)  und  y  dienen  können. 
Setzt  man 

BO  findet  man 

•^tt)  =  ^(?t)-logj(i^+,^.) 

und  J(t)  =  i2,  wo  ü"=log-^^^~^.    Für  die  in   (19)    vor- 
kommende Grösse  S{t)  erhält  man: 


^t*)=-2i^.^^°^=r 


Hier,  wie  dort,  bedeutet  ii  die  Beihe  (32)  und  ist 

C=-logt; 
die  Weithe  von  t  sind  die  in  (16)  und  (19)  angegebenen. 

Für  das  in  der  Reihe  für  ff{t)  vorkommende  U  hat  man: 

(if    ~  (l-t-t*)" 

rft'   ~  "       (l+t*)» 
und  äUgemein: 


wo 


^=(„+l)_3", 

S.  =  (l+^-(«+l)3-  +  5-, 


1  .  2 


«i-^^^^-'-^^f'^'  +  l'  +  D^"-'-, 
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Deber  di«  Vertfaeilong  der  EtektiicilCt  etc. 


Es  soll  scliUesalicb  noch  d«r  Fall  betrachtet  werdeo^  daa 
die  beidcu  Kugeln  einander  berdbreQ  uud  dos  Gt-sammlputRatial 
in  üinen  «inen  gleichen  WcrtL  hat 

Setzt  man  dou  Abstand  der  beiden  Kugeln  aU  uneadlicb 
klein  voraus  und  be7^ichnet  ilin  durch  t,  d.  h.  mucht  man 

so  tindet  man  aus  (4)  und  (6) 


^=•-^1^ 
-l/^ 


und  aas  (5)  und  (15)  unter  der  Annahme,  doss  1- 
grosa  gegen  Ve  ist: 


,        2x   ./ib 

J!l  =  _^_1 1. 

£•         1+Ä1-*        '' 

t(^ 6      j 

JT   ~  1+61— i/' 
Nach  (t)  hat  man: 

and  daher  nach  (14),  (35)  und  (36): 


(87) 


/(')=*.4.d:.{^(r^Ä)-^i^r^-0)- 


Diese  Gleichung  gilt  auch  fOr  diejenigen  Werthe  tod  ', 
weicht)  u,  negativ  itt,  obwohl  bei  der  Ableitung  von  (35}  und 
(S$)  Torauggcsetzt  wurde,  dnss  der  reell<>  Tliei)  von  h  po^itir 
B6L  Von  der  Bicbtigkeit  dieser  Behauptung  Überzeugt  man 
sich  leicht  mit  HülTu  der  Gleichuiig  (12)  und  der  Gleichung 

w((i — 1)  =  ü)(o)  —  ~. 

Die  Gleichung  (37)  stimmt  nüt  der  Gleichung  (115)  in  Plani 

Abhandlung  fiberein. 


Zur  lliwrie  do  C»udeDnt«ra. 
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Zar  Theori«  des  Cond«nsators.>) 

KiD  Condensator,  der  zu  Messungen  dienen  soll,  besteht 
in  aeiuer  gevöbnlicbsten  und  einfachsttiii  Gh>Htalt  aus  zwei 
gicichpn,  kreiaförmigeu  MetallptatUm,  die  nahe  bei  einander 
and  80  aufgestellt  sind,  dass  sie  eine  gemeiuscbaftUche  Are 
haben.  IHe  Aufgabe  der  Tbeorie  des  Condensators  iat  es, 
die  Elektricitätemciigen  an/ugebi-n,  die  die  beiden  Platten 
enthalten,  wenn  das  Potential  in  ihnen  Kwei  gegebene,  ver- 
schioileno  Wci-thc  besitzt.  Nuherungswciae  lassen  diese  Elek- 
tricitätsm engen  sich  s«hr  leicht  finden;  D&berungsweise  ist 
uimlich  nur  auf  den  ebmider  zugekehrten  Flüchen  der  Coii- 
dGus&terplatton  Elcktricit^t  vorhnndcQ  und  diese  ist  gleicli- 
nässig  auf  jeder  von  dieeen  Flächen  verbreitet  mit  einer 
Dichtigkeit,  die  auf  der  einen  poüitiv,  auf  der  andern  negativ 
ißt,  und  deren  absoluter  Werth  gleich  ist  dem  Unterschiede 
der  beiden  Pott>nti!Uw(>rthe,  dividirt  durch  den  Abstand  der 
beiden  Fläclipn  und  dtirrli  .IvT.  Nur  ganz  nahe  an  den  Rän- 
deni  hat  die  Dichliglteil  Werthe,  die  von  dem  aagagebenun 
erheblich  abweichen.  Eine  genauere  IjÜKung  des  genannten 
FroUems  hat  zuerst  Hr.  Clansius*)  gegeben;  jedoch  nur  unter 
der  Voranssctyiuig,  daas  tlit;  Dicke  der  Platten  venichwüidend 
Idein  auch  gegen  ihren  Abstand  ist,  einer  Voraussetzung,  die 
bei  den  nieiateu  Vereuchen  nicht  zutrifft.  Die  Rechnungen, 
durch  welche  Hr.  Clausiue  zu  seiueiii  Resultate  gckngt,  sind 
sehr  beschwerlidi;  Hr.  Htrlmholtz  hat  hei  einer  Mittheilung, 
die  er  der  Akademie  am  23.  April  1868  über  diacontinuirhche 
FlUittügkfiitsboweguiigeii  gemacht  hat,  eine  Mt^'thude  kennen 
gelehit,  die  sehr  viel  leichter  zu  demselben  Resultate  fuhrt, 
mul  die  auf  der  Tlieorie  der  Funktionen  eine?  komplexen 
Arguments  oder,  wa^  dosselbf  ist,  auf  der  Tbeorie  der 
couformen  Abbildung  eines  ebenen  Plächenstückö  auf  einen» 
andern  berulit.  Diese  Methode  iU->i  Hrn.  Hulmholtz  erlaubt 
aach   die  Dicke  der  Condensatorplatten    zu    berücksichtigen, 


1  Hon&teberidit  der  Akad  iL  Wias.  zu  Burliu  v.  15.  Mm  18Tt. 
*)  PosK.  Ann.  Bd.  M. 
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ttor». 


wenn  man  die  ÄfeÜiodn  zti  HüJfc  rieht,  «He  Hr.  Schirarts^ 
atigegcbeo  hat,  um  irgeud  ein  durch  gerade  Iiittieo  bc 
ebenots  Fl&chenstUck  auf  eineni  andcnt,  durch  gerade  Linien 
b^renzten,  ebenen  Plächeii stocke  conform  abzubilden.  Dio- 
»cUKa  Mittel  reichen  auch  aus,  um  die  Theorie  des  von  Sir 
William  Thomson  constrmrtcn  Condcnsators  zu  «atvick« 
bei  dem  ein  sogenannter  Sohutzring  benutzt  ist,  and  der 
dem  einfiichereu  dfidurch  luimeiitiich  ^lich  aaszeichnet, 
bei  ibm  der  EinfluBs  nicht  zu  fhrchten  ist,  den  Nassere  eldc- 
Irische  KräAe  auf  die  Theile  des  Condenttator«)  etwa  attsOboL 
Es  sei  <f  das  Potential  ron  elelttrisrh^n  Massen,  die 
symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Axe  vertheilt  sind,  in  Bezog 
auf  einen  Punkt,  der  um  g  von  dieser  Äxe  absteht,  and 
dessen  Ordinate  parallel  derselben  y  ist;  dann  ist  tp  eine 
Funktion  von  y  und  p,  die  der  Gleichung 

oder,  wn«  dasselbe  ist,  der  Gleichung 


genügt.     Hiernach  giebt   es   eine  Funktion    von  y  and 
^  genannt  werden  möge,  fllr  welche 


(l) 

ist,  woraus  folgt 


Ans  den  Gleichungen  (1)  folgt  auch 

mid  hierdurch  ist  aasgedr&ckt,  dass  -^fi  =  const.  die  61ei( 
der  Kraflltni«:ti  ini,  der  Linien,  die  die  Flächen   gleichen  F« 
tentials  senkrecht  schneiden. 

24un  sei  die  EU'ktricitüt,  deren  Potential  <f  bcKeiriiaoti 
auf  leitenden  ßotaÜonükiirp^m,  deren  Hotationeaxe  die  i/'Am 
ist,  Terbreitet.    Ee  sei  femer  ril  ein  Element  einer  Mcridiia- 


')  Bonrhardt'H  Joamal.  Bd.  7a 
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curre  einer  d«r  LeiteroberSilchen,  n  die  CDUpi-ecbende,  nach 
Aussen  gerichtete  ^onnale  derselfoeo;  dann  ist 

|eiO,  also  1^  =  0, 


Si 


dn 


mithin 


wo  l  eine  bclifbigc  von  (loit  bi-idon  Richtungtüi  des  Elftmentca 
Hl  bedeutet.    Die  erste  der  ä-leicfaniigen  (1)  ergiebt  daher 

ß|2cos(«y}  =  ^cos(ip). 

Nun  ist  cos(h_«i  =  ±  cos  (/(»);  man  wähle  die  Richtung  l 
»o,  dass  Uq)  tipitz  oder  ntumpf  ist,  j(-  narhdem  (nr/)  spitz  oder 
stumpf  ist;  dann  gilt  das  obere  Vorzeichen  und  man  liat 

Bezeichnet  A  die  Dichtigkeit  der  Elektrjcität  in  einem  Punkte 
der  Leileroberdache,  so  ist  aber 

es  ist  also  aach 


ff»--*«*?. 


Diese  Glnchung  multiplicire  man  mit  dl  luid  inlegrire  nach 
/  TOn  dem  Heineren  Wertlie  t  bis  zu  dem  gröNseren  T;  dann 
erh&tt  man 

(2)  2.  =  y-v", 

wo  r  die  £lektricit&t«mcnga  bedeutet,  welche  auf  der  Riiig- 
fläclift  sich  beHndet,  die  durch  die  Kreise  1=1  und  /  =  /'  bc- 
Kreiizt  ist,  und  u«'  und  w"  die  Wcrtlie  Yon  ^ii  sind,  die  diesen 
Werthe«  von  /  cntspreclien.  Hiernach  reicht  es  zur  Bealim- 
xaong  der  Vertbeiiung  der  Elektricität  auf  den  Leiterobcr- 
flächeti  aus,  die  Funktion  \p  lUr  alle  Punkte  dieser  zu  er- 
mitteln. 

Jetst  werde  angeuommeu,  dass  die  Leiter  die  beiden 
ten  eineti  Comlensators  sind;  filr  die  Gnindfiäehen  der 
einen  sei  y  =  a  and  y  =  «  +  fi.  flu-  die  der  andern  y  =  —  n 
und  ff  =  —  (a  +  b),  so  dase  b  ihre  Dicke,  2^i  ihr  Abstand  ist; 
(Qr  ihre  iUadflftchen  «ei  n  ^  It.     li  soll  als  endlich,  a  und  f> 
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solle»  hIs  oiicndlicb  klein  atigeiiommen  und  die  Wertiio  TOD 
\p  bis  auf  unendlich  klt-ine  Grössen  bostimmt  werdeu.  Es  ist 
ausreichend  d&ü  Fall  zu  betrachten,  diL-^s  die  Potentialwirthe 
in  den  beiden  Pktteii  +  1  und  —  1  sind,  und  den  Fall,  dass 
beide  +  1  sind;  ist  iUr  diese  beiden  Fälle  ip  bestimmt,  so 
findet  man  da-ssetbe  auf  bebuuitv  Weise  (Ur  den  Fall,  da» 
die  beiden  Potentialwerthe  irgend  welche  sind. 

Es  sei  also  zunächst  171  =  1  in  der  Platte,  iu  der  1/ 
tive  Wcrthc  bat,  y  =  —  1  in  der  anderen.    Für  alle 
des  Baumes,  diu  in  Entfi'munfien  von  den  Rändern  der  Platte' 
liegen,  die  gegen  a  unendlich  gro.ts  sind,  lassen  sich  dann  die 
Wetthc  Ton  <p  und  ip  in  der  folgenden  Weise  angeben.  Man 
bezeichne   durch   dg  ein  Element  dtT  Kreisfläche,  ftlr  deren 
Grenze  y  =  0,  o  =  R  wt,   durch  r   den  ÄbstAnd  dieses  El*- , 
mcntcs  Ton  dem  Punkte,  auf  den  man  tf  und  if  bezieht, 
setze 


■f^- 


t         Ä  TT 

\p  =  -— ö  a-  4-con9t. 

Xn  '    Co 


Für  diejenigen  Punkt«  der  bezeiclineteQ  Art,  die  nidit 
zviRChcn  den  Platten  liegen,  Ist  dann 

^ iBT 

^  3n  iljl  '  Xi\'    Cg 

Dieses  ip  hat  eine  einfache  geonietrii>che  Bedeutung:  e»  ist 
gleich  der  scheinbart'n  Grösse  der  FUlche,  deren  Element  di 
genannt  worden  ist.  von  Jeiu  Punkte  aus  gesehu,  auf  difii  sich 
tf  bezieht,  diridiil  durdi  2n,  mit  dem  pOKitiven  oder  negati* 
ven  ZeicJien,  je  nachdem  dieser  Piuikt  ein  positiTee  oder 
negatires  y  liat.  Ist  die  kürzeste  Entferaung  dieses  Punktes 
Ton  den  BAndem  der  Platten  uiicndlidi  kltnu  gegen  H,  so  i»t 
hiernach,  wenn  mau 

(3)  Ä-ö  =  » 
setzt, 

(4)  y==  — iarctg^, 

wobei  die  Vieldeutigkeit  des  arctg  durch  die  Bedingung 
hoben  wird,  das  if  rerschwindet,  wenn  y  =  0  und  x  negatir 
ist    Um  y  ftü*  die  Punkte  d^r  OherHächeu   der  litten  ba- 
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rechnen  za  können,   braucht  man  nur  den  Werth  von  U  für 
^  i=t  0  za  kennen.    Dieser  Werth  ist 

wo 


0 

Setzt  man  noch 

pT       du 


so  ist 


dE       E-K 

dk  -      k    ' 

nnd  daher 

(5) 

tp=-R{E—K)  +  const. 

Ist  das  dnrch  (3)  bestimmte  x  imendlich  klein  gegen  R,  so 
folgt  hieraus 

C«)  v=^(2-lg?^)  +  con8t 

Für  Punkte,  deren  Abstände  von  den  Rändern  der  Platten 
unendhch  gross  gegen  a  sind,  und  die  zwischen  den  Platten 
liegen,  ist 

(7)  9«f 
und 

(8)  t^  =  |^_const. 

Ist  X  80  klein,  dass  —  verschwindet,  so  ist  hiernach 

(9)  ^=g_^_con8t 

Nim  handelt  es  sich  darum  cp  und  i/r  für  den  Raum  zu 
finden,  für  den  x  und  y  von  der  Ordnung  von  a  sind.  Die 
Gleichungen  (1)  werden  für  diesen 

Öa-  ~  öy   '  ■3y~"dx 

nnd  zeigen  also,  dass,  wenn  man 

(10)  »  =  9  +  1^     ,     z  =  x  +  iy 
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setzt,  IC  eine  Fnaktion  von  :  isL  Dorcb  diese  Bedingung  ist 
91  Tollständig,  IT  bis  auf  eine  odditiTe  CoDstante  bestirnnt, 
wenn  man  hinzanimmt ,  da»«  au  der  Otx-rflacbe  der  euxü 
Platte  9  =  1.  an  der  der  andern  tp  =  —  l  wird,  da»  axaur- 
halb  der  Platten,  da  wo  j-  und  y  aDeodüch  gross  gegen  a  aatd, 
dio  GlticboDg  (4),  imd  zrischcQ  den  Plattes  da,  wo  j-  nnendbcA 
gross  gegen  a  ist,  die  (rleichung  (1)  crföUt  -werden  muss.  Isl 
V  als  Funktion  ron  s  bestimmt,  so  wird  durch  die  B«ziehniig 

zviecben  z  und  v,  wenn  man  f.  and  ^  als  rt^cbtiriDklige  Coor- 

dinatcn  eines  Punktes  ansieht,  das  zu  betrachtende  Gebiet  im 
z  aoT  einem  unendlichen  Streifen  in  der  rr-Ebene  confonn  ih- 
gebildet;  es  muss  die  Btuiehung  zn'ischen  ir  und  z,  die  i&ne 
AbbildoDg  Tennittelt,  aufgesucht  werden,  and  das  ist  mSgKch 
vermöge  der  Eingangs  erwÄhuten  Methode  des  Hm.  Schwarti. 
Es  werde  eine  dritte  complexe  Variable,  die  /  genannt 
werden  möge,  eingeführt,  and  man  setze 


(U) 


0(0,-0  ".(«,-')■ 


'...(«,-0  ^ 


vo  C  eine  im  AUgemeiuen  complexe  Constante,  H]  ,0,,...,«^ 
«,,...  reelle  Constanteu  und  tf, ,<;,,...  rational  sein  soIImi 
Ihirch  diese  Beziehung  zwischen  i  und  /  wird  ein  Gebiet  d« 
f-Et>onc,  das  tiinreiciiend  bc^cbrätikt  ist,  auf  einem  gewiscco 
Gebiet   der   z-Ebene   coitform    abgebildi't,   wenn  die  nOthJgtn 

Bestinunungen   getniffen   gind,  um   die  Vieldeutigkeit  von  j^ 

zu  heben.  Das  Gebiet  von  /  sei  begrenit  dur*'h  die  Axe, 
auf  der  t  reell  ist,  nnd  einen  luu  den  Punkt  I  -=  0  mit  einem 
unendlich  grossen  RadiuH  besclirifbeiieii  Halbkreis  aaf  der 
Seite,  auf  der  der  imaginäre  Theil  von  t  gleich  i  nuü  läaa 
positiven  Grösse  ist;  auitgeschlossen  seien  aber  noch  unendlkk 
kleine  Flächen,  die  durch  Halbkreise  begrenzt  aind,  die  da 
Badiiu  c  und  xa  Mittelpunkten  die  Pnnkte  <»<>,*  >=a,,... 
haben.    Dieses  Gebiet  von  /  ist  ein  einfach  zusammeabängeDdls, 

in  dem  ^  ^  nicht  unstetig  wird,   and  in  dem  kein  Punkt  liflgl, 

für   welchen  zwei,  im  Allgemeinen  versclüedeue  'Werthe  von 

j-  einander  gleich  sind.    Danins   folgt,  das»,   wenn   man 
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(f* 


einen  Punkt  des  ^-Gebietes  einen  Ton  den  WerÜioö,  die  j-. 


dt 


hier  haben   kanu,   nach  Wütktti*  feetsetet,  -r-,  in  dem  ganzen 

Gebiete   eindeutig    bestimmt   ist.     Da  in  diesem   Gebieto  ^. 

anch  nicht  Terschmudci,  so  ist  2  eine  Fiuiktioii  ron  t,  durch 
welche  das  Gebiet  von  t  auf  dem  entsprecheiideti  Gebiet  «oii  2 
conform  at^ebildet  wird.  E»  ist  leicht  zu  zeigen,  du«»  die 
Qrensen  des  letzteren«  soweit  sie  endlich  sind^  aiis  geraden 
Linien  bcirtchn,  un(i  die  Winkel  zii  ünden,  die  je  zwei  auf- 
eioanderfolgende  von  diesen  Linien  mit  einander  bilden.  Man 
setze 


(18) 


dt 


J-.  =  JW(cos  tt-  +  f'sin  tV-) ; 


dt 


M,  der  Modal  Tonj^,  ist  dann  das  Verhältniss  der  linearen 

Ihmensionen  entnpreciiender,  unendlich  kleiner  Gebiete  von  r 
and  t,  and  &  ist,  wenn  die  Axen  do8  Reellen  und  die  des 
Iiuagiiiäreii  in  der  :-Ebene  und  der  /-Ebene  parallel  fiiud,  der 
AVinkel,  um  den  dos  2-Gebiet  gegen  das  r-Gebiet  in  positivem 
ffiniie  gedreht  ist,  d.  h.  in  dem  Sinne,  in  dem  die  x-Axe  um 

■j-  gedreht  wei-den   muss,   um   der  y-Axe  parallel  zu  werden. 

Es  m&ge  festgesetzt  »ein,  üass  ftU'  einen  reellen,  negativen, 
unendlich  groüaen  Werth  von  /  alle  Faktoren  von  ('  in  der 
Gleicbuog  (11)  reell  und  positiv  sind.  LSsat  nmn  t  aul'  der 
GreiiM  »eines  Gebiete»   von  —  00   bis  « ~  <  wachsen,  wo  a 

irgend  eine  der  Grössen  0^,0^..  bedeutet,  »o  bleibt  (et — t)  , 
wo  a  diejciiigü  der  GrÖesen  «,  ,  », . .  bezeichnet,  die  dem  a 
entspricht,  reell  und  positiv.  Für  den  Halbkreis,  den  der 
PoiJrt  (  bei  seinem  weiteren  Fortschreiten  auf  der  (Srenzo  zu 
dorchlaofcn  bat,  setze  man 

(13)  «  —  t  =  «(cos  6» —  i'siniw), 

HO  da-iH  E»  von  0  bis  n  wachst,  wälirend  der  Punkt  /  den  Halb- 
kreis beschreibt.     Während  dieses  geschieht,  ist 

(«  —  t)-*  =  I  -"  (cos  aia  +  imnam), 
und  daher  ist  für  t  =  a  +  t 

(«—/)-"  =  |-"(cosaa  +  i9inBB). 
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Wächst  t  durch  trvlle  WcrÜie  weiter,  so  ändert  äcli  nur  der 
Modul  dieser  Grösse,  wähi*end  die  Pottnz  von  —  1,  die  ihren 
zweitea    Faktor    bildet,    ungfäDd«rt    bleibt.    Durchläuft    der 
Punkt  t  einen  der  geradlinigen  Thcile  seines  Gebietes,  eo  bleibt 
daherderdui-ch  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  definirt«  Winkel 
&  ungeändert;  durcbl&uft  er  den  um  t=  a  bescliriebenen  Halb- 
kreis, so  wiichst  «>  um  tf  .f.     Den  »  +  J  geradlinigen  Tbeüei 
der  Grenze  des  /•Gebietes  eutäpreclieu  daher  eben  ao  riel  ge* 
rade  Linien  in  der  Grenze  des  2<Grebietes;  von  je  zwei  auf* 
einander  folgenden   von  diesen  ist  die  zweite  gegen  die  ersM 
um  den   Winkel  «x    in   {lotüüvem   Sinne    gedreht     AVelc^ 
Linie  im  x-Gvhiet  dem  um  t  =  n  bescliiiebenen  Halbkreis  im 
^Gebiet  ent«priclit,  erkennt  man,  wenn  man  crwflgt,  dass,  wemi 
a  —  (  imenitUch  klein  ist, 


also 


oder  nach  (13) 


5?^ A{a~ei-', 


_^..-. 


1  —  B 


('-•[cö8(l— a)w  — isin(l— w)»]  +  ß 


ist,  -wo  A  und  ß  zwei  endliche,  complexe  Constanten  bedooten. 
Hiernach  Itt  die  geHUcblc  Linie  ein  Krei^ibogen,  dessen  Mittel 
punkt  im  JBndlichcn  liegt,  nlUnHch  der  Pnnkt  r  =  ff  igt,  and 
dessen  Radius  uueudlicb  klein  oder  unendlich  gross  tat,  je 
nachdem  a  <  1  oder  a  >  1.     lat  a  =  I,  so  bat  man 

i»^ A_ 

it  a—t' 


also 


z  =  A\g{a—i!i+ß 


oder  nach  (13) 

.■  =  A(ifit-;tu)  +  B, 

woraus  herroi^eht.  diisn  dii.>  Linie  gerade  ist,  im  Cnent 
liegt  und  eine  i-ndlirbc  L&nge  besitzt,  die  gk-ich  n  mal  dsn 
Modal  TOD  A  ist  Durchläuft  der  Punkt  t  seinen  Halbkiflii 
mit  gleiehbleibender  Gt-ächwindigkeit,  so  wird  die  entsfireohODdi 
Linie  run  dem  Punkte  z  auch  mit  gleichbleibender  Gcscbmi- 
digkeit  diircblaxifen.  Was  endlich  den  unendlichen  Halbkreis 
in  der  Grenze  des  f- Gebietes  anbetrifft,  so  ist  fttr  diesen 
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dt 


=  c(-0 


also 


Mit  HlÜfe  TOD  (13)  erkeimt  mau,  dass  hierdorch  ein  Kreisbogen 
dargestellt  Ut,  der  zum  Mittelpunkte  den  im  Endlichen  lie- 
genden Punkt  t  =  B  hat,  imd  dessen  Radius  unendlich  gross 
oder  unendlich  klein  ist,  je  nachdem  «i  +  c,  +  ■■  +  ««^  1  oder 
>  l.  Er  wird  tod  dem  Punkte  a  mit  glrichbleibeuder  Ge- 
Robwiiidigkeit  durc)ilaufen,  wenn  der  Pmakt  f  teiiieQ  Halbkreis 
mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  durrhlUuft. 

Ist  das  :-Gebiet  gegeben,  so  ist  zunächst  «  bokanntr  da 
n  +  1  die  Zahl  der  geraiien,  im  BiidUrhen  liegenden  StUcke 
der  Begmnztmg  ist :  tÜT  u,  n ,  </.  n , . .  o,  n  kiuin  man  n  beliebige 
(IßT  n  +  l  Winkel  setzen,  die  je  zwei  aufeinandei-i'o3geiide  dieser 
Btrgn;ny:uiig!»tücke  in  dem  oben  bezviclmetcu  Sinne  mit  ein« 
»jider  bilden.  Die  Grössen  a  und  »liv  Grösse  C  können  theil- 
wcise  behehig  gcwiÜiH  wi-rden,  theilweise  sind  sie  durch  che 
DimensioncD  und  die  Lage  des  r-Gebietei?  zu  bostimmen. 

Für  diis  Gebiet  von  :>  auf  welches  die  hier  zu  eutwickelnde 
Tkt-oriu  de»  Coudcn-sators  geführt  hat,  kaim  nmu  hiernach  setzen 

t 
wo  ft  and  X  jcwei  reelle,  podtire  Constanten  bedeuten.     Den 
Punkten  /  «  ±  i  entsprechen  dann,  wenn  fi.  >  ).  ist,  die  Pimkte 
j  =  ±  ia,  de»  Punkten  (=  ±^  die  Punkt«  z  =  ±«(a4-  ft), 
dem  unendlich  kleinen»  um  ^  =  0  beschriebenen  Halbkreise,  der 

zur  Grenze   des  ^Gebietes  gehört,  die  Linie,  fUr  diu    -   einen 

unendlich  grossen,  positiven,  constanten  Wertli  hat,  und  t^ 
deren  Endpunkte  y  =  ±  a  ist,  dem  niiendhchcu  Hiilbkreiüe 
endlieh,  der  die  Grenze  des  /-Gebietes  TerrotlstÄndigt,  ein  gegen 
«  uaendlicbcr  Kreisbogen,  dem  nur  ein  gegen  a  endliches  StUi^k 
iofaltr  um  ein  voller  Eneis  zu  sein,  imd  ffir  dessen  Endpunkte 

—   einen  unendlich  gi-ossen ,  positiven  Werth   hat   und  y  = 

±  (a  +  A)  ist  Um  die  Constanlen  X,  ft  dnrch  a  und  b  auszu- 
drücken, integrire  man  zunächst  di«  Gleichung  (14)  Über  den 
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uneDcUicli   kleinco,  um  /  =  0   bescbri«beucii  U&lbkreüj    dMm 
findet  mau 

Dieselbe  Gleichung  iategrire  man  fenier  Über  den  uiieii< 
groBs«n,  zur  Qreuze  des  f-Gebietes  geliörigeu  Halbkreis; 
hat  hierbei 

za  B«tzca  und  findet  daher 

Hieraus  folgt 

(15)  ^  +  i  =  y/Xlim-,^_X 

Um  die  gesucht«  Bezieliang  zwischen  z  und  dem  durcf 
deänii'ttn  w  zu  fijidcu,  mxxsa  man  zu  der  jetzt  fcstgestelltio 
Beziehung  zwisclien  s  und  /  eine  zwischen  t  und  k  lÜDzauehneB. 
durt-ih  welche  das  (iebiet  von  t  conform  abgebildet  wird  anf 
eiueu)  unendlich  längen  Streifen  iu  der  tc-Kbene,  roti  dMaec 
£iide»  das  eine  um^tidlich  kleineu,  das  niidero  uni'udlich  gromii 
Werthcii  von  t  entapricbt.  Eine  solche  Abbildung  wird  «r» 
mittelt  durch 

dw      A 

Jt  "  t' 
also 

w  =  Algt  +  B;  _ 

die  Constanten  A  und  B  sind  hier  m  zu  bestimmen,  dass  ^ 
(d.  h.  der  reelle  Theil  von  ic)  +  1  ist  flir  pasitive  uud  -•, 
nejcatire  reelle  Worthe  ron  /.    Hiernach  iat 

zu  setzen,  wo  Igt  filr  positive  Wei-the  von  I  reell  zu  DehmeA 
iät  und  ('  eine  reelle  Const&nte  bi-deutct.  Nun  aoll  v^  fftr  die 
Punkt«  der  Oberfläche  der  Coudeusatorplatte  bestimmt  weiden, 
für  welche  9:  =  -i- 1  ist.  Für  diese  Oberdäcbe  ist  t  positiT 
und  diüier 

(16)  ./'=^-lg'+t'Ä. 
Für  die  Mitte  der  fto&seren  Gnuiddäche  der  betrachteten 


Zur  Tbcorie  des  Coailenuton. 


Ill 


ilL-naatorplatte  mOge  if  =0  angeDommen  werdou;  daiiii  läsAt 
sich  ('  iu  der  folgeodeu  Weise  bcsttmineii.  Mun  betrachte 
einen  Punkt  der  iiiiüstTOn  GrumlHüclio,  ftir  den  x  unt-iidlich 
gross  gegen  a  unU  uueiidhch  klein  gcgeu  R  ist.  FUr  dicaeu 
Punkt  ist  t  unendlich  gross  und  daher  nach  (14) 

WO  A  eine  endliche  Coustaute  bedeutet.    Daraus  folgt,  dass 
F'bis  auf  unendhcli  Kleines 

lg|=2Igf  und  Ig-^  =21g( 

ist;  aus  (10)  orgiebt  sich  hiernach 

,^  =  Jlgi.  +  CÄ. 

Andererseits  Ut  fllr  denselben  Punkt  nach  (6) 

and  dalier 

(17) 

Nun  wi"nle  t-iii  Punkt  der  binerpn  Grunilfläi^he  ins  Äuge 
gefksBt,  iUr  den  j  uuf-udllch  gras^  gegen  n  uud  unendlich  klein 
gegen  R  ist  FOr  dietten  ist  t  unendlich  klein  und  zwischen 
T  mid  /  besteht  nach  (15)  die  Helatioti 


<^-H'-'^'f)- 


^2ajy:^^\^i^*-''Ku. 


bei  Bücksicht  dafauf^  dass  /  unendlich  klein  i^t,  folgt  hieraus 
oder  bei  RQckäicht  auf  (13) 
Hesen  Ausdruck,  so  wie  den  in  (17)  angegebenen  Worth  von 
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C  denke  man  sich  in  (16)  substituirt  und  vergleiche  d&s  B^ 
sultat  mit  der  (ileicbasg 


'P  =  a;^  ~  V  -  '=*"^' 


di«  nach  (9)  gut,  falls  —  unendlich    klein   ist.     Die    mit 
bezeichnete  Grösse  f;rgiebt  dcb  il&nn 


(18) 

wo  c  ^**  Basis  der  natürlichen  Logaritlimen  bedenteL 
Aiwdiuck  ist  nach  (Ö)  and  (2]  da»  Duiipc-Ut  der  Elel 
mengt'r  welclie  die  ganze  Conden»atoipIattc  entli&lt. 

Die  EKiktricitatsmenge    der  zweiten  Condensatorpl 
eben  60  gross,  aber  tod  eDtgegengesetztcm  VorzcichciL 

Setzt  manfr=0,  ho  kommt  man  auf  den  von  Hm.  ClaDsi«f 
behandelten  Fall;  der  Ausdruck  (18)  wird  dann 

oder,  wenn  man  für  n  und  r  Qire  Zablenwerlhe  setzt, 

Statt  dessen  hat  Hr.  Claueius  bei  der  hier  gebrauchten 
Zeichnung  gefondea 

Der  Untersdiied   der  Zalilencoefficienten    erklärt  sich  dnrtt' 
die  [Jnsicherbeit,   die   die    lange    ntimerische  Reclmong,  dardi 
welche  Hr.  ülausius   zu    seinem  Keäultate  gelangt  ist»  DOtb_ 
wendig  mit  sich  brachte. 

Viel  leichter  ist  der  mrcite  der  bcdden  Fülc  zn  hehandc 
die  hier  betrachtet  irerden  eollten,  der  Pall,  Aa&i  in  betdtn 
Platten  <;r^  =  1  iäU  In  diesem  iät  fUr  alle  Punkte  des  RaoioM 
bis  auf  unendlich  Kleines 

y  =  ?aretg^, 

wo  u  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


ist  and  wo  der  arctg  zwischen  0  and  ^^  liegt:  d.  h.  es  hat 
denselben  Werth,  wie  wenn  statt  der  beideu  Platten  nur 
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vorhanden  würe.    Die  Elektricitätemenge  einer  jeden  d«T  beide» 

Platten  ist 


£)ssotljetzt  die  Theorie  des  Eingang  erwähnten  Thomson- 
schen  Condeataton  entwickelt  werden.  £ä  läSHt  sieb  derselbe 
folgendermasscn  bwohrriben:  dnr  unl««»,  borizonule  Boden 
einer  meiaüiicu,  cjlindi-tscbpu  Bllclise  besteht  aus  zwei  Tbeilen, 
entem  AwtMjren,  dem  Schutzringe,  und  einem  inneren,  der  die 
Collektorjiktto  genannt  wei-den  möge;  unter  diesem  Boden, 
in  Ideiui-m  Ahst&nde  ron  dem^lbcn  befindet  sich  eine  Metall* 
platte  Too  gleicher  Grösse.  Das  Pottntiai  in  dieser  sei  =  0, 
«SUirend  es  in  der  BDchse  luid  der  Collektorplatte  =  1  sei; 
tat  handi'It  sicli  darunj,  die  Elcktricitatameiigc  der  C(iII«^ktor- 
platte  za  finden.  Die  Gleicliiing  der  oberen  Flächv  der  Platte, 
in  der  tf.  =  0  ist,  sei  y  =  0,  die  Gleichungen  der  Gruiidlläcben 
der  Ccilloktorplattc  und  des  Schutzriiigeü  seien  y  =  a  uiid 
jr  =  a  +  &,  die  Gleichungen  der  iiandfl&chen  der  Collektor* 
platte  und  de»  Schatzringee  endlich  g  =  R — c  und  q  =  R-^c, 
so  da«s  a  der  Abstand  der  OoUcktorplatte  von  der  unteren 
Platte,  b  die  Dicke  der  Collektorplatte  und  2r  die  Breite  des 
rii^fönnigca  Zwischenraumes  zwischen  dieser  und  dem  Schutz- 
ringe  bedeutet,  a,  b,  e  werden  als  unendiicb  klein  gegen  R, 
die  Breite  des  Scbutzringcs  nl»  von  demelben  Ordnung  wie  R 
Toransgesetzt. 

In  endUcber  Entfernung  von  dem  Kreise,  fllr  deu  j^  =  0, 
p  =  R  Vit,  int  uberbalb  der  Collektorplatte*  und  des  8cLutzring& 

f-'  -^  1,  untorbiüb  rf  =  ^,  dort  tat  yj  =  cocst,  hier 


w  =  i conflt 

zu 


(10) 

Es   sind  «I   und  tp  fOr  Punkte,  die  iiuendlieh  nahe  an  jenem 
Kreise  liegen,  zu  berecbneu.    Setzt  man  wieder 

R  —  g  =x,  x  +  ijf  =  I,  (f  +  i^=>tv, 

80  ist  w  eine  FonktioQ  von  r.  Man  bilde  das  zu  betrachtende 
Gebiet  Ton  z  wieder  auf  der  HÄlfte  der  /-Ebene  ab.  Das  ge- 
ieht  durch  die  Gleichung 


ri 


KiiGiifaurr. 


AbluodlancHb 
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(20)  Nds^X-^^-^^^dt, 

«0  iV,  A,  l   positdre    Constaiit«n  1>edeuten   sollen,    vhd    d< 
A<1  ond  JL>  1.     Den   anendlich   kleinen  Halblcreiseo, 

Mittelpunkte  die  Punkte  (=  ±  -sind,  nnd  die  znr  Grenze 

/•Gebietes  gehören,  entsprechen  dann  iii  der  Grenze  des 

bietes  gerade  Linien,  iUr  welche  '  =  ±  x  und  fiir  deren  Em!- 

punkte  j/  =  0  und  y  =  a  ist;  dem  unendlich  grossen  Halbkriw 
in  der  Grenze  des  ^Gebiete«  entspricht  ein  gegen  a  unetMÜicli 
grosser  Halbkreis  in  der  Grenze  des  z-Gcbietcs.   für  dcsäea 

Endpunkte  -  =  ±  oc  und  y  =  a  +  fi  ist;  den  Punkten 
/  =  ±  1  und  /  =  ±  1 

endtich  entsprochen  die  Punkte 

X  s=  ±c  +  ia  und  s  =  ±  c  4-  i"(ä  +Ä). 
Man  erhilit  die  verlangte  Beziehung  zwiacLen  x  und  k, 
man  zwischen  w  und  t  die  Gleichung 

fesbBetet,  in  der  C  eine  reelle  Constante  bedeutet.  Hiensi 
folgt  ftlr  die  Oberfläche  der  Collektoridatte,  fllr  die  Orist, 

(21)  v=^ig;^  +  CÄ. 

Die  Gleichung  (20)  lässt  sich  schreiben 


dt 


(;l._,^.l_V^'  +  l^•^;^ 


yäs=^    ... 

K(i-f')(i-*«r»)\ 

Bei  der  Bezeichnuugswcise  Jacobi's  ist  daher,  wenn  man 

(B>sinainN,ii     ,     1  =  k^majnu,k 
setzl^ 

Jvz  •■  — iiJ'Äma  +  A(«)  + 

oder  aacli 


tin  MIO  a 


'H(«.a) 


Macht  man  nun 


1^       Ja        da^  9{a)  da*  } 


(«)• 


80  kann  ßy  da 
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sin  am  et  >T 
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ist,  reell  und  zwischen  0  und  K  gewäUt  werden.    Man  hat  dann 


und  daher 


•'**'- "\      dß       dß'^»,(ß)  dß'       j 


+ 


d]g&(») 


di 


oder,  wenn  man 
setzt, 


+ii«l; 


9,(3~u)d  ,    -»(ß) 
(ß+u)dß^«&,(ß)' 


~:f-=»aß) 


dig9(u) 


"»A^dß   &(ß)    ^        du 

Die  Bedingung,  dass 

fiir  u=  ±K 


z  =  ±  c  +  ia 


und 


fäi  u=  ±K+iK'       z=:  ±c  +  i(a  +  b) 

werde,  ergiebt  zur  Bestimmung  der  3  Constanten,  N ,k,ß  die 
Gleichungen 


(22) 


Mß)dß  &{ß) 

K„-      «*_<?)„  i.A<& 

■"*"-         2»,iß)dß&{ß) 


in  Folge  der  beiden  ersten  von  diesen  läset  die  Gleichung  für 
Nz  sich  schreiben 

Nz-Nc^    I    rflg^W        Na,Q,{ß-u) 


(23)  "-        — -  j   -r         j^  „    *»#,(,?  +  ») 

Durch  EinfÖhmng  von  «  und  ;S  wird  die  Gleichung  (21) 

8* 
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_  Ä 1    aio wnit  —  ain «m ;f       ^^ 
^  ^  «    °  Bill  am  u  -f  «in  am  ff 
Ftlr  eiiien  Ihinkt  der  oberen  Gtruiidfiüclie  der  Collektorplatte, 

(Ur  den  -  unf^ndlicK  grosa  ist,  ist  sin  am  u  unendlich  gross,  aiw 

Setzt  luiui  für  Puüktß  dieser  Grundfläche,  deren  Eutfertiiuig«a 
vom  Räude    von   diT  Üniuuiig  yon  H   Hind,    und  ftlr    die, 
bemerkt,  i/*  constant  ist,  ifj  =  0 ,  so  ist  also  C  =  0  luid 

Far  Paukte  der  unteren  Grundfläche  der  CoUcktoqilat 
die'  unetulLich  gross  ist,  ist  u  —  j4  unendlich  klein  und  pontir, 
und  daher  nach  (23) 

und  »ach  (21) 

V" 
Beuutzt  man.  dass 


?T    ^  2  8Uiam^ 


sin  am.*  =  t^l  M'   cos  am  i  =  *<?>  ^ 


ö,  (0)  d  t^) 


*.W*W' 


DDd 

*(0)*,(0)*,(0).^,C2.^^  =  2!>[ß)it,m»M^,(ß} 
ist,  so  folgt  anit  diesen  beiden  Gleichungen 

^f^-  ä"   "^     n   USA'  "'' 

Da  nun  nach  (19}  wiederum 

3<i 


dfi 


+1«: 


w 


JZi 


—       —  const 


Lst   falls  '-  unendlich  klein,  so  ei-giebt  sich  ftir  die  mit  const 

bezeichnete  GrQMte,  d.  h.  ftir  das  Doppelte  der  Elektricitittu 
menge,  die  die  Colfektoiplatte  enthült,  der  Ausdruck 

Ä»       2fi/c,*«    .       7,     rf>g*(^   .   |-*.t!)*t(Ö\  I 


(2&)    7.- 


+  ig: 


2«  1%  U8Jr  '    ÄÄ'a       rf,^        '     "*».  {0)9.(0) 

Im  AJlg«mciao&  ist  die  BeiecfanuDg  dcssclbon  bescbweiiich,  <U 
sie  die  Auflösaogdcr  Glcichim;ren(22)  mich  A,  ,1  iVerfofdeit; 
«ic  tat  aber  sehr  leicht,  wenn  man  die  Dicke  der  Oollekto^ 
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platte  &  als  nneudlicb  gross  gegen  die  Breite  Hc  des  Zvtschen- 
rüiimes  zwischen  Uir  und  dem  Schatzritige  annimmt  und  sich 
begnügt,  neben  ihn  endlichen  Glicdi-m  die  nuendlicb  Ideiuen 
Glieder  niedrigster  Ordnung  zu  berUcksichtiijen.    Nimmt  man 

-  als  unendlich   gross   au    und    berücksichtigt    nur   endliche 

liliedeiv  so  genUgt  mim  den  Gleichungen  (22)  durch 

A  =  0,   tg/f  =  ^,Ar=iL. 

und  der  Ausdruck  (25)  wird  dann 

Um  seinen  Werth  genaner  zu  änden,  setze  man 

die  dritte  der  GleichiiDgen  (23)  giebt  dann 

und  die  beiden  ersten  geben 

In  Folge  bierron  wird  der  Ausdnick  (25) 

^ -~  0?.tg^«  +  IgcosÄ  + -lyainyo). 

Der  Ausdruck  (25)  ist  ancli  leicht  in  dem  Falle  zu  bcreelinen, 
dass  6  =  0  ist,  eiaetn  Fälle,  der  aber  ein  gering«>res  [traktiBehe» 
Interesse  darbietet  In  ihm  ist  *  =  1  and  die  Electricitfits- 
uenge  der  Collcktorplatte 

-g'       R      1 
"4a        n   i*-  I' 
X  ans  der  Grleichung 


W 


21 


i  +  l 


2D  bestimmcQ  ist 
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Bcalimmiuig  der  Coiuiantwi,  vou  iirelclier  die 


Bestimmong  der  Cnnstanteii.   von   welcher  die  Intensitlt 
iodsrirter  dcklrischer  StHtuie  abhängt.') 

Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  eioktrischcn 
Ströme  sind  vou  Neumanii  und  Weber  aufgeatelll  worden;  in 
dem  Ausdrucke,  de»  heidn  fiir  die  Tiit«iiHiUlt  eines  iuducdrtai 
Stromes  gefunden  hubeu.  konunt  ausser  Grössen,  die  in  jedem 
gegebenen  Falle  gcmesseQ  werden  mOssea.  eine  Coostante 
vor,  die  ein  für  aJlemal  duroli  Versuche  ermittelt  verden 
muss,  und  die  Ncumann  durch  t  bezeichnet.  Diese  zu  b«-. 
stimmen,  habe  ich  iintcniommen. 

Wird  die  relative  Lage  L'Idos  geschlossenen  Stromes  an 
eines  geseblosseneii  Leiters  verändert,  so  wird  in  dem  tebcterea' 
ein  Strom  inducirt;  die  Intensität  des  inducirten  Integral- 
Strom»,  d-  b.  die  ElektricitS-tsmenge.  die  während  der  Dsuer 
der  Bewegung  durch  einen  jeden  Querschnitt  getrieben  wird, 
ist  nach  Neumann  =  dem  unterschiede  der  Potentiale  dea 
Stroms  in  Bezieliuug  auf  den  Leiter,  diesen  von  der  Einheit 
des  Strom»  durchHossen  gediic^ht,  in  der  Giid-  und  Anfangs- 
lage, dieser  Unterschied  umltipLicirt  mit  «.  dividirt  durch  den 
Widerstand  des  Leiters.  Dos  Potential  zweier  StrSme  in 
Benig  auf  einander,  ist  die  halbe  negative  Summe  der  Pro- 
dukte der  Bahnelemente  des  «inen  Stroms  mit  den  Bahn- 
etemcnten  des  anderen,  jede»  Produkt  zweier  Elemente  mit 
ihren  Intensitäten  und  dem  Cosinus  ihrer  Neigung  g«gea  «m- 
fwder  uultiplicirt  und  durch  ihre  £Dtfeniung  dividirt.') 

Um  t  als  Zahl  angeben  zu  kiinnen,  musB  man  Kinbeiteofl 
Itlr  die  Zeit,  de»  Räum  und  den  Widenstaiid  oder  die  Lei- 
tungeftÜtigkeit  einfUhreit.  AJ'^  Einheit  (Ur  die  letztere  habe  ich 
die  Leitung^bigkeit  eines  Kupferdi-ohtes,  den  ich  bei  meioea 
Versuchen  benutzte,  angenommen:  da  die  LeituugslUbigkeit 
des  Kupfers  zwisclieii  gewissen  Grenzen  variirt,  so  int  daher 
bei  der  Äugab«  des  Zahleowertbe«  von  t  nur  eine  beschr&nkte 
Genauigkeit  tou  Interesse. 

t)  FbgS'  Aaa.  Bd.  T«.  IM». 

■)  Neumann:  Oe)>er  «n  Allgi-aneiiini  Priiidp  du  uuUbematiaclM 
Tbiwriv  ioduciitvr  dcktriaclici  Strom«;  Abhiuadl.  <].  BerltU'^T  Acad.  d« 
Will.  1S4S. 


Int«B>itU  iuiJucirter 


abhKiigt. 
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Der  W«^,  der  sich  am  uatürÜcbsten  zur  Bestimmung  von 
(  mir  darzobieten  scheint,  ist  der.  dem  Leiter,  in  welchem  ein 
Strom  inducirt  werden  9oU,  so  wie  dem  Leiter  des  inducii'en- 
den  Stromes  Formen  zu  geben,  lUr  welche  mun  das  Fotetitial, 
welches  sie,  von  der  Eiidieit  des  Stromes  durchflössen,  auf- 
eimuider  ausüben,  berechnen  kanti.  die  lDtotitut3.t  dos  induci- 
renden  Stromes  durch  die  Ableulwiing  zu  messen,  welche  er 
einer  MultipIicaLtomadel  ertheilt,  und  den  Ausschlug  zu  be* 
obachteu,  den  der  indncirte  Strom  bi^i  einer  zweiten  Multipli- 
catomiulel  hervorbringt.  Dies<-n  "Weg  hi»be  ich  eingescldageii, 
mit  der  ModiÜcation  jedoch,  diiss  ich  mich  nur  einer  Mft^et> 
nadel  bediente,  und  an  dieser  zugleich  die  Ablenkung  für  den 
ersten,  und  den  Ausschhig  ftlr  den  zweiten  Strom  beobachtete. 

Ich  will  den  Gedanken  der  angewandten  Methode  zuerst 
auseinandenurbHiu.  Aus  dmi  BriUitcn  zweier  DruhtroUeu,  A,, 
R,,  die  in  einer  solchen  Nähe  sich  befinden,  da-ss  die  eine 
auf  die  andere  inducirend  wirken  kaim,  eiui-m  MuttipUcatur 
M  mtd  einer  Kette  K  sei  eine  SchlicDSung  gebildet,  und  zwei 
Punkte  dieser  Schliessung,  von  denen  der  eine  zwischen  den 
beiden  Hollen,  der  andere  zwischen  Multipücator  und  Kette 
liegt ,  durch  einen  Draht  Tcrhunden.  Nonnen  wir  die  drei 
Wege  zwischen  den  beiden  eben  bt-zeichneten  Punkten  1,  0,  2, 
wie  die  in  Figur  7  boigeschriebenen 
ZaJden  andputen,  ihre  Widei'stande 
Kl,,  «Pq,  tp,  and  die  Intensitäten  der 
Ströme,  welche  sie  in  den  durch 
PfeÜe  bezeichneten  Richtungen 
durchfliessen,  J^,  J^.  J,,  die  elektro- 
motorische Kj-aft.  der  Kette  end- 
lich E,  HO  habet)  wir: 

■'i  «A+^'jf  J\  '**i  +  />'"«  «  ^ 

woraus  äcb  ei^ebt: 

'l  „       »Ca 

Wird  nan  die  eine  der  l>eiden  liolten,  ^,  eine  gewisoe  Strecke 
fort^eftihrt,  so  «erden  in  ihr  sowottl,  als  in  der  anderen 
StrGme  inducirt:  die   Summe  der  ulektromotüriscben  Kräfte, 
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IteBtiminuiij;  da:  ConUanUD,  von  welcher  die 


die  m  Ä,  iiiducirt  werden,  «ei  e,,  die  Summe  der  in  Ä,  indo- 
cirteo  #, ;  femer  seien  die  Elektricitätsmengeu,  die  durch  die«« 
Ki4fte  durch  die  Wege  0,  l,  2  getrieben  wfrrden,  d.  h.  die 
Inteiisitättiii  der  in  dieaeD  Brähtea  hervor^ebniditeii  Integral- 


ströme L 


dum  ist: 


woraus  man  findet: 

^       I^Ki +  «,«,■!-»,«,' 

Neoneu  vir  die  Summe  der  eleictromotoriscboo  Er3fte, 
wflcho  in  Äj  inducirt  worden  wjlren,  wenn  Ä,  von  der  Ein- 
heit des  Stromca  durchflössen  würde,  ^,  so  ist  dieses  auch  die 
Summe  der  etektroinotori.scli(>n  Kräfte,  welche  iu  A,  inducirt 
worden  w&ren,  wlirdc  Ji„  von  der  Eiiilioit  iles  Stromes  durch- 
tiossen;  denn  bezeichnen  wir  das  Poteutial  der  beiden  Draht-^ 
rollen  in  Bezug  auf  einander,  beide  Ton  der  Einlieit  des  St 
mes  durchflössen  gedacht,  ¥or  der  Bewegung  von  A,  d< 
P,  nacli  der  Bewegung  von  R^  durch  Q,  so  ist  jede  di« 
beiden  Suuuuen  «  f  (Q —  P),  wo  i  die  Coii»tHnte  ist,  die  vir 
bestimmen  wollen.  Durch  EinfUliruiig  der  CtrOsse  t  erhalten 
vfir: 


€^=J^e 


=  J,e 


und  durch  Benutzimg  jener  formel  flirV: 

Bei  den  angestellten  Veräucbeu  war  te„  Tersehwiudeml  klein 
gegen  tp^  und  ir,;  bei  BerUcksirhtiguiig  dieses  Umstiuides  wird 
die  gefundene  Gleichung: 


Setzen  wir  hierin  tüi  e  seinen  Werth  t  ( Q  —  P)  und  drflc 
t  aus,  !to  linden  wir: 

Bei  den  angestellten  Versuchen   wurde  die  eine 
aus   der  Kähe   der  anderen   iu  eine  Sutfemung  fortf 


InteneitSt  iuducirt^r  elcktiiecher  Strome  kfahingt. 
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die    als    unendlich 


bvtrocbtet  werden   kourite.     E»    ist  daher 


Bercchoot  man   also  F  and  bestimmt  ^ ,  so  kann  man,  wenn 

man  tc^  kennte  den  Wertb  von  e  ermitteln.    Aus  dun  folgeo- 

d«ii  Betrachtungen  gebt  1i«rvor,  vne  sich  ^-  experimenteU  1>e- 

etimmen  ]&»si. 

Ich  nenne  die  horizontale  Componente  des  Erdniagnetis- 
mua  N',  das  horizontale  magnetische  Moment  der  Multipli- 
catoroadel  ft;  das  horizontale  Dn-hnngsniomiMit,  volcho»  ein 
der  Einheit  gleicher  Strom  In  dem  Hitltiplkatoi-drahte  auf  die 
Nadel  ausübt,  wenn  diese  sich  im  maKiielischcu  Meridimii! 
befindet,  M.  Wird  die  Kette  in  Wirksanikcit  gesetzt,  beginnt 
also  ein  Strom  von  der  Intensität  /,  durch  den  Multiphcator- 
draht  zn  Aie^son,  so  wird  die  Gleichgcwicbtsll^  des  Magnets 
um  einen  Winkel  tt  abgelenkt,  der,  wenn  er  klein  genug  ist, 
durch  die  Gli'ichuuf;: 

Hfi.a  +  J^M=^0 
bestimnit  Ist.  Um  diese  neue  (Tleietif;ewichtskge  wird  der 
Magnet  Schwingungen  machen;  der  Winkel,  um  den  er  «ich 
zur  Zeil  t  von  ilu"  entfernt  hat,  sei  k,  sein  Trägheitsmoment  K, 
dann  gilt  fhr  m,  vorantigeKetzt  dius  diüsen  ebenfalls  nehr  klein 
ist,  die  Differentialgleichung: 

SF^  — ^^^^r-& — *•• 

Biete  «ird,  wenn  man  die  Gleichmig  fdr  a  berücksichtigt: 

Kechnen  wir  die  Zeit  von  eincra  Augenblicke  au,  f(lr  den 
M  =  0  ist,  80  wird  das  Integral  derselben: 

«  -  J  sin  /  t/^  . 

Xun  nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  f  die  eine  Bolle  sich  zu 
bew^en  anfange;  zu  gleicher  Zeit  beginnt  der  inducirte  Sti-om 
in  dem  Multiplicatordralito:  dieser  währe  bis  zur  Zeit  t'+j. 
Zwischen  den  Zeiten  f  und  f-\-v  gilt  dann  für  u  eine  andere 
DifferontiaJglcichuiig,  nämlich  die  folgende: 


122  Bcatimmuiig  der  CtMutanten,  ron  wdebor  die 

5»  " IC  ' 

vo  die  £ed«iitimg  der  neu  eiiigeltlhrteD  Zeichen  diese  ist: 
dt  int  ein  Element  dos  MulLipticutordrahtes.  J  die  Intensität 
des  inducirten  Strome«  iu  »U  zur  Zeit  t,  m  das  Drehung«- 
moment,  welches  dt,  von  der  Einheit  des  Strouiea  durchfluauiv 
auf  den  Mi^piet  in  der  Lage  ausübt,  in  der  er  sich  zur  Zeit 
t  befindet.  Da  wir  annelimei),  dass  der  Magnet  sich  nur  vm 
sL'Iir  kleine  Winkel  von  dem  magnetisclien  Meridiane  cntfeniL 
HO  kSonen  wir  i;i  uiicli  iih  diLs  Diehutigsmoinent  definimi. 
das  ds,  von  der  Einheit  des  Ötromes  durchäossen ,  auf  den 
Magnet  ausübt,  weuu  dieser  sich  im  tniif;iicÜ.ic]ien  Meridiaiie 
befindet  Die  Integration  nach  da  endJicli  ist  ül>er  den  gan- 
zen MuJtipIicatordraht  auszudehnen.  Diese  Differeutialgleiohiiof 
Diulliplicircn  wir  mit  '//  und  integrii'cu  sie  von  /  =  ^  bit 
r  =«  C  +  r.    Dadurch  erhalten  wir: 

r+«         p  e  e 

wo  die  Indices  /"  +  t  und  C  anzeigen,  daws  die  in  Parentbev 
stehende  Grösse  respective  für  /  ™  /•*  ^  t  und  t  =  f  genomram 
werden  soll  Sei:ten  wir  t  nl»  sehr  klein  vurauM.  d.  h.  Dehnen 
wir  an,  dass  ilie  eint-  Di-alitroUe  mit  sehr  grosser  üeschwin- 
digkeit  diu'ch  eine  gewisse  endliche  Strecke  bewegt  werde,  w 
verschwindet  das  erste  Integral  der  itchten  Seite  unsrn-r 
Gleichung,  doch  nicht  50  duii  zweite,  weil  in  demselben  IVIjMe 
wie  jene  Gesclinindigkeit,  auch  J  wAch»t  Die  heidi'n  Integra- 
tionen iIt_-H  £wi-iteu  lulegraU  his:^eu  sich  aber  uuslllhren.  ood 
e«  wird  dasselbe  =i^M\  es  ist  nämlich  m  unabhiUigig  von  (, 
das  Integral  von  Jdf,  zwisclien  den  Gritnzen  f  und  /"  -r  r  ge- 
nommen, ist  =  t,,  hat  u1m>  dcnaolbon  Wcrtli  fUr  alle  Elemente 
dt,  mid  man.  Ober  den  ganKon  J^lultiplictitonü-aht  iutegrirt,  giebt 
M.    Wir  haben  nl«o: 

('■*■«       r 

Unaecer  Yorausset^ung  zufolge^  dass  r  als  uueudlidi  klein  be- 
trachtet werden  dürfe,  haben  wir  femer: 


InteiuiUt  inductrtcr  eli-ktrischer  Strfime  nblvHiigt 
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!•■*■*    r 

Von  der  Zwt  C  -}-  r  an  gilt  filr  n  wiederiun  die  DiffereuUal- 
ileichimg: 

[>as  Litcgral  derselben  ist  jäUt  aber  ein  anderes,  iudem  die 
DonstADten  der  Integration  jetzt  andere  Werthe,  als  früher, 
Frhatten  mllssen.    Wir  setaen  das  Integral: 

u^Aän  n/"^  +  ff  cm  'l/^  ■ 

Die    Coosbauten    A    aiid    IT    aiiid    m    za    bestimm«!!,    daas 

■Jt\        luid  (b)         die  eben  abgeleiteten  Werthe  amielunen, 

ronD  wir  in  diesen  für  Kn    und  (ii)    die  Werthe  setzen,  die 

Dch  tMS  der  Gleichung  u  =  Aamli/^  ergebe«,  Die  GHoi- 
Ebun^en  iUr  A  und  //  sind  ileoinuch.  woiiu  wir  der  KQi7.c  lialber 


[/? 


^.=1 


letzcDr  und  wiederam  die  Kleinheit  von  r  berUeksichtigen: 

A  äa  If  +  jr  CM  If^  =  A  sin  }.f 

Acoilfi—Jrm  )ir  =  Aco3Xt~^^. 

wollen  wir  uns  /*  so  gewiililt  eleukeu,  dass  sin  JL/"  =  0, 
cos  Xt^  =  ±  \    ist,  d.  h.    wir   nehmen  aii,  dass  der  indu- 
Strom     in     einem    Augcobticlce    hei*vorgebracht    vrerde^ 
dem  der  Magnet  durch  seine  Gleicligewit^htslage  gelit.     Un- 
sere beiden  Gleicliuiigfii  zeigen  dann,  dass  0'  =  0,  alao 

Hsi  A  sin  Xt 

und  W  cos  Ä^  =  /(  cos  If  ~  \^ 

Mni«    Wir  wollen  den  Wei-th  auädrllckeu,   den  »  am   Ende 
3«T  cnten  Schwingung,  nachdem  der  inducirte  Strom  gewirkt 

bat,  d.  h.  {^  t=f  +  ^^  erhalt;  dieser  WertL  sei  a\  dann  ist: 


a  =  A  8Ü1  [W  4- 


A'  C08  IC. 


n   der  Wcrth   von  w,  welcher  am  Bude  derselben 
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B««timDiUDg  der  Conetant«)],  na  welcher  <lio 


Scliwiiiguüg   stAttgf^fimdoii   haben   \i-ür«le,   wenn  der 
Strom  nidit  entstanden  wäre,  so  ist; 

Wir  haben  «laher: 

Dmdirfln  wir  diese  Glciclmikg  durch  die  oben  für  a  gcf 


go  erhaJten  wir: 


k 


Ftthren  wir  die  Scliwingungsdauer  der  liadel,    Tt 

ein,  80  wird  diese  Gleichung: 

*i  _"'  —"  ? 

Beobaclit«t  man  also  dio  ScJiwin^ugsdauer  T  und  di«  dri 
Winkel  *»',  a,  «.  so  kann  man  ^  bercchneu,  und  hieraus,  wie 

•'s  M 

schon  oben  angegeben,  i  finden. 

Es  iüt  dieses  dor  Gedanke  di>r  angewandten  M«t]iodi?,  hts 
aber  vinige  VerändiTiuig^n  erli'ideu  musste.    Ein  UmsLaud, 

bei  der  BcMtimniung  von  -■  uodi  zu  berücksiditigen  war, 

der,  daüs  durch  die  Bewegung  des  Magneto  in  dem  Moltt] 
catordrabte,   wenn  er  geschtaä3<?n  ist.  Ströme  ioducitt  werden, 
welche  die  Scbwingungcii  dämpfen. 

Diu  IntcnsiULt  dcN  Stromes,  der  in  jedem  AngmbUcke  ii 
dem  Multiplicatordrahte  inducirt  wird,  ist  proportional  mit  der 
jedeamaligen  QeKchwindiKkeit  di-.f  Ma^ets  luid  mit  dem  uegk- 
ttren  Drehungsmonu-nto,  welches  ein  der  Einheit  glcichei' 
Strom  in   dem  Moltiphcatordrahte   auf  den  Magnet  ansOboi 

würde,  d.  h.  proportional  mit  —  MjA  das  Drehungsmomoit 
wclehes  dieser  Strom  auf  den  Magnet  ausübt,  ist  also  propor- 
tional mit  —  M*  j";  wir  selaen  es  ss  ~  2ß  ■,'!.  Die  DiflS»- 
rentialgleichnng,  der  «  bis  /"  und  Ton  f'*  +  r  an  genügt,  ist  tlio: 


Intensität  tnilurirtor  elektriEcher  Strame  Rbbllugt. 
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rf-i 


+ 


-£'Tt 


■?/• 


0. 


d?'  ^  £     4t  '    K 

Rechnen  wir  t  von  einem  Augenblicke  an,  für  den  u  =  0  ist, 
uiiil  setzen  der  KUrze  wegen: 

M   ist  du  Integral   der  Gleiclitmg,   welche    von   /  =  0  bis 
r  =  l»gilt: 

«  =  ji.*~'*'fiäni(, 
WO  «  die  Ba-iis  der  niitürliclipii  Lognritlimen  bezeichnet    Von 
^  4-  r  an  gilt  em  audores  lutegral,  nämlich: 

Die  Bediiiguug^leichmigen: 

haben  imverSnderte  Gültigkeit  bebalten,  und  aus  dicaon  findet 
man,  wenn  man  wicd«rutD  sin  Xf  =  Ki  annimmt: 

also  «  =  Ä e~^^*%v[\Xt 

Das    erste  MjiximHm    oder  Minimum  nach   der  Wirkung   des 
iuducirten  Stromes  findet  ätatt 

für  Xt  =  Xlf  +  arc  cotg  i/ 
und  in  demselben  Augenblicl«r  wlirib"  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum stattgefunden  haben,  wäre  der  iuducirte  Sü-om  nicht 
äDttftaiKlen.  Kennen  wir  wiederum  das  iVI:i:<kimtim  oder  Miiii- 
mam,  wehhes  wirklich  stattfindet  «',  dasjem'ge,  wel^Kes  ein- 
gettreten  wäre,  hätte  der  iudiicirte  Strom  nicht  gewirkt,  a,  so 
hoben  wir: 


(^= 


mr^* 


*-•''•  e- "■"*"«' cos  i(" 


a  = 


n+f' 


€-•"■''  e- ""'"""' co%Xfi. 


Ans  diesen  beiden  tileiehungen,  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung zwischen  A  und  A  ergiebt  sieh: 
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Beetönuiung  det  Conaimt«!,  tob  vekber  die 


Bividirt  maji  diese  Gleichung  durch   dÜejeiiige  fllr  a  und  W 
nutet  den  Werth  von  X,  so  findet  man 


r,  %rt  cMg  f 


od«- 


s'  —  a    T    .«wMit<: 


uro  T  dl«  Schwill  gungsdaner  des  Ma^ets  bei  nngeschJoiwmwi 
Moltipliciitordrahte  bezeichnet.  Um  i;  zu  bestiDimen.  mOs^eo 
Versuche  llber  die  Ähnahme  der  Schwingungeu  des  Magnets 
bei  gescJiUtsseut^m  Multiplicatordrithtv  )ui^st«llt  wcrdea;  au 
diesen  ergiebt  sich  r^  leicht,  da  c-i"  das  VerhAlUiiss  zwei» 
iLTifciuBJidcrfolgüiideu  Schwiiiguugsb&geD  ist 

Ein  zwoitcir  Umstand,  welcher  eine  Comphcalion  der  Be- 
ohacfatuiigeu  iiöthig  machte,  war  die  Schwierigkeit  der  geDAiwii 
Bestiminimg  von  if^.  Ich  umging  diese  d&durch,  dftss  ich  mt 
Eioricbtuiig  traf,  reiiaöge  der^n  ich  k„  beliebig  verideöum 

oder  vergrössem  konnte,  mid  dann  'f  für  zwei  Terschiedene 

"Werthe  Ton  «■„  beobachtete. 


filr 


w^ 


fax  IC, 


to. 


Es  sei 


dann  hat  man  die  Öleichnngen: 


und  aus  dieaco  folgt: 


«to  — «\, 


(^F©" 


?• 


Hiemach  bat  injui  nur  nöthig,  die  Differenz  if'„  -  »", 
geben,  und  Aas  lUsst  sich  leichter  thun. 
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Eine  Verjuiderung  in  diuser  Formel  fUr  t  niusste  endlich 
noch  aus  folgendem  Grunde  vorgenommen  worden.  Ich  hatte 
die  eine  Drahtrolle,  7?,.  aus  zweit!n  zusiunmfngesotil,  eintT 
inneren  unü  einer  äasseren,  zwischen  welche  ich  den  induci- 
renden  Strom  «ich  tbeÜen  Hess.  Ich  traf  dieae  Anordnung,  um 
bei  der  vorhandenen  Kette  einen  stärkeren  Indurtionsstjoai  zn 
erhalton.  An  die  Stelle  Ton  P  musste  daher  eine  andere 
GrOsse  treteu,  und  zwar,  wenn  man  P'  und  P"  die  Potentiale 
des  jnnurcn  und  des  Unsseren  ThrilcK  von  Ä,  in  Bezog  auf 
J^  neDnt>  tr,'  and  ir,"  die  Widerstünde  des  imieren  und  des 
iasBereD  Tbeilcs  von  if,,  der  AuädrucJc: 


1 


^+I*":r^ 


•.'  +  •1  «S" +  «'."" 


ch  wende  mich  jetzt  zur  Angabe  der  Versuche  selbst  Die 
vorkommenden  LüngenmoiLssc'  gi'be  ich  in  preussii^cheii  Zollen 
an.  Der  Magnet,  dessen  Ablenkungen  ich  beobachtete,  hatte 
eine  Lauge  von  4  ZoU,  eine  Breite  ttnd  eine  Dicke  von  \  Z. 
£r  war  mit  cinOni  Spiegi-ltipparatc  versehen,  das  Fcmrolir 
Ufid  die  Scale  waren  etwa  12  Fuk3  von  dem  Spit-Ktl  entfernt, 
ein  Sciüenthcil  hatte  die  Länge  toii  0,1  Z.;  war  denuiaeb 
ein  Sealentheil  tinrcb  den  Verticalfaden  des  Fernrohrs  ge- 
gangen, so  hatte  sich  der  Magnet  ungefähr  um  1'  12'  gedreht. 
Der  Multjplicotor  enthielt  luigeflilir  200  Windungen  und  eine 
Drahtlänge  von  280  Fuss.  Der  zu  ihm  verwendete  Kupfer- 
draht hatte  einen  Durchmetiser  von  ^  Z.  Gleicher  Draht 
mt  ZOT  Anfertigong  der  Kolleu  benutzt;  der  Dralit  der  klei- 
neren Bolle,  Äj.  erftilhe  einen  r^vUndrisflien  Ring  von  1  Z. 
Höhe,  0,5  Z.  innerem,  1,155  Z.  äiu^serem  Ujidiiin;  von  den 
beiden  Drähten  der  grOssereu  Rolle,  It^,  erfüllte  der  eine 
einen  cylindrüiehen  Bing  von  1  Z.  Höhe,  1,8  Z.  intiereni, 
1,48  Z.  äusserem  Radius,  der  andere  einen  cjlindriscbeu  Ring 
von  1  Z.  Höhe,  1,48  Z.  innerem.  1,61t  Z.  äusserem  Radius. 
Bei  der  kleineren  Rolle  lagen  in  der  Riclituu^;  der  Höbe  45, 
in  der  Richtung  des  Radii»  28  Windungen  neben  einander, 
bei  jedem  der  beiden  Theile  der  grösseren  Rolle  48  in  der 
Richtang  der  Habe,  8  in  der  Richtung  des  Radius.  Die  Ge- 
stelle  der  beiden  Drahtrollen  waren  von  Messing;  sie  waren 
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BMtimmttng  <Icr  Coiulsiitai,  tob  wdeher  die 


SO  ftofgeatelH,   Haas  ihre   Axeo    in  dieselbe  Verticaler    ihre 

(rnuidtläclii'D  in  dicsclbcD  liorizrmtalim  Ebcncu  Bolen.  Dk 
Intlaction  wurde  dadarcb  heirorgebracht,  dasa  die  klein«re 
Drahtrolle  aas  di^^er  Lnse  in  die  Höbe  gezofptn  imrde  -nr- 
mitt«l5t  etae»  Fad«ns,  der  in  dem  Mittelpunkte  ihrer  oberen 
FläcJie  hef<Nti^  und  über  eine  Meine  Rotle.  die  sieb  aber  ihr 
befand,  geführt  war.  Die  fnäcD  Enden  de^  Drabtcs  der  be- 
weglivben  Drahtrolle  waren  um  einander  gewunden,  dann  nr 
aus  ihnen  eine  atL-ttäniuidei^ezogene  Spirale  lu-bildet,  diese  naci 
oben  gcltihrt,  hier  festgebunden,  und  nach  uiiton  zurftckgelaitet. 
In  Bezug  auf  den  Apparat  bemerke  ich  noch,  daas  fit 
Möglichkeit,  v„  nacfa  Beheben  m  verilndcm,  erreicht  nr 
clurch  ein,  an  einem  ausgespannten  Drahte  verschiebbsm 
Qneck<dlbemäprcben.  Beobachtungen  wurden  bei  zwei  Ter- 
schiedenen  Werlhen  von  tr^  ip„'  nnd  «•„".  also  bei  «wei  Ter- 
sclüedeiien  Stellungen  dos  Qu^cksilbernäpfcbeus ,  angestellt; 
die  Diffrrpnz  w„'  —  te^",  auf  deren  Kenntnis«  es  ankam ,  wir 
s  dem  'Widerstände  eines  Kupferdralites  von  dem  Querschnitte 
dw  ausgespanuten  und  der  LüDge  der  StrerJce,  ura  wnlche  das 
Qoecksilbeniäpfcheu  verschoben  worden  war.  Diese  Län^ 
war  14,097  Z.;  der  QuerBchiiitt  des  auage^pauiiten  Kupfer- 
dralites hatte  »ich  ans  seinem  abi^ohiten  und  seitiem  speci6- 
sehen  Gewichte  tind  seiner  direkt  gemesseueu  Länge  =  0,406t 
Quadrallinicn  ergehen.  Setzt  man  die  LcitniigsßÜiigkeii  diinca 
Dralitps  =  1,  so  wird  tr^'  —  tc^"  —  dem  Quotienten  aas  die- 
sem Querachnitte  in  jene  L&uge,  d.  h. 


5000 


iz.' 


Für  «■„'  war  ein  so  kleiner  Werth  tob  k^  gewählt,  ah  es  die 
A'orrichtung  erbubte;  dieser  war  etwa  der  20.  Thefl  der 
Differenz  tr^'  —  tr^".  Die  Kette,  die  ich  anwandte,  begland 
aus  6  kleinen  Doniell'scben  Bechern,  die  roltaisch  mit  einan- 
der Terhondeu  waren. 

Ich  gebe  jetzt  das  unmittelbare  Protokoll   eines   Satses 

der  Beobachtungen  au,  die  angestellt  sind,  um   ,*  fOr 

den  Wertlie   von  w„  xa   ermitteln.     Es   bezieht  sich   i 
auf  den  grösseren  Werth  von  ir„. 


lateuitlit  iadacirtcr  eh^trinlier  SoGme  abhAngt. 

66,6 
67,5 
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Die  Bedeutung  dieser  ZaUen  Ist  die  folgeode:  Es  wurde  die 
bewegliche  Rullo  in  dii-  Lage  gebractit,  da-i»  tävi  mit  der  festen 
m  einer  Hohe  sieb  befand;  dann  wurde  die  Kutte  in  Wirk- 
ceit  gesetzt.  Hierdurch  erhielt  der  Magnet  eine  neue 
Glcichgemchtslage ,  am  wolchc  er  Schwingungen  machte;  er 
ward«  so  weit  benihigt,  indem  der  Strom  der  K^tte  zu  passen- 
den Zeit«»  onterbroehtiu  und  wiederhergestellt  wurde,  bis  der 
Vertiknlfiiden  scheinbiir  nur  von   66,6  bis  67,5  ging;  als  er 

Ton  67^  kommend,  iu  ^^'-tÜ-^  i    h.   in   67,05   sich   belarid, 

wurde  die  bewegliche  Drahtrolle  schnell  in  die  Höhe  gezogen; 
der  Ftulen  de»  Fenirulm  ging  bi^  110,5.  Darauf  wurde  der 
Strom  der  Kette  onterbrochen,  zu  einem  Zeitpunkte,  der  so 
gewiÜllt  war,  dass  die  Schwiegungen  des  Magnet«  gf^däniptt 
wurden,  und  4  aufeinanderfolgt- iide  Elongationcn  beobachtet; 
es  sind  dieses  die  4  letzten  der  angegebenen  Zahlen.  Ximiut 
man  ans  diesen  die  arithmetischen  Mittel,  und  aus  die.se» 
wiederum  die  Mittel,  so  erhält  man.  wie  l>i-kannt,  den  Scalen- 
puukt,  der  dem  magnetischen  Meridiane  entspricht;  dieser  ist 
bei  d(!r  angeführten  Beobachtungsreibe  22,9.  Das  Mittel  aus 
den  beiden  ersten  Zahlen,  d.  b.  t}7,Ü5,  gicbt  den  Scalenpuiikt, 
welcher  der  (ileichgcwiobt«lage  des  Magnets  unter  dem  Eiu- 
Aasae  des  galvatiittehen  Strom»  entspricht;  die  Differenz 
67,05  —  S2,9,  d.  h.  44.15,  ist  also  der  oben  mit  a  beaeichnete 
Winkel  'Wäre  der  iuduoiile  Strom  nicht  yut^taudeii,  so  hätte 
der  Magnet  statt  der  bcobachtt^ten  Elongation  110,5  dii>  Elon< 
gation  66,6  gehabt;  die  Differvnx  110,5—66,6,  d.  b.  43,9,  ist 
also  unser  a  -~  a. 

Aus  Wiederholungen  desselben  Versuclies,  tlieüs  bei  un- 
TerA&deit«r  Anordnung,  tbeih  nachdem  die  Richtungeu  des 
iodticirenden   und   de<i  inducirtcu  Stromes  oder  die  Richtung 

Xlr«fab«ffi  OaamiEtlM  Abb*adliitun&  9 
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B««timinu&g  der  Conntiuiltfti,  von  veldier  die 


eines  dieser  beiden  durch  pnssend  angebrachte  Commutator 
luagekdu^  wordea  waren,  ergaben  sich  folgende  W'etth«  Ar 

logBrig."^: 

9,9976.  9,9991.  9,9074.  0,00l8.  0,0030.  0,0038.  9,9986. 
0,0019.  0,0036.  0,0038.  0,0043.  9,9904.  0,0001.  9,99fli. 
0,0037.  0,0050.  0,0041.  0,0061.  0,0014.  9,9©5».  0,0001. 
Ich  wandt«  das  Mittel  aus  allen  diesen  ZaUen  an;  dieaea  ist 
0,0013. 

Für  den  kleineren  Werth  von  rc^  durfte  ^^^  nur  mit  ge- 
ringerer Genauigkeit  bestimmt  werden;  fUr  dieson  fand  ich 
aas  4  Beobachtungen  für  log  ßrig:  ^-^  die  Wcrthe: 

1,235.  1,250.  1,211.  1,232. 
Das  Mittel  hieraus  ist;  1,S32. 

Aus  diesen  beiden  Zahlen  musste  [-*]   und  l-.^j     beredf 

net   werden.     Din  SchwingunKsdauiT   des    Miignpts    bei    ungs*, 
Bchloäsencm  MultipUcatordrahte,  T,  halte  sich  gefunden: 

=  7",  095  mitU  Zeit 
and  Beobachtangen  Ober  die  Abnahme  der  Schvingtngeiv 
geschahen,  w&hrend  der  Multiplicatordraht  auf  diuelbe  Waid 
gescfaloesen  vor,  wie  bei  den  eben  bcschnobonen  Vcreucbeo, 
hatten  das  logarithmische  Decrement,  d.  h.  nach  unserer  Be- 
zeichnung log  Brig.  e^-   ergeben: 

=  0,0267. 
Hieraus  folgt«: 


und 


lg*' 


■  mwiK  >, 


0,0132 


(^J- 0,4288 -fr 
(^j"  =  0,0252 -ir. 


Die  Potentiale   P'  und  P"  haW  ich  unter  der  Voraai 
lang  berecbnet,    d.txH    tür   die  Windungen    einer  jeden  de 
Drahtrollen  Kreise  substituirt  werden  kSmiten,  die  iu  gloichHi, 
als  uneDdlich    klein    zu    betrachtenden  Zwischenräumen    UgeB. 
Durch  diese  Yorausseüung  wurde    diis   Potential   je    zveie 


InUnnUt  imhicirtcr  cleltriiiclieT  Strome  abblofit. 
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DrahtroUen  ein  6foch«8  Integral;  zu  integriren  war  noch  den 
Periplieriea ,  den  Hölicn  und  deo  Radien  der  beiden  Rollen. 
X)ie  4  timtiMi  Integrationen  liewteu  sicli  iiiialytl^ch  mit  Uüire 
ellipti^her  Tran8c«ndenten  auai&hren,  und  die  numerische  Be- 
redmung  der  Poteatiale  liätte  keiue  Schwierigkeit  gehabt, 
wenn  nicbt  die  Lite^ationcn  nach  den  Railicn  binzu|^^)ioniiui.-u 
■wärm;  um  diese  auszufUIireu ,  mn^st«  ich  zu  mocbaniecheii 
Quadraturen  meine  ZuHucht  nebuiei),  uad  diese  erforderten 
eilte  ziüiulich  mtlhsome  Rechnung.    Dae  Resultat  war 

p-  =  -2229000  ZoU 

f'=^  -2519000  ZoU 
und  hieraus  ei^b  sich: 

P=  P'     Ti'  ..  +  r'  -."^-^  =  -  2  383  000  z. 

Es  wird  lüernacb,  wenn  man  die  LeitungsßUiigkeit  des  Kupfei-s 

=  1  setzt: 

1 

*  ~  ig2QuvlrBUuLl. 

Dieses  Resultat  Iä8st  sieb  auch  folg<>ndermassen  aussprechen: 
Es  ist  die  Constaute  c  =>  I,  venu  man  ah;  Einheit  der 
Geschwndigkeit  die  CJeschwindigkeit  von  1000  Fuss  in  der 
Sekunde,  als  ßinheit  des  Widerstandes  den  '\V'idei*stand  eines 
Kupferdrafates  run  einer  Quadni.lUiii(3QuerHi'Krütt  und  0,434  Z. 
Llnge  annimmt. 


teber  die  Bewegung  der  ElektricIUit  iu  Präbten.'] 

Ich  habe  versucht  eine  allgemeine  Theorie  der  Bewegung 
der  ElektricitAt  in  einem  unendlich  dUnnen  Drnhto  aufzu- 
stellen, indem  ich  gewisse  Thutsafhen,  welche  h»i  constauten 
elektnachen  StrOmt.'n  und  Stritnieu,  deren  £nteiiHität  sich  nur 
langsam  ändert,  stattfinden,  al«  allgemein  geltend  angenommen 
habe,  ich  erlaube  mir  hier  diese  Theorie  zu  entwickeln,  und 
ihre  Anwendung  auf  einige  citifuclie  Fälle  iLUseinander  zu 
setzen. 


'J 


Ann.  Bd.  100.  mT. 


«• 
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Uebcr  die  Bcwc^oiQff  ^^  Elcktricität  in  Ditbtoa. 


Icli  fl4:iikc  mir  einen  bomngenen  unil  aberall  gleich  dickcu 
Draht  Ton  krfisfSrmigein  Querschnitt ;  auf  der  MitteUinit; 
aett  Dralitcri  nehme  ich  einen  festen  und  einen  veränderlic 
Puitkt  an;  das  StUck  der  Mittellinie  zwischen  beiden  nc 
ich  *;  durch  den  reränderlichen  Punkt  lege  ich  einen  Qoer- 
initt  und  bezoicime  die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  die- 
Querschnitts  tu  Beziehung  auf  ein  Coordinateng^em, 
denen  Aufangsimnkt  der  Mittelpunkt  ist,  durch  p  und  t^.  Ich 
wül  die  olcktromotdriscliö  Kraft  berechnen,  welche  die  beidi-n 
Glektricitätcn  in  der  NiUie  des  durcb  t,  p  und  ip  besdmmteii 
Punkte»  nach  der  Läiigsriclitung  de«  Drahtes  zu  trennen  strebt 
Diese  Kraft  rlllirt  h«r  zum  Theil  von  vorhandener  freier  Elck- 
tricität, zum  Theil  von  der  Induction,  die  in  Folge  der 
Aendeningen  di-r  Stromslilrke  in  allen  Theilcu  des  Drahtes  statl- 
fmdot.  Li  Beziehung  auf  den  ersten  Theil  kimn  miui  von  dem 
Coulomb'ächen  elektrostatischen  Gesetze  tiebraucb  machen. 
Es  bezeichne  V  die  Pütentialfutiction  der  freien  ElektriciUt 
in  Bezug  auf  den  betrachteten  Punkt,  also  die  Summe  der 
cinsclucn  trcien  Elektricitätämengen,  eine  jede  dividirt  durch 
ihre  Entfernung  Ton  dem  Punkte.  Die  Elektricität^mcngeii 
sollen  hierbei  nach  mechanischem  Maa^se  gemessen  sein.  d.  h. 
Einheit  der  Elektricittitsmengo  soll  diejenige  sein,  die  auf  eine 
gleich»  Menge  in  der  Eiuheit  der  EiitlVmuug  wirkend,  die 
Einheit  der  Kraft  auuilbt  Ueberbaupt  sollen  alle  GrOasen, 
die  in  der  Betrachtung  vorkommen  werden,  Stromstirkea, 
WiderstSnde  u.  s.  w.  nach  mechaniächem  Maasse  gemeraen 
gedacht  «erden  in  der  Weise,  wie  es  Weber  meliHach  in 
seinen  elektrodynantinchen  MassbR-stiinmungen  angegeben   hat 


Es  ist  dann  — 


er 


.     die  Kraft,   mit  der  die  freie  Elektridt&t 

die  Einheit  positiver  Klektricität  in  dem  betrachteten  Punkt« 
nach  der  Riclituug  zu  bewegen  suclit,  in  der  s  wächst.  £bea 
80  gross  ist  die  Krail,   die  auf  die  ncgativo  Ebkthcit&t  in 

entgegengesetzter  Eichtiing  wirkt    Daher  ist  —2-»-  die  anf 

die  Einheit  der  EloktricitiUsmeiige  bezogene,  in  dem  betraeb- 
teten  Punkt«  wirksuine  eloktrüniotorische  Kraft,  die  top  dftf 
ft>eien  Elektriätät  bei-rUbrt. 


Ur^ber  die  Bewegung  der  Elcktxiclijit  lu  Drähten. 


13a 


Bei  der  Eutwickelung  des  Wcrtlcs  Ton  V  werde  ich 
annehmen,  dass  keine  andere  freie  Elektricität  auf  den  Draht 
wirkt  als  diejenige,  die  in  ihm  seihst  sich  befindet.  Die  Menge 
freier  ElektricitAt,  die  ziu'  Zeit  t  in  <luiii  Elemente  des  Drah- 
tes enthalten  ist,  das  dem  Elemente  der  Mittellinie  ds  ent- 
spricht, werde  ich  durch  eds  hezeichneu ;  es  soll  da'  ein  zweites 
Element  der  MittcllUiic  sein,  und  eds'  die  Elektricitatsmenge, 
die  in  dem  diesem  entsprechenden  Drahtelemente  rerhanden  ist 
Ich  denke  mir  ein  Stück  des  Drahtes,  dessen  Mittelpunkt  in 
dg  liegt,  und  dos&eu  Länge  2t  ist.  wo  t  eine  Grösse  bedeuten 
soll,  die  als  unendlicli  klein  gegen  die  Länge  des  g^iiizen 
Dnihtes,  aber  zagleich  als  unendlich  gross  gegen  den  Radias 
Keines  Querschnittes  betrachtet  wei-den  darf.  Sobald  das 
Dralitelenient,  in  dem  die  Elektricitatäiuenge  eds'  Kich  befindet, 
ausserhalb  dieses  Stuckes  liegt,  kann  man  bei  der  Berechnung 
ron  V  seine  ElektricitÄt  in  der  Linie  da'  concentrirt  und  den 
Punkt,  auf  den  .sich  V  beut^ht,  iu  der  Linie  ds  liegend  dim- 
ken;  es  ist  deshalb  der  Theil  von  V,  der  von  dem  ganzen 
Drahte  mit  Ausschiusa  dea  gedachten  Stückes  berrölirt, 

■  t 


=P 


wo  r  die  Entfei-nuug  der  Elemente  d»  und  d»  bedeutet,  und 
wo  die  Int^mtioD  Eiber  die  ganze  MittcOUnie  mit  AusschluBs 
des  Stuckes  von  der  Länge  2  c  auszudehneu  ist  Was  den 
Ton  dem  abgesonderten  Stück«  herrührenden  Theil  von  V  an- 
betriflft,  so  kann  man  diesen  mir  biTechnini,  WH«n  man  die 
Verlheilung  der  freien  ElekricitS.t  innerhalb  eines  Querschnitts 
kermt  Ich  werde  annehmen,  dass  hier,  wie  bei  einem  con- 
Btanten  Strome  und  bei  dem  elnktrischen  Gleichgewicht,  sich 
freie  Elektricität  nur  an  der  ÜberHäcIie  befindet,  und  über- 
dieis,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  allen  Punkten  der  Peripherie 
eine>  Qaerscbiitts  dieselbe  ist  Bezeiclinct  a  dini  Hadius  des 
Querschnitts,  so  ist  hiei-nach  die  Dichtigkeit  der  freien  Elek- 
tricität in  irgend  einem  Puukte  der  Otierfläche  des  gedachten 

DruhtstQckes  =  ^ ;  es  iat  daher,  da  man  dasselbe  seiner  un- 

endhch  kleinen  Länge  wogen  aU  gerade  annehmen  datf,  der 
von  ihiD  horrOhrende  Tbcii  von  V 
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Ueber  die  tiuwegang  d^  ElokthdtU  In  Drtthtao. 


+*a> 


2t.  J  J 


dxd 


'  d^ 


— *      V 

Es  ütt  hier  x'  itlr  / — «  geachriebe»,  und  ip'  bedesaUA  d«a 
"Winkel  KttHscheD  dem  nach  eiaem  Elemente  der  Di-ahtobcr- 
Üäche  gezogoiien  Bocliua  und  Her  Linie,  von  wi-lclior  ans  der 
Wiokcl  }p  gDz^lt  wird.  Führt  man  die  Integration  lueli  /' 
aus,  und  benutzt,  dass  e  gegen  a  and  gegen  g  unendlich  gros 
ist,  so  findet  man  diesen  Ausdruck 

Ja 

0 

1« 
=  2e\\g2t~-~fdtingVa*+p'~2uec<)äi^'—yf)\ 

Setzt  m^ 

pij/lgya«  +  p»-2«poos(v'— V)=£^ 


so  moss  dio  Diffcrcntialgloicliung 


1  d^TT 


9^  "•"  (.  de  +  e'  ?7' 


=  ü 


erfüllt  werden,  weil  die  mit  </*/''  unter  dem  Integrabeic 
niultiplicirti*  Gr5s.si;  filr  jedt-n  Wf  rth  von  \f>'  dieser  Gleit^nng 
genügt;  man  »iebt  aber  leicht,  indem  man  als  Verftoderlicbe. 
nach  der  xu  integriren  ist,  ys' — tf/  an  Stelle  von  v*'  einfuhrt, 
dass  1/  von  ^p  unabhängig  ist;  e«  muss  alao 

eein;  hieraus  folgt  aber 

wo  C,  und  C,  zwei  unbekannte  Constaaton  bedeuten.  Diö^ 
lassen  sicli  leicht  bestimmen,  indem  man  o  unendlich  klein 
gegen  a  annimmt;  die  Ausffihrung  der  Integration  in  d«in 
Ausdrucke  von  1/  giebt  dann 

^'=2,TlgB, 

woraus  folgt,  dass  C,  ■»  0  ist,  und  U  fßr  alle  vorkommend 
Werthe    von  {>  diesen    cunstanten  Wertb  hat.     Es  ist  mÜhm 
der  llieil  von   V,  der  Ton  dem  DrahtstücJce  2  s  herrührt. 


^ 


id  also 

vobci  di«  Integration  Über  den  g&iizeii  Draht  mit  Aasnntiin« 
de»  SlQck^s  '£t  niiszudehncD  ist 

Es  handelt  sieJi  iiuu  darum,  den  Ansdmck  zu  hildon  für 
die  elektromotorische  Knift,  die  in  dem  betrachteten  Punkt« 
ioducirt  wird  durch  die  Aenderungeu  der  StrominteiisitAt  in 
allen  Theileu  dm  DiaJit^ü. 

Wenn  in  einem  Lpit^retemeiite,  dessen  Länge  l  ist,  die 
Stromintensitfit,  die  durch  *'  bezeichnet  worden  soll,  sich  än- 
dert., so  irird  dadorcb  in  einem  zweiten  Leilereleracnt«  eine 
eh-ktn)motori»cbe  KntH.  inducirt,  die  bezogen  auf  die  Einheit 
der  Elektricitäumeoge,  nach  Weber,'} 

f'  dt  r 

ist»  wo  0  und  0'  die  Winkel  bezeichnen,  die  die  beiden  Ele- 
mente bilden  mit  dei-  toii  dem  enitßu  iiach  dem  zweiten  ge- 
zogenen Linie,  r  die  Lauge  dieser  Linie  und  c  die  constante 
Geschwindigkeit,  mit  der  zwei  Elektricit&tätheüe  gegen  einan- 
der bewegt  Würden  müssen,  damit  sie. keine  Krnfl.  auf  ciiuin- 
der  atisQbcQ. 

Für  alle  Theile  des  Druhteä  mit  Ausnahme  des  schon 
vorher  betrachteten  Stückes  toq  der  lÄoge  3e  kann  man  die 
elektrischen  Ströme  in  der  Mittellinie  coucentrirt  sich  denken; 
der  Theil  der  gesuchten  inducirtcu  elektromotorischen  Kraft, 
der  von  dem  Drahte  mit  Ausschluss  des  genannten  Stückes 
herrOhrt,  ist  daher 

To  1"  die  Intensität  des  Stromes  bedeutet,  der  dorcb  den 
Querschnitt  lU-s  Dralites  an  dem  Orte  von  d*  fliesst,  6  und  d' 
die  Winkel,  die  die  Elomeoto  dt  und  ds  mit  der  Linie  bilden, 
die  *on  diesem  nach  jenem  gezogen  ist,  r  diu  Läng»  dieser 


*)  ElektrodyDUDlscbe  Maaasbe*limuiuiigtn,    1^6    S.  354   und    S$61 

a  tea. 
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Uflbor  difl  Bewegung  dtv  EU'ktrft-itat  in  DrlhW. 


Liuie,  und  wo  die  IntegratioQ  Über  den  gaazen  Draht  mit 
Ausschtnss  des  beEeicImetea  Stückes  a.usEudehneu  ist. 

In  dicAc-m  Stücke  darf  man  die  Ströme  nicbt  mehr  in 
einer  I^ime  concentrirt  sich  denken,  dafUr  iltirf  man  sie  aber 
als  gerade  and  parallel  mit  di  betrachten.  Durch  deu  Ajifuigs- 
punkt  von  dt'  denke  man  sicli  einen  Querschnitt  de«  Drahte» 
gelegt,  und  bezeichne  durch  o,  w'  die  Polarcoordinaten  eine« 
Funkten  desselben  in  Beziehung  auf  ein  Coordiiiateii^jstem, 
dessen  Anfangspunkt  der  Mjttelpunkt  ist,  und  dessen  Axe 
parallel  der  Linie  it^t,  von  der  aus  der  Winkel  t/r  gerechnet 
wird;  bedeutet  dann  J'  die  Stromdif-htigknit  in  dem  dnrch  p' 
und  v*'  bestinuaten  Punkte,  so  erhält  man  fÄr  den  Theil  d#r 
inducirtva  elektromotoriächeu  Krail,  der  von  dem  Drahtstflck« 
2i  herrührt,  den  Ausdruck: 

Da  man  J'  als  unabhängig  tod  ■/  ansehen  kann^  so  Uest  sich 
die  Integration  nach  x  leicht  ausfuhren;  benutzt  man,  dait  t 
unendlich  gross  ist  gegen  ulle  Werthe  von  ()  und  p',  so  findet 
man  dadurch: 

a    In 

0      0 

Da  aber 


JJypVp'rfvr' 


ist,  M  ist  dieser  Aasdmck 


■  i> 


Es  wird  daher  die  ganze  indacirto  elektromotorische 
wenn  man  setzt: 
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IF=J.-!^cosflcosö' +2i(lg2i  —  l) 


*  ■■ 

*  0 

Bei  einem  statioDären  elektrischen  Strome  ist  die  Strom- 
diditit^t  gleich  dem  Producte  aus  der,  auf  die  Einheit  dei- 
Elcktricitätsmengo  bczogcnon,  elektromotorischen  Kraft  in  die 
Leitungafahigkeit;  ich  mache  die  Anitahme,  dass  dasselbe  auch 
stattfindet,  voQn  der  Strom  kein  stäüon&rcr  ist  Biese  An- 
nahme wird  eHUllt  sein,  veno  die  auf  die  ElektricitHtatheUchen 
virkendeD  Krüfte.  welche  den  Widerstand  ausmachen,  ho 
mächtig  sind,  dass  die  Zeit,  wlUintnd  welcher  ein  Rlektricitllts- 
iheiichen  Doch  iii  Bewegung  bleibt  nach  dem  Aufhören  von 
besdüettnigenden  Kräften  iu  Folge  der  Tf^heit,  tds  unendlich 
klein  angesehen  werden  darf  selbst  ge^t^n  die  klemen  Zeiträume, 
welclie  bei  einem  nicht  stationären  elektrischen  Strome  in  Be- 
tracht kommen.  Nach  dicitcr  Aunalunc  liat  niaii,  wenn  i  die 
LeitnngsMiigkcit  des  Drahte»,  J  die  Strom  dichtigkeit  in  dem 
durch  die  Wcrthe  toq  s,  p  and  tf/  bestimmten  Punkte  zur 
Zeit  t  bedeutet,  die  Gleichung: 

Ans  diesem  Ausdruck  der  Stromdichti^rkeit  J  leite  ich 
Ausdruck  filr  die  Stromstärke  i  al>,  indem  ich  jenen  mit 
p  it(f  d\p  multiplicire  und  in  Bezug  auf  q  von  0  bi»  tt,  in  Be- 
mg  auf  w  von  0  bis  2n  integrire;  da  V  von  p  und  xf>  unab- 
hängig ist,  »o  criialtc  ich,  n-enn  ich 


m   In 


H7 


0    9 


wetze: 

(2) 

Dabei  wird: 

i»-J'i"^costfcosÖ  +  2i(Ig2t  — 1> 


TiTt, 


1« 


~^'J  J  J  i  •''e'''p' ''•/''  ff'k'ivkV «'  +(f'*-2(f  pwudj.-v')- 


«00« 


Ueber  die  Bewegung  iler  El«ktneit&t  in  DiChteD. 
Das  Int«gi-al: 

tu 

0 

ist  ron  dcrM-'lben  Form  wie  das  obeu  betrachtete  und  mit  V 
bezeichnet«:  ans  den  dort  tuigcfUlirten  SchlUsiSiri]  folgte  das 
dasÄ-Ibo  =  2;ilgp'  ist  wenn  p'>(i,  und  =  Salgw,  wenn  p'<f 
Mit  gdp  multiplicirt  und  von  0  biä  a  iiitcgnrt  ^cbt  dalnr 
dieser  Aoadruck: 

Das  dritte  Glied  in  dem  Ausdruck  yod  k  wird 

J'  Q  d(f'  dtf}'  =  / 

0      0 

gOBDtgt  werden  darf: 


//• 


a    Ij 


0    0 

es  crgiebt  sich  also: 

«,  =  fi' -^J  cos«  cos  Or  +  2i  (lg*;p—  l) 


0     0 


Da$  Übrig  gebliebene  Doppeliotegral  kann  nicht  ftnf  ä 
einfatlie  Form  zurückgeffihrt  werden,  da  J   eine  nnt 
Pnnktion  von  p  ist;  »ein  WertJi  aber  kann  vcraachläsaigt  wcrd*a 

gegen  das  Glied  2illg  —  —  1],  und  för  dieses  darT man  setaeii 

2 1  Ig  -  ,  wenn  nur  die   Dicke  des  Drahtes  klein  genag  i<ii 

gegen  die   Dimensionen  der  Figur,   welche   sein«   Mittellinie 

bildet;  denn  man  wird  dann  t  äo  wählen  können,  dasa  Ig- 

eine  unendUrh  grosso  Zahl,  und  e  doch  noch  uuendhch  klein 
gegen  die  DimeDstooen  der  genannten  Figur  ist  Unter  diaßt 
VorausMtzong  wird  also: 

(3)  »-2)lg^'  +  fr^cosöcoaö', 


Uclwr  die  Bewegimg  der  Etoibicitllt  iu  DrShtMi. 
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wo  die  lutogrotioo  Qbcr  de»  gauxc»  Dratit  mit  Aitüschlo-is  dna 
Stückes  TOn  <ter  l^ge  2e  auszudetuien  ist. 

Zu  dco  Gleichungen  (1),  (2)  and  (3)zwisclicuden  4Grös8eii 
i,  r,   V,  to  läset  sich  noch  eine  vicitc  binzutOgcn. 

Durch  den  Anfuigspiuikt  und  den  Endpunkt  von  ^s  denke 
man  äcb  zwei  QuencliDiUe  gelegt;  in  den  ersten  tritt  ia  der 
Zeit  ds  in  das  von  beiden  begrenzte  Drnhtelement  die  Mctigo 
positiver  Elektricitat  tdf,  darch  den  zweiten  tritt  in  (j^rsellicn 
Zeit  aus  dem  Drahtelemente  die  Meuge  positiver  Eli'ktricität 

\*  +  ^^]äti  daa  Drahtelemeut  verliert  also  in  der  Zeit  dt 

ui  poätirw  Ehkbnrim  Q^  d  f  d i;    die    uegatire    Elektridtät 

strömt  in  gleichen  Mengen  durch  beide  Querschnitte  in  ent- 
gegcnRe«etzt«'r  Richtung;  das  DraJitelcmeiit  gewinnt  alsu  in 
der  Zeit  dt  an  u^ativer  Kli-ktricität  &a  viel,  ab«  eit  ati  positiver 
Terliert;  seine  fTt-ie  ElektriritSt,  d.  h.  der  Unterschied  seiner 
positiven   und   seiner  negativen,    veningcrt    sich   also    in  dem 

Zeit«lemeute  um  2^  tlidt;  diese  freie  Elektricität   ist    aher 

tdt,  mid  daher  ist '] 

(4) 


Die  in  don  vier,  mit  Zahlen  bezeichneten  Glcichungea 
enthaltfrm-  Theorie  will  icb  jetzt  weiter  entwickeln  unter  der 
Vorauseetzung.  doss  die  Gestalt  der  Mittellinie  des  Drahtes 
der  Art  b»t,  dans  luo  die  Entfernung  zweier  Punkte  derselben, 
zwischen  denen  ein  endliches  Stück  des  Dratitcs  Uugt,  unend- 
lich kkin  ist.  E&  wird  diu-ch  diese  Voraussetzung  der  Fall 
MagnchloaBen,  dass  Induction»roUen  sich  in  der  Leitung  be< 


■)  Der  Ableitong  dieaar  Oltichun^  li^gt  die  Vorstellung  Et|  Onnd«, 
daM  andi  bei  iIccq  nicht  MAtimJLr«!)  Shr^m«  dtirch  jeden  Quiom^ltt  dca 
L«mr>  gk-ichieitig  irlciche  Mcn^ii  der  beiden  ElrklridtttlciL  in  eiit- 
ftgt/agt^XtUer  Kichtung  sich  bcw«gm.  Wollt«  man  dleso  Vorslellnng 
nidit  festball«!,  ao  wllrde  aber  di«  Glekliuu^  ilodi  nadi  ^Ibin;  iniui 
nOflgt«  dum  nur  die  8trouiiuieiiHiiat  dedulren  ak  dos  arithmctistbe  >Ut> 
(el  Hw  denUengm  beider  Eti-ktrü-itAtiMi,  wckhc  iu  d«r  Ztiiteiniicit  dturab 
dm  Qnrniohiiilt  des  I^eitcn  lu  i^iitgt^geiigesetzur  Blchtnng  gehen. 
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Ucbcr  die  Bewegung  (Ilt  Etelctricitfit  in  Dribteti. 


liiidfii.    Durch  dieüclbc  vereinfachen  aicli  vesenÜich  die  Glet> 
chungen  (1)  und  (3). 

BeEL'ichnet  A  den  Ort  des  Elc?ineates  dt  und  bezeichtun 
ß  und  C  xnei  Pankte,  die  auf  den  beideo  Seiten  io  cndiichar 
Eutferpimg  von  A  auf  dem  Dratlie  liegen,  so  ist  das  Tirf-^-^ 


P 


«e- 


ausgedehnt  flbor  den  ganzen  Draht  mit  Ausschluss  des  Stücket 

B  A  Cf  eine  eadliclie  GrOs-ic.  also  unoDdüch  klein  gegen  2«lg-'; 

es  darf  Oeshalb  iii  der  Gleichung  (1]  dieses  latc^ral  nvr 
auggedcbnt  worden  UbiT  (bin  SLQck  li  A  C  mit  Aasschlasä  des 
Theilos  2t.  Bezeichnet  man  daher  durch  rt  den  Bogen  zwiäcben 
A  und  eüiem  vaiiablen  Punkte  des  Drahtes,  so  darf  das 
nannte  Integral  gesetzt  werden: 

AB  AB 

Die  Grösse  —  ist  citie  Funktioa  fon  a,  die  sicli  dem  Wcrtbe 

»■  ' 

—  nähert,  wenn  ff  sich  der  0  nähert;  die  Integrale 


AU 


AC 


haben  daher  endliche  Werthe,  denu  die  zu  inU^grireode 

tion  wird  nie  unendlich   gross;  mau  darf  deshalb  fOr  das  in 

der  Gleirbutig  (1)  vorkommende  Integral  aucli  twtzen: 


AB 


AC 


f'-^^f'^ 


d.  h. 


.l«^+.ta^°. 


I>io  Wahl  der  Längen  A  U  und  A  C  ist  willkörlie 
m&ssen  dieselben  endlich  sein  gegen  die  Länge  de& 
man  wird  fdr  btride  die  Hälfte  dieser  Länge  setzen  dürfen; 
bezeichnet  man  die  gansc  Länge  durch  /,  so  wird  also  dt« 
GloiduiDg  (l): 
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Durch  Betrachtnngen  ganz  derselben  Art  sieht  man  ein,  dasa 
die  Qleichnng  (3)  eine  ähnliche  Form  erhält;  sie  vird: 

tt  =  2ilgi-. 

Diese  "Werthe  Ton   V  and  to  sind  in  Gleichung  (2)  za  sub- 
stituiren;  thut  man  dieses,  setzt  der  Kürze  wegen 

nnd  bezeichnet  den  Widerstand  des  ganzen  Drahtes,  d.  b.  die 

Grösse 

l 

kna* 
durch  r,  so  erhält  man: 

Aas   dieser  Gleichong,  in  Yerbindnng  mit  der  Gleichmig  (4) 

nämlich 

n  3»  _      de 

sind  I  mid  e  als  Funktionen  von  s  und  t  zu  bestinmien. 

Eine    partikuläre   Lösung    dieser   Differentialgleichungen 
findet  man,  indem  man 

e  =  Xfäxi  n  * 

i=  ycosn* 

setzt,  vo  n  eine  villkOrliche  Constante  bezeichnet,  und  X  und 

Y  anbekannte  Funktionen  von  (  bedeuten.    Die  Gleichungen 

werden  hierdurch: 


r=-.,4(„^+l.Vf) 


Durch  Elimination  von  Y  ergiebt  sich  hieraus: 

Das  aUgemeine  IntegnU 'dieser  Differentialgleichung  ist: 
A'=C,e-^'+Cje-^'S 
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U«ber  dift  Bcv^i^  der  ElcktrictUt  in  TMktea. 


Yto    C\   and  Cf  zirei  wilUcUrliche  Comtanteo 
Basia  der   Datilrltchen  Logfirithraen   ist,  und 
Wurzeln  der  quadratischeu  Gleicbong  sind: 

Die  Werthe  tod  k^  und  l^  sind  demzufolge: 


tK>deutent  « 


dU 


1  ± 


S2i 


Um  ein  Urtlivil  dartlber  zu  gewüuieii,  ob  diese  Wurzeln  nä 
oder  imaginär  sind,  soll  ein  specieUer  Füll  betrftcbtet  ir«nie& 
Es  soi  der  Dralit  der  JacobiVhe  Widerstandsetalon,  dea»a 
Widerstand  Weber  gemi^^eu  liut  Dieser  Drulit  ist  eü 
Eupferdraht  von  7»,620  Länge  und  0">^S33  Kadiufw  D« 
Wertb  von  y  i»t  hienach  sebi-  nahe  =  LO.  Den  Widentaod 
dcäsclbcD    tuich    etckti-omognetischem   MoA^^e    bat  Wob«r^ 

=  598.10' 

gefunden  bei  Zugrundelegung  von  Millimeter  und  Sekunde  als 
Eiidieiten  der  L&nge  und  der  Zeit,  um  den  Widerstand  nocb 
mecluiiiisclicm  Maosüe,    ali^o  den  Wertb  von  r,  zu  finden,  hat 

miui  diesen  Wertli  mit     ,  zu  mulüpbciruu.    Da  nou,   bei  B«- 

nutziuig  derjK^ben  Einheiten^, 

c  =  4,39. 10" 

i»t  so  crgiebt  sich 

r  =  2,482. 10-". 
Es  folgt  hieraus 

-  /,  =  2070. 

Die  Grtue  n,  velcbe  tiodi  unbestimmt  gelassen  ist.  soll  spiUer 
so  gev&blt  werden,  dass  nl  ein  ViellAcb««  von  n  ist  Es  vinl 
dann  da><  negitÜTe  Glied  unter  dem  Wurzelzeichen  in  dn 
Aoiulrüclcen  von  >.,  trnd  l^  so  gtosi  sein  gegen  1,  dass  ea 
unendlich  gross  wird  betrachtet  werden  dOrfen.  Dieser 
Bland  bringt  i-ine  bedeutende  Veryinfadmng  der  Aufgabe 
Es  soll  im  Folgenden  nur  der  Fiill  untersucht  werden, 
derselbe  Umst.in(l  statttindot,  d.  b.  dasa 


')  EiGktrodTiuuniMlie  UuMbMliiiiinun)^B  18(0,  S.  252.  

')  Elcktrod7iininiBcfa«Ua««l>««tiiumuDgri)i'Weber  nixl  Kohlranacfcl 
I8M,  ti.  2M. 
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32y 

ref2 
als  unendlich  gross  gegen  1  angesehen  werden  kann;  es  wird 
diese  Yoraossetzong  nm  so  näher  erfüllt  sein,  je  kleiner  der 
Widerstand  des  Drahtes  bei  gleichbleibendem  Verhältniss 
zwischen  Länge  und  Badins  ist;  es  wird  aber  dieser  Wider- 
stand noch  beträchtlich  grösser  als  der  des  Jacobi'schen 
Drahtes  sein  dürfen,  ohne  dass  die  Reanitate,  zu  denen  wir 
gelangen  werden,  aufhören  GOltigkeit  zu  besitzen. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  werden  die  Werthe 
Ton  ^  und  Jl, 

WO  der  Kürze  wegen 

gesetzt  ist  Durch  Einführung  neuer  Gonstanten  an  Stelle  von 
Cj  und  C,  kann  man  dann  den  Ausdruck  von  X  auf  die  Form 
bringen: 

X=  e-*'  f  ^cos^  +  5  sin  '^\ 
Dabei  ergiebt  sich 


r=    *~*' 


2 


ah     .  e     d\  ent 

—  A 7=  "  \  cos  —= 


Ich  werde  voraussetzen,  dass  für  f  =>  0,  i  =>  0,  also  auch  Y=Q 
ist;  diese  Bedingung  giebt: 

ÄyT 
die  Grösse  n  soll,  wie  oben  schon  bemerkt  wurde,  einem  Viel- 

fechen  von  -^  ^eichgesetzt  werden;  es  wird  deshalb  der  Nenner 

des  Ausdrucks  von  B  gleich  einem  Vielfachen  von 

sein;  die  hier  mit  n  multiplicirte  Gh^sse  ist  aber 

re/2 


144 


TT«ber  di«  Bewt-faiung  dor  Ult-ktricidi  in  DiAtea. 


d.  b.  gerade  die,  von  der  vorausgesetzt  wurde,  dass  sie  tmeod« 
licli  grots  wäre;  es  «Hrd  deshalb  B  unendlich  kleiu  gegeo  A 
sein,  und  man  wird  setjien  kOnnco: 


X=A.e 


-kl 


.C09- 


e»t 


= -^  Ab        Bin  -^^ 

Multiplicirt  mim  diese  Ausdrücke  resp.  mit  sinns  und  cosxi 
und  setzt  die  Produkt«  den  Grössen  ■•  und  i  gleich,  so  er- 
hält mal)  eine  partikulärR  LO.suiig  der  ßlr  e  und  i  geltend«!) 
Differeiitialgteichungen.  Diese  Lösung  lässt  sich  dadurch  Ter- 
allgemeinem,  dass  man  in  ihr  zu  «  eine  wUlkQiiichu  Coasta&la_ 
addirt;  dadurch  erhält  man: 


«  =  8-"' 


ent 


COS  — ^C^sin»«+  Avonns) 
_i_  e -*' Bin  ^  (/< COT  «f  —  y4' sin  m ) . 


Eine  partikuläre  Lösung  toq  anderer  Form,  die  ebenfalls 
£t;diiigung  genOgt,  dass  i  flir  ( =  0  venichwludet,  ist: 

i |!|Ä{l-e-«»*), 

wo  a  und  b  zwei  willktlrlichc  Constanten  bezeichnen.  Vhss 
den  beiden  Differentialgleichungen  Itierdurch  genügt  wird,  da- 
von Dberzpugt  m»n  ^i<-h  leicht,  wenn  man  btüintzt,  dass  di« 
eine   duicb    die  EinftÜn-ung   der  Grösse    h  die  Gestalt  erh3Ütj_ 

Man  erhält  eine  LOeung,  die  man  den  anderweit igi>n  Be- 
dingungen der  Aufgabe  anpassen  kann,  wenn  man  e  und  i 
gleich  Summen  toq  pertikullli-en  LöKongen  der  angegdnnni 

Fonnen  »etzL 


Es  soll  ntin  der  Fall  näher  betrachtet  Verden,  dass 
Draht  ein  in  t>icli  zurfickkelirender  lit.  In  diesem  FaOe  ml 
e  und  (■  gleiche  Werthe  erhalten  dir  »  =  0  und  filr  *  =  ^  imd 
zwar  muss  die&os  stattfinde»,  welches  auch  der  AolSuigspankt 
von  s  sein  m6ge;  das  erfordert,  dass  e  und  i  FunktJoiieQ  raSj 
sind,  die  periodigch  eind  um  /;  hierzu  ixt  nöthtg,  dass 


Cfiber  die  Bcwoßiung  d«r  ElelttriciUt  in  Ur&fatea 


H6 


h  =Oundn  =  m 


3(1 


ist,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet    Mau  hat  daher  fttr  e  und 
I  die  folgend«»  Au.silrücke : 


Di«  Convtanten  o,  ^,  (f*  lassen  dcb  uacb  dem  Fonrier'schen 
Satze  bestiBiinfin,  wenn  «  ftir  f  =  0  als  Funktion  von  «  gegeben 
üt.  Die  LöKiing  l&sst  sich  aber  noch  auf  «ön«  andere  Form 
bring<-ti;  wc^Iche  deutlicher  da«  Charaktcri.sti$chu  derselben  zeigt. 
Ea  sei  für  <  »  0 

die  Ansdzflcke  onter  dim  Summenzdchcn   in  e  und  i  form« 

man  om  nach  den  Gleichungen 

cos^aiuy  =  J8in(y  +*)  +  jsin(y — m) 
cwxcosy  =  ico8(y  4-4-)  +  JcoB(y^«) 
sin  isin^  —  —  icos(y  +  x)  +  jcos(y  —  x); 

wenn  man  dann  errftgt^  doss  dio  FunJction  /  notbvendig  um  / 
periodisch  ist.  so  eicht  mao  ein,  doas  die  Ausdrucke  von  e 
uaä  i  füIgesdermasB^n  täcb  schreiben  lassen: 

Die  Orfisse  a  ist  dabei  bestimmt  durch  die  Gl«icbung: 

I 

0 

d.  h.  ^d  ist  die  Menge  dreier  Elektricität,  die  der  ganze  Draht 
mthält. 

Bt/chbaftt  GmmumIm  JLbLuillunftD,  IQ 


146 


Vebat  die  Bewe^ng  der  LlektricitHt  in  [>rftlttaD. 


Der  Ausdruck  von  e  zuigt  eine  «ehr  markwtkrdige 
logie  zwischen  der  Fortpaa.it/uiig  iler  Glelctricität  in  dem  Dralit« 
und  der  Fortpflanzung  einer  Welle  in  eiuer  gespannleu  Seite 
oder  einem  longitudinul  s{;liviDgcudeii  el^tiscben  Stabe.  WeoD 
ci  B>  0,  d.  h.  die  Gesammtmenge  der  ürden  Elektiicitftt  gleich 
0  ist,  so  zerfUUtf  wie  icli  mic^li  ausdrucken  will,  die  Elektricifät 
in  iwei  WcUcn  von  gleicher  SULrke,  die  in  entgtr^inigysetitcn 

Richtungen  mit  der  GeschwindigkcitTT^diirch  d«n  Draht  lau- 
fen. Dabei  nimmt  die  Dichtigkeit  der  Eloktriciiat  überall  pro- 
portional mit  e—'"  ab.  Die^e  Abiiaiime  ist  aber  im  Vergkkli 
mit  der  Geschwindigkeit  der  Wellen  eine  sclir  langsame.  IKe 
Zeit    nämlich,   welche    eine  jede   von  beiden  Wellen  zu 

I  Vi 


llmUufi>  gebrancht,  ist  = 


und  datier  da»  VerhältimiB  i 
und 


Üichtigkeil^n  der  Elt^ctricität  au  einem  Pimkte  vor 
einem  Umlaufe  das  rem 

l.e ._, 

diwu  YerhSltniss  ist  aber  unendlich  wenig  von  1  verscluedai, 
da  der  Expment  Ton  f  der  gemacfaten  VoraoBsetzuiig  gtmtM 
uQoadlich  klein  ist.  Im  V«rgl«i(di  ndt  QeKbwindigkeitni 
welche  unserer  Anschauung  zugänglich  «itid,  wird  freilich  die 
Abnahme  dur  elektrischen  Dichtigkeit  immer  eine  sehr  schnelle 
»ein.    Ware  der  Draht  der  Jacobi'sche  Widerstands-Etaloii, 


so 


) 


w&re  4-  sehr  nahe 


gleich  dem  2000  sten  Tlioile  eioer  Se* 

knnde:  es  würde  mitbin  in  diesem  kurzeu  Zcitraumü  die  elek- 
trische Dichtigkeit  in  dem  Verhältnis»  too  e:l,  d.  h,  tot 
2,7 : 1  abnehmen. 

Wenn  a  nicht  gleich  0  ist,  oder  die  mittlere  Dichtigkeit 
der  £lektricitilt  nicht  gleich  0  ist,  «o  Hndert  dcb,  wie  der 
Ausdruck  vOD  e  Koigt,  der  Ueberschoss  der  Dichtigkeit  Über 
die  mittlere  IKchtigkeit  gerade  so,  als  ob  die  letztere  gleich 
0  wäre. 

Die  Fortpflanzungsgeschwifidigkdt  einer  elektrischen  We 

bat  sich  hier  ='öT  ergeben,  also  aU  unablängig  sowohl 
dem  Querschnitt,  als  ron  der  Leitungsf^higkeit  des  Drahtos, 
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als  cndlicb  ron  der  Dicfatigkcit  der  Elcktricität;  ihr  Wetth 
ist  der  fOD  41ß.MJ  Meiku  iu  viiier  Sukundc.  ulso  sehr  naJio 
gleich  der  tieschirindigkeit  des  Lichtes  im  leeren  Baume. 

Wenn  der  Draht  nicht  ein  in  sich  zurückkehrender  ist. 

leo  darf  die  (tfössc  b  nicht  gleich  Ü  itm,  und  die  Gronsf^Q  h 

kfioDea  audöre  Wertbe  als  in  dem  betrachteten  Falle  haben; 

daflLr  sind  fllr  die  Enden  de«  Drahtes  gewisse  meichuoßeu  zu 

RfUloD,  je  Dach   den  Bediogungeti,   donon  die  Enden  uut«r- 

«ucfen  sind.    Ist  ein  £tide  idolirt,  so  mass  an  diesem  immer 

iasO  Min;  ist  dasselb«  mit  der  Erde  in  Tollkommne  Verbin- 

ha^  gesetzt,  so  muss  liier  das  Potenüal    V,  also  auch  e  für 

flUe  Wtjrtbe  von  f  venich winden.     Es  hiit  keine  Schwierigkeit, 

die  Ausdrücke  ftir  «  und  t  zu  bilden  ftlr  die  Fälle,  dass  beide 

fiodcD   tsnlirl,  beide  mit  der  Erde  verbunden  sind,  oder  das 

tine  iMtiri^  da»  andere   mit  der  Erde    in  Verbindung  gesetzt 

hiL     B)   zeigt   sich   dabei,  da^   an    einem  Ende    immer   eine 

ReflcKton  der  WellCj   die   es  trifft,   stattfindet;  ist  dtu  Ende 

sur  Erde  abgeleitet,  so  ist  mit  der  ReBexion  eine  Cmkehrung 

der  Wflle  verbandetlf  d.  b.  es  geht  negative  EloktriciUlt  von 

imselbvn   aus,  wetin   ee   tod    positiver  getroffen   wunle;    an 

iMB   isolirten  Ende    findet  die  Koflexiou   ohne   Umkehinmg 

■Utt    Ea  ent^ricbt  ali»  io  gewisser  Hinsicht  das  abgeleitete 

Xtnd«  dem  festen  Ende  cioos  loogitadiual  scbiringcDdou  Stabes, 

das  insoUrtc  dem  froien  Endo  des  Stabes. 

£■  mU  i^er  ein  anderer  Itierher  gehöriger  Fall  betrachtet 
Werden.  Es  soll  nitmlich  untersucht  wei-den,  vio  sich  die  Elck- 
Ltricität  in  dem  Schliossungtidmhte  einer  galvanischen  Kette 
Iwwegt,  bevor  der  Strom  ein  stationärer  geworden  ist  Ich 
wrde  dabei  roruissetxen,  daes  der  Widerstand  der  Kette 
■■endlich  klein  gegen  den  des  ScIilitf^üuiigsdniliLeH,  und  dass 
dar  dnc  Pol  dvrMlbeii  vollkommen  zor  Enle  abgeleitet  isL 
ICt  dweem  soll  der  Au6uig  des  Drahtes  veihmidcu  sein,  mit 
doD  andern  das  Ende  desselben  zur  Zeit  f  =  U  in  Ycrbiodang 
grsetzt  werden.  Man  wird  dann  annehmen  dürfen,  dass  im 
Anfange  des  Drahtes,  oder  fUr  « =  U,  das  Potential  immer 
^uch  0  ist,  und  im  Endo,  oder  für  j  =  /,  immer  einen  con- 
etaatfn,  von  der  elektromotorischen  Kraft  der  Kette  abhängigen 
Wcrth  hat    Dieser  Worth  muss.  wenn  Ä'dic  elcktromotoriiche 
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Kraft  bedeutet,  ^K  sei».    Di«  Bedingangen,  denen  die  Ans- 
drttcke  TOQ  «  und  i  genOgeo  mtLescD,  sind  daher  die  folgende 
Es  mu6s  für 


=  0 


htxa. 


Der  ersten  Bedingung  wegen  müssen  die  Grössen  J* « 9 
Hvin,  und  es  mass  audi  «  =  0  sein.  Da  e  für  <  =  /  unafahSngig 
Ton  t  aein  soll,  so  m&ssen  die  Gröseen  k  der 
uUgeu. 

d.  h.  «s  mus 


sein,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet    Damit  überdiess  e  ftr 
i  =  l  den  angegebenen  Wertb  annehme,  muse 

gemacht  werden. 

Setzt  man  der  Künx  wegen 


^T^/  =  r 


und 


t  Yt 


9» 


so  bat  man  hiernach  fUr  «  die  Oleicbong: 

ff-  ^ 

*  =  -r—f  '  +  e~**  x*  jCcosimrsininy. 

Die  Constauten  A  be»timmeu  sich  durch  die  letzte  Be- 
dingung; uacb  dieser  moss  fUr  alte  Wvrthe  roo  (p  zwischen  fl 
und  M 

sein;  aber  nach  dem  Fouricr'achcn  Satze  gilt  zwidcbcs  don- 
Bleiben  Grenzen  die  Gleichung: 


Urlwr  die  Beiregiuifr  der  EkktncitSt  1d  Diühlei. 
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I)"  —  rinrnyi 


man  bat  daher  za  set2cii: 


^  =  (-')"4^i- 


cos  m  r  am  m  < 


~(I^e-"'}-    rr^ 


Man  erhält  dadurch: 

Bild«t  man  den  entsprechenden  Ausdruck  von  i  and  erinnert 
sid)  dabei  aa  die  Qloichung,  durch  welche  h  defioirt  worden 
ist,  60  findet  man: 

,_         _-*0"  ^~~    -  sinrnrcMm«. 

Ea  BoU  nun  die  Bedentong  dieser  Ausdrücke  entwidcclt  worden; 
zunächst  die  des  Ausdniclces  von  i.  Es  kommt  dabei  Tor- 
nehmlich  darauf  an,  den  Werth  der  iu  demselben  vorkommenden 
Summe  zu  finden.  In  derselben  soll  f  als  eine  Ckinstante  an- 
gsseben,  und  sie  als  eine  Funktion  von  t  betrachtet  werdra. 
Diese  Funktion  ist  periotlisch  um  2  st;  sie  hat  femer  entgegen- 
gesetste  "Werthe  fllr  t  und  'in — t;  ob  genügt  also  die  Worthe 
zu  ermitteln,  die  sie  durchläuft,  wenn  r  zwischen  0  und  tt 
liegt.    Es  ist 

2*      ■,     tinmrcosmtp  =  \ 2"  ■        " sin « (r  -f-  ip) 


+  »2- 


(-1)- 


sin  IM  (t  —  tp). 


Es  ist  aber  die  Summe: 

(-1)- 


2-  i^  sin  »,, 

I 

wenn  *  zwischen  —  n  und  -f- «  liegt,  =  —  ^,  und,  weil  sie 
Iteriodisch  um  2  s  ist,  daher  allgemein 

wo  p  diejenige  ganz«  Zahl  bedeutet,  fllr  welche  r  —  2p  n  rn- 
scbta  —  n  and  +  n  liegt.  Bei  den  Qrftnzen,  welche  fUr  r 
ukgenoDUDeii  sind,  liegt  r  —  f  immer  zwischen  —  n  und  +  i$, 
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dft    ^    für  alle   Punkte   des  Drahtes  einen   Werth 
0  und  ;i  hat    "Ee  ist  deefanlb: 

Was  den  Wortli  von  t  +  tp  anbetrifft,  so  kann  dieser  kiemer 
oder  grös&er  als  n  sein.    £^  wird 


2^^^m[r  +  ^) '4?, 

wftnn  9  <  )■  — 

-    4^+« 

„     9i>rt  — 

Es  folgt  dnrans: 

^  ^—^OOB  mr  cos  m^:  =  —  ^, 

wenn  y  <  «  — 

„     y  >  »  — 

Hierbei  ist  ronuwgesetKt,  dius  r  zwischen  ü  nnd  x  U^gt, 
es  zirisehen  n  und  2n,  eo  ergiebt  sich  dieselbe  SmoDe 


und 


=  «  —  ^,  wenn  ^  <  T  —  Ä 


gp  >  r  —  B. 


Um  für  grössere  Werthe  von  r  die  Summe  m  finden,  hat : 
sich  daran  zu  erinnern,  dass  dieselbe  periodiscb  um  2n  is^j 
Es  geht  hieraus  h«rTor,  dass  es  in  jod^m  Augenblicke 
dem  Drahte  einnn  Punkt  giobt.  in  welchem  die  Strominten* 
sit&t  einen  Sprong  erleidet.  Dieser  Ponkt  ti^  zur  ZeiL 
I  =  0  am  Ende  des  Drahtes,   schreitet  von  hier  mit  der  Ge- 

scfawindigkeit  rr=  gegen  den  Anfang  vor,  gebt,  sobald  er  die- 
sen erreicht  hat,  mit  derselben  Geschwindigkeit  gegen  das  Eodi« 
hin,  kehrt  hier  wieder  um  und  durchllLuft  so  fortwährend  dip 
IAd^g  des  Drahtes  mit  derselben  Geschwindigkeit  bin-  und 
hergelu^nd.  In  je<tein  ton  den  beiden  Theüen,  in  welche  der 
Draht  in  einem  Augenblicke  diircli  diesen  Punkt  getheilt  wird, 
findet  da-bei  in  diesem  Augenblicke  überall  dieselbe  Strumiu- 
tanriUkt  statt,  so  daaa,  wenn  *  und  i  zu  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  einea  Punktes  gemadit  werden,  eine  Linie  entstellt  ^ 
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der  Form  der  Fig.  8  ■»— 

geaeichncten.    Die       1 ^ 

Strommtensität  ist  vor  1 

dem  Paukte,  in  dem    '  ■*  ' 

der  Sprung  stattfindet,  "■■  ' 

AbReseheii  vom  Vor/eichen,  immer  die  Idoiaere,  Mater  Ihm  3i«t 
grÖBsere,  die  Worte  vor  und  hinter  diibni  im  Sinne  der  Bc- 
wegong  des  Punktes  gebraucht;  die  Rg.  8  gilt  daher  nur  filr 
einen  Augenblick,  in  dem   dienet  Punkt  vom  Ende  den  Drahtes 

Dach  dem  Änfnnge  liLofk ;    _. 

auf  etneu    Augenblick,  I 

in  dem  das  Entgcgen- 

gceetzte  stattfindet,  he-     . - 

neht  sich  Fig.  S.    Die 

Grösse  des  Sprunges  ist  "^-  * 


-  *i 


8V2r 
oder  weno   man  durch  J  den  Werth  bezeichnet,   dem  i  bei 
vacbsender  Zeit  sich  mehr  und  mehr  nähert,  d.  b.  den  Wvrth 


Diese  Grösse  hat  ihren  grösaten  Wcrtli  fUr  ( =  0;  aber  auch 
dieser  tat  in  Folge  einer  Vorausselzraig,  die  gemacht  ist,  un- 
endlich klein  gegen  J.  Etwas  kürzer  läast  sich  der  Ausdruck 
fOr  die  GrOase  doa  Sprunges  sclireibcn,  wenn  man  die  Zeit 
einfthrt,  die  der  Punkt,  an  dem  er  :^t;kttfindet.  oder  eine  elek- 
trische Welle  gebraucht,  tun  sich  durch  die  Lange  des  Drah- 
tes fortzupflanzen.  Bezeichnet  man  diese  Zeit  durch  T,  d.  h. 
fletat  man 

™     tVi 

BO  findet  man  leicht,  dass  jener  Ansdruck 

=  J.  2/ire-*' 
tat    Bei  wachsender  Zeit  uimmt  die  Grösse  des  t^prunges  ab, 
aber  so  lang<iam,  dass  während  der  Zeit  T  nur  eine  unendlich 
Ueioe  AbDuLme  statttindet. 


1&2 


Uebor  die  Bewegung  der  Elektridt&t  ia  Oilihtca. 


Um  den  Vorgang  ToUaUUidig  zu  übereelten,  ist  es  jetzt 
nur  noch  nätJiig,  die  Aendeningen  der  Stromstärke  ata  Aii> 
fange  dos  Drahtes  za  untersuchon.  Ks  sei  dit-so,  alw  der 
Werth  von  )'  fUr  *  =  0,  t,>;  <ionn  findet  man  bei  iJoiiuUung 
neu  eingeführten  Zeichen  J  und  T: 


J (1  -  e- «»«l  +^*^e- "2' 


(-  ?)■ 


am  mr. 


Setzt  man  für  die  Summe  ihren  Werth,  und  bedenkt«  dass 

£  _  £ 

ist,  80  ei^ebt  sich: 

i^  =  J  a  —  e-*"')  +  J2he-'-t{2pT—  i}, 
vo  p  diejenige  ganze  Zahl  bedeutet,  for  welche 


ein  äcliter,  positirer  oder  negativer  Bruch  ist.    Es  biegt 
p  auch  detinireu  als  die  grösste  ganze  Zahl,  die  in  dem 

<+  r 

8?" 

enthalten  ist 

Für  Wertbe  von  /,  für  welche  die  Zahl  p  keine 
grosse  ist,  lässt  der  Ausdruck  von  tg  noch  eine  wesent 
Vereinfachung  zu.  Es  ist  nämlich  für  solche  die  GrCsae  Ar 
unendlich  klein,  und  man  kann  bei  Vemachl&saigung  roa  Glie- 
dern höherer  Ordnung  die  Gleichung  fUr  i„  schreibeu: 

i„=J.2At  +  J2fi{2pT^fi 
d.  h. 

i^=pJ4kT. 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  da^s  die  StromintenaitÖt  am  Anfange 
des  Drahtes  0  ist  bis  zur  Zeit  t=  T;  hier  und  in  den  Zeü- 
ponkteu  t  =3T,  t ^  öT  u.  s.  f.  ändert  sich  dieselbe  spruog* 
weis4^,  und  zwar  ist  der  Sprung  duppelt  so  gross,  aU  in 
andern  Punkten  de»  Dratbe».  In  dun  Zwischenzeiten  ist  na 
constaat 

In  ähnlicher  Weine  lässt  sieb  der  Aosdiuck  Ton  e 
cntiren.    Es  ist 
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(-1)- 


006  mr  sin  mtp  =  J  ^"^ —  sin  «(r  +  y) 


-iS-m-»^"'^»-^) 


oder,  sobald  r  zwischen  0  luid  rr  liegt: 


■wenn  ip  <«  —  r 


liegt  T  zwischen  x  und  2fi,  so  ist  dieselbe  Summe: 

» — ^,  wenn  <y  <  r  —  ü 

—  —  f  +  ^ .   wenn  9)  >  r  —  w. 

Die  zweite  Tbataacbe  folgt  aas  der  ersten,  wenn  man  erwägt, 
daes  die  Somme  gleiche  Wcrthc  hat  Tilr  r  and  Snr  —  r.  M&ii 
findet  für  grössere  Wtrthe  von  t  deu  Werth  der  Sumrae,  wenn 
man  bedenkt,  dass  sie  um  2;r  periodisch  ist. 

Es  ergiebt  eich  hieraus,  das3  in  jedem  Augenblicke  au 
einem  Punkte  dt»  DraJites  auch  e  eines  Sprung  erlciilot;  die- 
ser Punkt  fidlt  immer  mit  demjenigen  zusamtnon,  in  welchem 
der  Sprang  ron  1  statttindeL  Grösser  ist  <r  immer  aul*  der 
Seite  dieses  Fuukteä,  aof  der  das  Ende  dea  Drahtes  liegt,  kleiner 
auf  der  Seite  des  Anfangs.    Die  Grösse  des  Sprunges  ist 

*r 

oder,  wenn  man  duri^h  E  den  cotiftanton  Werth  von  e  am 
£nde  des  Drahtes  bezeichnet: 

=  £e-". 
Auf  der  Seit«  des  Punktes,  m  dem  der  Spnmg  stattfindet,  auf 
welcher  der  Aniang  des  Drahtes  liegt,  ist 

*  =  £.^(l-e-n 

und  auf  der  Seite  deü  Endes 

*=£(j{l-e-*')  +  Q-*'|. 


IM 


Deber  die  Bcwe^ng  drr  Dditriciuu  in  I^ern. 


n».  10. 


Fir-  lt. 


Macht  man  *  und  *  n 
rechtwinkligen  Coorfr 
oaten  eines  Ponktcs,  •> 
entsteht  daher  fUr  eiiKii 
gewissen  Wertb  ¥ou  r 
eine  Linie  von  derFom 
Fig.  10;  wenn  t  «n 
loäKsiges  Vielfaches  too 
T  nicht  fiberschreitet, 
90  bat  die  Väma  di«  (h' 
stalt  von  Fig.  11;  m 
o&hert  sich  der  genulea 
Linie  Fig.  12,  je  weiter 
t  wächst 


Utber  die  Beweping  der  ElftktriciUt  in  L#itera.1 

Li  einer  früheren  Abhandlung'}  habe  ich  eine  Theorie 
Bewegung  der  Elcktricität  in  linearen  Leitern  aufgeetellt; 
will  jetzt  zeigen,  wie  die  dort  dnrchgctührteu  Betrachtaagei 
sich  so  venkllgemcinem  lassen,  dass  sie  aof  Leiter  jeder  G«- 
Btalt  anwendbar  werden. 

Ich  bezeichne  durch  r,  y,  z  die  rechtwinkUgen  Coordinatca 
eines  Punktes  des  Leiters;  den  Strom,  der  zor  Zeit  t  m  die- 
sem Punkte  Öiesflt,  zerlege  ich  nach  den  drei  Coordinateaaan 
und  nenne  u,  v,  w  die  Stroniilichtigkeiten  der  Compooentea; 
diese  Stromdichtigkeiten  werden  gleich  sein  mOssen  den  Pro* 
dnkten  aus  den  Compoueuten  der  ua  Punkte  (x,'y,  i)  wirk- 
samen, auf  die  K)tili«it  der  KtektriritätHmengc  bezogenen,  e1ek,T, 
tromotorischen  Kraft  tn  die  LeitungsfiÜrigkeit  Diese  eleli 
motorische  Kraft  rührt  her  zum  Theil  von  Torhandcner  fireieT 


1)  Pogg.  Ajuial.    Bd.  102.    18fi1. 
3)  8.  oben  p.  lai. 
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Elekiridtit,  zum  Tbeil  tod  der  (nduction,  die  in  folge  der 
Aendenuigeo  der  Stromstärke  in  alle»  TheÜon  des  Ltdtera 
sUtt&idet  Bezeicbuet  fi  die  Potontiatftinktion  der  üt-ien  Btok- 
tridtfit  in  Bezug  auf  den  Punkt  {r,  y.  z),  ao  sind  die  Compo- 
nenten  des  ersten  Theiles  der  elektromotißdien  Kraft 

9ii 


9  »it       „  «ß 


dy '  ~^  3i' 


Um  die  Componentea  des  zweiton  Theilos  angebon  za 
können,  Ijezeichne  ich  dnrch  y,  y,  z  die  Coordinoten  eines 
inreiten  Ponktes  des  Leit^n^  durch  \^,  v',  w'  die  Wertbe  von 
K,  u,  IT  (är  dies««  I*nnkt,  dui-ch  r  die  Entferaung  der  Punkte 
(ar,  y,  2)  und  {x,  y,  :%  und  setze: 

wo  die  lategratioDcn  aber  das  ganze  Volumen  des  Leiters  ana- 
gedehnt  gedacht  sind.  Nach  dem  Weher'schen  Gesetze  der 
Indaction  sind  dann  die  Componenten  des  zweiten  ThcUes  der 
betrachteten  elektromotorischen  Kraft: 

c»  dr     c'  dt*     ^  h~t' 
wo  c  diejenige  constante  Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  der 
zw«i  Glektricitätstheile  gf^gen  einiuider  bewegt  werden  intlBscn, 
damit  sie  keine  Kitüt  auf  einojider  ausaben.    Int  dalier  k  die 
Leitnngsiäbigkeit  des  Leiter»,  %o  hat  man; 

.1)  "=-241? 

(2)  -=-2»(|f 

Dass  die  freie  Elektncität  auf  die  Oberfläche  dee  Leiters  be- 
schränkt ist,  wie  heim  Gleichgewicht  oder  bei  conatantcn  Str&- 
snen,  darf  man  hier  nicht  annehmen;  es  wd  sich  in  der  That 
2eigen,  dasü  im  Allgemeinen  das  Gegcntbeil  stattfindet.  Ich 
bezeichne  durch  e  die  Dichtigkeit  der  freien  Eiektricität  im 


+ 


+ 


c"  ~dt ) 
iBT] 
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Punkte  {r,  y,  z),  durch  e'  die  im  Puukte  («',  y,  *'),  durch 
ihre  DichÜgkfit  in   i^iuem  Element«  der  Oberfläche  äS  und 
durch  e'  dieselbe  fitr  ein  zireitea  Element  der  Oberft&che  ^S, 
dami  ist: 
(4)  a^f'J^Ji.'+Jil.; 

wo  die  erste  Intc^ation  flber  das  ganze  Volnmen,  die 
über  ilie  ganze  Ubcriläche  des.  I^eiters  auszudobueu  ist 

Zu  diesen  Gleichungen  lussen  sich  noch  zwei  hiuzuitl^eiL^ 
die  sieb  auf  die  mit  der  Zeit  stattimdeDdeD  Aendenmgen  derH 
Dichligkeiteii  der  freien  Elektncität  beziehen.   Fur  jeden  Punkt 
im  Innern  des  Leiters  Ut  nämlicb: 

5<.       ö|f      3«  \  6i 

5^  "^  e«  "•"  e.  "^      2Ö/' 


(ö) 


und,  bezeichnet  man  durch  iV  die  nach  dem  Innern  des 
ters  gerichtete  Normale  des  Elementes  dS  seiner  Oberfiächi:-. 
80  ist  ferner  ßir  jeden  Punkt  dieser  Oberflteho: 

(6)     u  008  (A;»)  +  V  CÖ8  {N^)  +  w  cos  (iV,r)  =  —  JjJ. 


Aus  den  ao^teateUten  Gleichungen  l&sst  sich  eine  meik* 
vQrdige  Relation  zwischen  <  und  fl  herleiten.  Substituirl  man 
nämlich  die  Wuiihe  von  «,  u,  w  aus  (1),  (2),  {Bj  in  (ä) 
benutzt,  doss: 

ist,  80  findet  man: 

Da  die  Gleichung  fUr  U  sich  schreiben  lässt: 


so  ist: 

r  ''i 
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a  IT 

Bildet  mao  iu  äluiliclier  Weise  die  Wertbe  Ton  -.—  und 


-3—1  90  eigiebt  ddi: 

dU  .    dV 


öy 


^,  +  -  + 


-/rf.'rf,rf,'('''^+,/^i+ 


denn  es  ist: 


ID 


?ry 


fl» 


ö'l 


;^  +  -,-^  =  0 


fiir  alle  Punkte  {*',  y',  ?'),  die  nicht  mit  dem  Punitß  (j,  y,  z) 
zuKauimeufalleii ;  uud  uusgeddint  Über  «iuüii  uimiidlieii  klfiinen 
Rwun,  in  dem  der  Punkt  (x,  y,  z)  Hegt,  sitid  die  Integrale, 

an*    SPS  W 
welche  die  zweiten  Tbeile  toh  v— ,  -«-,   57  bilden,  unendlich 

klein.  Von  der  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  übei-zeugt 
man  sich  leicht  durch  duäsclbe  Vcrfahrcii,  durch  welches 
6anss  nachgewiesen  bat,  dass  zu  dem  Potentiale  you  Massen, 
die  continuirlich  einen  Raum  erfOlleii,  iu  Beziehung  auf  einen 
Punkt  in  dieacm  Baume  die  Miuüsen,  die  dem  Punkte  luieiid- 
Ucb  nahe  liegen,  nur  unendlich  wenig  beitragen.')  Graetzt  man 
in  dem  Integi-ale,  welche»  die  rechte  Seite  der  gefundenen 
Gldchmig  büdct,  die  nach  x,  y,  z  genommenen  DifTertfiitial- 
qnotient«&  durch  die  negatiTcn  nach  -r',  j',  t  genommenen, 
zerlegt  daeeelbe  in  drei  TheÜe  und  integrirt  den  ersten  pactietl 
nach  y,  den  zweiten  nach  y,  den  dritten  nach  r',  so  erhält  ouui: 
9U  ,    SV      dW 

Si  ■*■  a,  ■*"  ö« 

'^  [u'  cos  (JV,  x)  +  b'  CO8  (iV,y)  +  w  cos  {H,  r)] 


•is  ig  dl 


(9u    ,   flf^   ,  öw'' 

[9x  ■*■  SV  "•"  de' 


wo  y  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  des  Ober6ächen> 
elementes  (/S*  bezeichnet.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichangen 
(6)1  (A)  and  (4)  l&est  sich  die»e  (Jleichung  aber  schreiben: 


0  Beanltat«    aoa    d«n    B«ob&vlitaiigeii    des   magnetiecheu   Verein«; 

m».  a  T. 
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1  aa 

2  gi' 


Hieraus  folgt: 

9D  .ar.BW 

(7) 

1:  =  -  8*  (2., 

Kfiin  craicbt  aas  difiser  Glcicfauiig  sehr  deutlich,  doss  nur  luu-^ 
itabmsweiao  e  =  0  eeiD  kann,  daas  also  im  ülg«mci&ou  audt 
im  InocrD  de3  Leiters  sich  fr«ie  Elektricität  befindet  Es  isi 
wohl  wahrscheinlich,  dass  bei  den  sogc&atiDtcD  mcchanischca 
WirkuugoD  des Kntladutigbstromcs  oiues  Leydoticr  Ftu-^cUe,  z.B. 
dem  ZeistAuhun  eines  feinen  Drahtes,  die&e  im  Innern  befind- 
liche freie  Elektricitat  eine  wesentliche  Rolle  spielt  i 


Ich  will  die  hier  entwickelte  Theorie  jetzt  auf  den  Fall 
anwenden,  den  ich  in  Aiv  im  Bingange  angenihrten  Abhaud* 
lung  betrachtet  habe,  auf  den  Fall  nämlich,  daas  der  Leiter 
ein  unendlich  düiuiur  Dralit  ist,  in  di-sseu  Nälie  kc-inc  andere 
elektrische  Körper  vorhanden  sind.  Ich  will  nachweisen,  dasa 
diese  aUgemeiiiere  Thei>ric  diesclbeu  Besultate  liefert,  die  Uh 
diiri  herleitet  habe,  au^^erdem  aber  noch  gewisse  F: 
beantwortet,  die  dort  uubc&utwortet  geblieben  sind. 

Ich  werde  die  allKcmcinL^n  Gleichungen  zunäcltst  rei 
fachen    durch    die   Einführung  der   Voraussetzung,    dasü   der 
Leiter  ein  Cylinder  yoq  kreiaföriuigem  (juerachuitt  ist,   und 
ämsi  di«>  Strömnngea,  sowie  die  Vcrtheilang  der  freie»  Elekth- 
citjtt,  symmetrisch  zur  Aze  sind,    ich   neliuie  diu  Axe 
;r-Axe;  fUr  r/  und  z  fOhre  icli  neue  Coordiiuten  p  und  ip  e 
NO,  dass 

y  =s  f)  cos  q>,     z  «  (I  sin  ^ 

ist;  entsprechend  setze  ich: 

y  =  o  cos  tf',    :'  =  p  sin  ^'. 
Ich  bezeichne  femer  die  Stromdichtigkeit  der  auf  der  Axo  d< 
Cyliuders  senkrecliten  Componente  des  Stromes  —  positiT  ge- 
rechnet in  der  von  der  Axe  fortgehenden  Richtung  —  Rtr  dl^| 
Punkt  {r.  (r,  tp]  durch  a  und  fllr  den  Punkt (<■',  f   tp)  durch  t/^ 
Es  ist  daua: 

t!  =  tt  coa  tpt     tc  ^  <T  sin  <pt 

p*  =  tf*  cos  tf'f    w'  •=  <r'  sin  y'. 
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Mftn  hat  daher: 

wo 

Vcmaclilässigt  man  die  Wirkung  der  auf  den  tirundüäclien 
des  Cyboders  befindlichen  freien  Elektricitfit,  m  Iftsst  sich, 
wenn  a  den  Radius  des  Cjlinders  bozeichnot,  die  Gleichung  (4) 
sclureiben : 


tlO) 


si  =  rdy±j^j£ ,-  ^  „  rifj£  ^^ 


Die  Gleichoog  (5)  wird: 
(11)  '- 


und  dio  Oldchun^  (6),  die  sich  auf  die  Oberättcbe  beziobt: 

(12)  <r=i«-;. 

Die  Ausdrücke  von  Ü  and  U  nehmoo  edne  wesentlich  ein- 
£acbere  Gestalt  hu,  veun  man  die  VorausKt^^tzuiig  eiid&hrt,  dajis 
der  QuerscboiU  des  Cjlindere  unendlich  klein  ist,  während 
(.eine  Länge  eine  endliche  lhL  IcIi  iieniif  /  diesu  Läiigu,  den 
Anfmogspunkt  der  Coordinaten  le^e  ich  in  den  Mittelpunkt  des 

pylinders,  die  Integrationen   nach  x*   sind  dann  von  —  ^  hU 

+  -s  anszudobnen.    Der  Kllrxe  wogen  setze  ich 

''-■r  =  |; 
ibr  dj^'  kann  dann  in  den  Iiit(*grftlen  d^  gBitcbrieben  werden; 

die  Int^nitionen  nach  |  sind  zwischen  den  Gränzen  —-q—^ 
BDd  j~x  za  nebmeD,  von  denen  die  erste  stets  negativ,  die 

zweit«  stets  positiv  ist.  Die  in  den  Integralen  vorkommeDde 
ürOsse  r  ist  bestimmt  durch  die  Gleiobung 

r»  =  |'  +  /J», 
wo 

/«•  =>  e'  +  (>'*-  2p^'cos(y  -  tpy 

Um  mit  der  Umformung  des  zwoitea  Theües  von  ß  zu  be- 
gÜmeD,  denke  ich  mir  in  dem  Integrale 
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f 


W*l* 


«'  nach  dem  Ta^lor'schoß  Satze  nach  Potonzeo   tod  £  etA-_ 
wiclielt,  also  ges«(2t: 

die  einzelnen  TheOe,  iu  wejcbe   das  Integral  sich  duu  zer- 
legen läset,  sind  von  der  Fonn: 

E3t  ist  aber: 


und 


Wenn  ß  unendlich  klein  ist,  vräs  stattfindet,  wenn  a ' 
klein  ist,  so  wird  hiemach  der  erste,  und  nur  der  erat«, 
Theile  unendlich  gross.    Man  darf  dalier  olle  folgenden 
gegen  den  ersten  vernachlAesigen,  also  setzen: 


h 


*di 


2clog 


yv^4if 


oder  auch ,    indem   man  wieder  Hndhches   gegen   aneudlich 
Oroeses  vemachlässigt: 

=  2.Io6J. 
Weiter  ist  mm: 

Jlog/irfy' =  2)ilogp',  wenn  p' >  p. 

0 

In  dem  2weiten  Thale  ron  1>  ist  p'  =  a  ra  setzen;  es  ist  dft- 
her  dieser  zweite  Tbeil,  uämlicb 
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dx'da'   . 
-■~f-e 


=  iaaelog—  , 

Aehnliche  Betrachttmgen  lasseo  sich  in  Beziehong  aof  den 
ersten  Theil  von  ii  anstellen.  Bezeichnet  man  den  Werth, 
den  t  in  dem  Punkte  (j,  q',  <p')  hat,  durch  «'(,,  so  findet  man 
durch  dieselben,  dass 

/■:,^-2..iogj 

gesetzt  werden  dfurf;  weiter  ist: 

f\ogßd<p'  =  2nlogp',    wenn  p'  >  p 

und  =2«logp,    wenn  p  >p': 

ftlr  den  einen,  wie  för  den  andern  dieser  beiden  Auadrttcke 
kann  man  aber  2  a  log  a  schreiben,  wenn  man  Endliches  gegen 
unendlich  Grosses  vernachlässigt;  es  wird  deshalb 

/-'-^«^'*'=^4«iogXyp'rfe'.v 

0 

Setzt  man 

m 

2«ac  +  2»rp'rfp'e'o  =  £, 

0 

d.  h.  bezeichnet  man  durch  Edx  die  Menge  freier  Elektrici- 
tät, die  in  dem  dem  Elemente  dx  entsprechenden  Theile  des 
Drahtes  enthalten  ist'),  so  ergiebt  sich  also: 

(13)  i2  =  2£log-^. 

In  derselben  "Weise  lässt  sich  der  Ausdruck  von  U  in  der 
Gleichung  (9)  behandeln.  In  demselben  denke  ich  mir  u  und 
ff'  nach  Potenzen  von  |  entwickelt,  und  dabei  die  Werthe  von 
u  and  ff  för  den  Punkt  {x,  p',  (p')  durch  u'^  und  o'^,  bezeichnet 
In  den  Theilen,  in  welche  der  Ausdruck  sich  dann  zerlegen 
lässt,  kommen  Integrale  vor  von  der  Form: 


/, 


(^' +  «•>*■ 


*)  Es  ist  £  hier  dieselbe  Grösse,   die  ich  in   der  oben  angefahrten 
Abhandlung  e  genannt  hiibe. 

Klrcbhoff,  flnummnl»  AbhmndhiDgML  H 
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Eä  ist: 


f^+F 


Von  deD  Integralen  der  betnitht«tcn  Form,  wenn  sia 
men  weitleu  von  einer  negativen  bis  zu  einer  positiTeD  end- 
lichen Gränze,  ist  daher  ilmjcuigv,  för  «-clcbeH  n  =  2  ist,  uni) 
nur  dieses,  uneudlich  gross,  falls  ji  unendiicb  klein  ist.  AUt? 
Übrigen  lotegralo  lassen  sieb  daher  gegen  dieses  vemacblässi- 
gcu  und  in  ihm  kann  der  endlicli^  Thinl  audi  fnrtgelaasea 
werden.    Äh  Faktor  kommt  in  demsellien  die  Grösse 

«'o-*'-'(pCos(v-y')-(>') 

Tor;  wegen  der  Kleinheit  von  p  und  p'  kann  aber  hierfiir  ", 
gesetzt  werden.  Sicrnacb  erhält  mau  durck  eine  Rcchntmg, 
die  derjenigen  gleich  ist,  welclie  oben  in  Betug  auf  j2  aag^ 
stellt  ist: 

£/-4iilog  -jg'dg'it^ 

i3ezeiclinet  man  die  Elektricitätsmenge,  welche  in  der  ZeiUÖ* 
heit  durc^b  den  Quon4chnitt  des  Drahtes  äicsst,  also  dit-  Inta- 
sität  des  Stromes,  durch  /,  so  lässt  sich  diese  Gleichaog 
facher  schreiben: 

ü=2ilog-^. 

Snbstituirt  mau  dim&a  Worth  ron  U  und  den  Werth  tod  Ü 
aas  (Ld)  in  die  Öleichnng  (S),  so  erhält  man: 

Die  rechte  Seit«  dieser  Uleichung  ist  unabbiüigig  ron  <».  tt 
ist  also  auch  »  von  p  uuabblLngig  and  daher 

i  =  nu'tt; 
mithin  ist  auch: 

(.4,  .■=-4,..*l.gX(|f+^fi). 

Eine  zweite  Glcicfaaog  zwischen  den  Gb-Ossea  E  and  f 
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man  aus  den  Gleicbuiigen  (11)  imd  (Vi).  Multipliriit  man 
n&mlicii  die  erete  tod  diesen  mit  ^dgdtp^  integrirt  üe  Über 
den  Qner&chniit  des  Drahte»  und  zieht  von  ihr  die  i.-KvW.a  ab, 
□achdeo)  diese  mit  2na  multipUcirt  i»t>  so  erhält  mau: 

B«I  der  Ableitutip  der  Gleichungen  (H)  und  (15)  ist  voraus- 
gesetzt, das?  der  Draht  gL'rtuIc  ist.  Da  dicselboii  aber  scigen, 
dass  auf  den  elektriüchon  Zustand  an  einer  Stelle  de^  Drahtei^ 
die  elektrischen  Zustände  aller  Punkte,  dio  in  endliehor  Eiit- 
femong  von  dieser  liegen,  von  boiuem  EiuHusü  ^ünd,  so  wer- 
den sie  auch  gelten,  wenn  der  Dr&ht  gi?krUinmt  iät,  sobald 
iinr  der  Kadius  der  KrUnuniin^  überall  endlich  ist  und  mi;ht 
Punkte  unendlich  nahe  aiieinauder  liegen,  zwischen  deueu  ein 
endliches  StQclc  des  Drahtes  sich  befindet.  Die  Gleichungen 
(14)  und  (15)  aind  aber  dieselben  wie  diejenigen,  zu  denen  ich 
Ittr  dcpaclbcn  Fall  in  der  ohen  Hngefllhrten  Abtuiudluug  ge- 
^HBIHibD  bin.  Die  hier  entwickelte  allgemeinere  Theorie  fUbrt 
also  za  dett*elben  Resultaten,  wie  die  dort  nuseinander  gesetzte; 
aw  führt  aber  auch  noch  ku  weiteren.  Hat  man  nämlich  auit 
{14)  und  (15)  £  bcstiuinit,  diuui  au-s  (lä)Ü.  so  kann  man  durch 
Integration  von  (7)  i,  odiT  diiT  Dichtigkeit  dcT  freien  Elek- 
tricität  im  Innern  des  Draht^is,  finden,  sobald  nur  (Ur  den  An- 
fangspunkt der  Zeit  c  ge)j;ebeu  ist.  Ist  der  Aufangawortb  von 
e  anatbhüngig  von  g,  so  ist  immer  t  hiorron  unabltaugig,  d.  h. 
die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  in  allen  Punkten  einei^ 
Qaerschoitts  ist  dieselbe;  denn  nach  (13)  ist  ii  unabhilngig 
ran  Q,  und  in  der  Gleichung  (7)  kommt  g  nicht  vor.  Nach 
der  Bcstinimung  von  f  kann  man  weiter  e  Briden;  wenn  der 
Anfang^n-ertb  von  t  unabMugig  von  fj  i^t,  wixs  vorausgesetzt 
werden  «oll,  so  dient  liiencu  die  Gleichung: 

E=  'inae  +  nä*t. 
Unter  derselben  Voraussetzung  iat  es  endlich  leicht   ff  aus  * 
zu  herecbneo;  es  ist  nämlich: 

I   o  dt 

Dses  diese  Gleichung  für  o  —  a  richtig  ist,  lehrt  die  Gleichung 
(12),   und   dass  e  proportional  mit  p  ist,  die  Gleichung  (11); 

11* 
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iDoItiplicirt  man  nämlicli  diese  mit  ^dg  tuid  integrirt  ne,  in- 
dem mau  benutzt,  dass  h  und  i  imikbliäiigig  von  (>  sind,  (o 
findi-t  man  aus  ihr: 

Die  Confitantc  der  Integration  muas  aher  gleich  0  seiDf  dtno* 
Atr  p  =  0  iltui  a  tiiclit  unendlich  werden,  sondern  es  moss  im 
Gegentheil  vcrsehwiuden .    weil    io  der  Äxe   des   Draht«  d» 
Slrüiiniiigen  die  Richtung  der  Axt*  haben  müssen. 


Ich  habe  die  Lösung  dei'  Gleichungen  (H)  und  (IJü)  an 
dem  mohn'ach  envtLbnten  Orte  Air  einen  Fall  discotirt,  d«a 
m&n  sicli  um  so  melir  uäberl,  je  kleiuer  man  den  Wideriitwd 
de«  Dralitc»  ouichl,  uud  habe  nachgewiesen,  dass  in  diorn 
Falle  sich  die  ElektricitKt  in  dem  Drahte  ähnlich  fortptlaiiit, 
wie  eine  Wt'IIe  in  einer  gespannten  Saite,  und  zwar  mit  der 
Geschniodigkeit,  die  das  Licht  im  leeren  Räume  hat.  £9  ist 
Ton  Interesse  auch  den  entgegengesetzten  Fall  zu  untenucbm, 
den  nämlich,  dttm  man  sich  um  so  mehr  tiiüiei-t,  je  grihtur 
der  Widerstand  des  Drahtes  wird.  Ich  »III  dieaea  bier  Um 
imtcr  der  Toraaasetzung,  liaAtt  diu  bi-iden  Rnden  diu  DnlilM 
mit  einander  verbunden  »inil. 

Ich  beEeichne  wieder,  wie  in  der  fi-flberen  Ahhaüdkmft 
den  'Widerstand  de»  Drahtig  durch  r,  und  sut^ti 

dann  ist  die  Lösung  der  Difforcntialglcichungcn  [14)  and  (W, 
welches  auch  der  Werth  von  r  sein  m&ge,  die  folgende: 

£  =  ^(c;<^v+  t;f-v)Miii.x  +  (Ci*r-v  +  c;'e-v)co9»/, 

wo  n  ein  Vielfaches  Ton  -r  bezeichnet,  X^  und  A,  die  Wertb«' 
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haben,  Cj,  C„  C,',  C,'  willkürliche  Constanteii  sind,  und  die 
Suinmation  über  alle  Werthe  von  n  auszudehnen  ist.  Die 
Constanten  C  bestimmen  sich  leicht,  sobald  E  und  i  fllr  f  =  0 
gegeben  sied;  hat  man  t^mlich  die  Funktionen  von  x,  in 
welche  E  und  t  &r  /  =  0  übergehen  sollen,  dargestellt  m  der 

Form: 

^(^.sinnj-  +  £'„cos«a-) 
und 

2{—  ü  cos  nx  +  i'n  sin  «x) , 

so  hat  man  die  Gleichungen: 

£;    =    q     +     C; 

und 

E\  =  C/  +  C,' 

die  Auflösungen  dieser  sind: 

■-,        i,S«  —  2nin 

/,.       —  ijfn  +  2n»ii 

Ä,   —   A, 


^,        -!,£■»  +  2*1»« 
^'   -     -i.---i. • 

L)  der  früheren  Abhandlung  ist  der  Fall  untersucht,  dass 

82  y 
CI-K2 

als  unendlich  gross  betrachtet  werden  kann;  es  soll  nun  an- 
genommen werden,  dass  diese  Grösse  unendlich  klein  ist.  Es 
sind  dann  die  beiden  "Wurzeln  \  und  il,  reell;  ist  A,  die 
grössere  Ton  beiden,  so  ist  bei  Vernachlässigung  von  Gliedern 
niederer  Ordnung: 

Hieraus  folgt: 

dieser  Ausdruck  ist  unendlich  klein,  da  ni  ein  Vielfaches  von 


166 


U«ber  <lie  Bewegung  der  ElektnoitAt  in'LeilClll. 


2 II,  altto  endlich  ist  Die  Ausdrücke  der  Grössen  C  UoMaiidi 
hiemacb  »clircibeii: 


<\=Ä.'-|?i;', 


SM.. 


i, 


SU 


I)«r  CoSfficient   von  sin  n-r  io   dem  Ausdruck«  Ton  E  vinl 
dnber: 


oder 


£;e-M_*?i,(,-M_e-M), 


und  der  CoSfiScient  von  —  cos  nx  in  dem  Ausdrucke  von  i: 

Ifan  erhält  hieraus  die  Co^fficienten  von  ccs  h'  in  £  uod 
Ton  sin  »j-  iii  t,  wcuii  m&D  fOr  -£^  und  ü  setzt  EJ  und  4- 
ScUiesst  man  den  Fall  aus,  da<^  der  AoTang^wci-tii  von  i  ■>- 
endlich  gross  let  leegen  die  Werthe,  die  i  bei  UDgeiodecta» 
Anfangsweithe  von  E  erh&It,  wenn  der  Anfangswortii  tm 
1  =  0  ist,  so  Tereinfftcfaeu  äich  dies«  Ausdrücke.  Es  ist  nln- 
Heb   aus  ihnen  ersichtlich,  dass,  vonn  t=iO  für  /  =  0,  d.  L 

wenn  i^  =  0  ist,  i  von  der  Ordnung  von  £^  ist;  es  ist  alw 

bei   der  ausgesiuvcheiien  BetichrUnkung  i.  toq  der  OrdooBf 

JE»^,  and  es  werden  dcb  die  Ci>«iKcienten  von  6iu  sj-  in  £ 

and  von  —  cos  njr  in  i  schreiben  lassen: 

und 

Schlieeet  man  ferner  ron  der  Betrachtung  diejeuigea  WetlU 
von  I  aas,  die  so  klein  sind,  dasg  A,  /  auendhcb  klein  ht,  so  ist 
i,(  unendlich  gross,  und  liahtr  der  zweite  Teno  in  dem  m«« 
ten  dieser  Ansdrficke  gegen  den  ersten  zu  TeraachUtnlgeD. 
Da  dieselben  Beiraclitungeu  auch  in  Bezug  auf  die  CoCifficien* 
ten  von  cos  ns  und  von  sin  n^  in  den  AusdrQcken  v 
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/  gidt«n,  80  werdeo  diese  Ausdrücke,  wenn  man  noch  für  ?., 
den  oben  aufgestellten  Werth  substituirt: 

W  £  =  ^(f;siiiMar  +  £'.  cosnj)e      ' 

Diese  Ausdrucke  sind  uriRhhiUigig  tod  e;  es  sind  die  ]l;&9Uiigi>n 
der  Differentialgleichungen,  die  aus  (14)  und  (15)  entstelieu, 
wenn  man  e  uneudlicli  gross  setzt,  nämlich  der  Differential- 
gleicliungen: 


5*  i  dl' 

EUminirt  man  aus  diesen  t,  so  crbält  man: 

welche  Gleichung  von  derselben  Form  wie  diejenige  ist,  welche 
die  Poitpllanzuiig  der  geleiteten  WäiToe  bestimmt.  In  dem 
betrachteten  Falle  pflanzt  sich  also  die  Elektricität  ähnlich 
wie  die  geleitete  Wärme  fort. 

Das9  bei  der  flher  den  Widei-stand  r  geinadilcn  Voraue- 
;et2ung  die  Gleichungen  (Kl)  und  (17)  wirklich  Losungen  der 
Gleichungen  (14)  und  (15]  sind,  lllsi^  sich  auch  leicht  a  postf- 
riori   nachweisen.     Man   aberzeugt    sich  nämlich  «tlme  Schwia- 

rigkeit,    dass   bei  jener  Yorausitetzung   -j~   unendUch   klein 

SE 
gegen  -.-  ist,  wenn  ihr  i  und  E  ihre  Wertlie  aus  (17)  und  (16) 

gesetzt  werden. 

In  ganz  iUmlicher  Weise,  wie  der  Fndl,  diiBs  der  Draht 
ein  in  sich  zorückkehrender  ist.  hier  behandelt  ist^  läest  sich 
auch  der  Fall  behandeln.  daHs  die  Kndeii  Ach  Dnüites  getrennt 
sind  und  in  ihnen  das  Potential  zwei  coustante  Wertbo  hat. 
Mao  findet  fUr  dieseu  unter  der  Voraussotzung,  dass  der  Widi-r- 
isUud  de»  Dralitcs  gross  genug  ist,  die-ielbe  Analogie  zwischen 
'3er  Fortpflanzung  der  Elektricität  und  der  der  geleiteten 
Wanne,  die  sich  hier  gezeigt  hat. 
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Bei  dem  Jacobi'scheu  Widerstandwialoa,  einem  Kopfa* 
dnilite  von  7'",62  I^nge  und  0""",^')3  Eiu5iuH  ist,  wie  an  am 
mehrfach  erwähnten  Orte  gezeigt  ist^ 

bei  einem  Drahte  von  demselben  Matern],  deniselbeu  Qoer 
schnitt  und  einer  Länge  von  lOOO  Kilometer  ist  dieselbe  Giten 
=  0,034;  ne  kann  bei  jenem  n&berangsweise  als  ODendlicli 
gross,  bei  diesem  h\s  unendlioh  kipin  iH^tmchtet  werden:  »^ 
pÜanzt  sich  bei  jenem  die  Elefctricilät  iklinlich  wie  eine  WfUf 
in  einer  Saite,  bei  diesem  wie  die  geleitete  Wärme  fort. 

Thomson'!  hat  die  Bewegung  der  Elektriritat  in  einem 
unterseeischen  Telegi'aphendrahtc  imtei-aucht;  er  liat  dabei  die 
Annahme  gemucliL,  ohne  die  ZuliLs-tigkL-it  derselbon  zu  prü&n. 
dass  die  laductioii  keinen  merklichen  ßintltLss  ausQbt,  und  bat 
gezeigt,  dass  dann  die  ElektiicitÄt  sich  *ie  die  geleitete  Wäime 
bewegt  Div  hier  durchgcitthrten  Betrachtungen  bewoiseil, 
dass  j«ne  Annahme  »chon  bei  einem  einfachen  Drfthte  er 
iat,  wenn  die  Längt-  desselben  nur  gross  genug  ist;  sie 
um  80  mehr  richtig  sein  bei  ein«m  unterseeischen  Telegraphe 
drahte,  bei  dem  die  Bewegung  der  EIcktricilät  in  Folge  def 
im  Mcercswassor  stattfindenden  Leitung  erbeblich  rerlang- 
Bamt  wird. 


Znr  Theorie  der  Entladtin^  einer  Leydener  Flasche.* 

Bei  seinen  scliöncii  Vei-»uchen  über  die  ek-ktiisclie  Fla»chc 
cntladung')  i<^t  Ur.  Feddersen  zu  dem  ScUlus^^e  gellüirt, 
unter  gewii^en  Um.'ftändeii  der  Entladungsstrom  einer  Leydener 
Flasche  auH  aufoiiiaiidcrfolgendeu  8tr5mt>n  von   abwecbseli)4^| 
Richtung  2Uäammengeat>t2t  ist^  einem  Schla«xe,    der  Ton  tUkW^ 
reo  Seiten  inannigiache  Bestätigungen  erfaliroQ  hat,  und  dessen 
Richtigkeit  durch  die  Beobachtung  de^i  Hm.  t.  Oettingen. 


•)  Pha  Ma«;.  Uta.  TV,  Vol.  11,  i>.  157. 

*)  POgg.  Annal.    Bd.  121.     ISGl. 

■)  Pose.  Auoal.    Üd.  113,  A.  -13  und  Bd.  116.  S.  133. 
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Dach  der  eine  ikmiÜt  gelailAnc  Fkscbe  oft  einten,  ncg&tiveii 
BUckstaud'  zeigt,')  mir  Aber  jeden  Zweifel  erhoben  zu  sein 
scliciiiL  Hr.  Feddersfii  liat  weiter  gefunden,  das»  die  Dauer 
der  einzelnen,  bei  einer  Eutladuog  aufeinanderlblKimdi-ii  Ström« 
dieselbe  tst.  aber  abhängt  von  der  Natnr  der  Flasche  and  des 
Srhlir<¥<nii)ß^bogeus;  er  hat  sie  unter  niaimi^rach  ab;;eäiidertcii 
VmstMdcn  gemosBen  und  mehrere  einlache  Sätze  über  sie 
aufgestellt 

In  seinen  Abhandlungen  hat  Hr.  Fedderscn  melu-iach 
auf  eine  Theorie  hingewiesen,  welche  einen  ähnlichen  Verlauf 
des  EntladongsstrouK^  einer  Levdfuer  Fluscbe  ergiebt.  vie 
seine  Measongou  ihn  gezeigt  liaben;  ohne  iudeägt^u  näher  zu 
untersuchen,  in  wie  weil  die  Tlieoriu  mit  diesen  JV[e<i-iuugL<u 
im  Einklänge  ist.  "Wenngleieh  sieb  vun  dieser  Theorie  vor- 
aussehen lils»t,  dass  sie  nicht  in  vollständiger  üebereinstiin- 
moDg  mit  der  Crfahmng  tu^tn  kami,  sn  Kcheint  es  doch  von 
Interesse,  sie  mit  den  He^ultatMi  der  Versuche  des  Hrn. 
Feddersen  za  vergleicheiL  Diese  Vergleichuiig  durchzufilh- 
ren  »st  hier  meine  Absicht^ 

ESn  wesentliche*  Hiademias,  welches  sich  der  Aufstellung 
einer  strengen  Theorie  des  EiitladungH-stronies  einer  Loydeuci' 
Flasche  entgegensetzt,  ist  die  mangelhafte  Kenntnis»,  welche 
man  von  den  Bedingungen  hesitzt.  unter  deneu  der  elektrische 
Funke  ku  Htande  kommt  und  fortbeati-ht.  E:^  eotl  hier  an- 
gen-immen  wewlen,  dass,  so  lange  die  Kntladun?  dauert,  das 
Potential  der  Torhandenen  freien  Elektricität  in  den  beiden 
Körpern,  Ewiscben  denen  der  Funke  ttbergeht,  denselben  Werth 
hat.  Eine  zweite  Voraussetzuug,  die  gemacht  werden  soll, 
nnd  die  der  Wii-klichkeit  oben  so  wenig  genau  fiiitsprecheu 
wird,  wie  jene,  ist  die ,  dass  zwischen  den  Elektricitätamengeo, 
die  die  beiden  Belegungen  der  Flasche  entUalien.  und  den 
Potentialwei-then  in  diesen  in  jedem  Augenblicke  der  Ent- 
Indong  dieselben  BeziehungeQ  besteben,  wie  wenn  die  Elek- 
triciÜUen  sich  im  Gleichgewichte  hefiinden.  Drittt^iiä  soll  die 
Voraussetzung  gemacht  wenlen,  da:^s  gleichzeitig  in  idlen 
TheilcQ  des  Sclüiessungsbogeus 'die  gleiche  Stromstärke   stalt- 


*)  Pogg.  Ana.    B<).  115.  ».  SIS. 
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tindet;  oino  VoranNSctzung,  dtrcn  Zulässi^eit  später  aber  g^ 
prüft  Verden  wird. 

Es  sei  /  die  Stromstärke  im  SchUfissiiogsbogen  zar 
t,  positiv  gerechnet,  wenn  die  positive  Elektricitfit  von 
iimeren  Belegung  zur  Uus&oreo  tiiesst,  und  gemesseo  nach  der 
TOT)  Weber  sogeuozuiten  tucchänisclien  Einheit;  dann  ist  t 
die  Menge  positiver  Elel^tricitüt ,  dio  in  der  Z«it«iuh«il  d«T 
inneren  Belegung  entzogoii,  der  äUBHereu  zugeftihrt  wird,  und 
gleichzeitig  die  Menge  negativer  Elcktricitftt,  die  in  der  Zeit- 
einheit der  iimereii  Belegung  zugefilhi-t  und  der  äusseren  ent- 
zogen nird.  Bezeichnen  Q;  und  Qa  die  EteJ[tricit&t8mfl^g•Il 
der  beiden  Belegungen  zur  Zeit  i.  so  iat  daher; 

dt 


0) 


<'*2-  -_2i 


B<:Hl*>»t('t  ferner  w  den  Widerstand  dps  SchlieasaagAoSQM'l 
mechamschcm  Maassc,  so  ist  das  Prodnkt  tri  gleicb  der, 
demüelbeii  Maasse  geraeesenen  elektrouiotorischen  Krsft,  itje 
auf  den  SchliesKun^bogen  wirkt  Diese  elektromotorBcb 
Kraft  rttbrt  zum  Tbeil  von  der  Verschiedenheit  der  PotentiJ- 
wertlie  in  den  Enden  des  Drahte«  —  oder,  vas  da-sselbe  ist. 
in  den  beiden  Beleguugen  —  her,  zum  Theil  von  der  In- 
(luctioii,  die  in  Folge  der  Aejidernng  der  Stromätärke  in 
Scbliessungsbogen  eintritt.  Sind  Vi  und  V^  die  PotvtUij 
wertbe  in  den  beiden  Belegungeo,  so  ist  der  erste  dieser  bt 
den  Tlieile 

Um  den  zweiten  ausdrücken  zu  kSnucn,  bezeichne  man  durch 
da  und  dt'  zwei  Elemente  des  ScliIiciisuii0)boB«iis ,  durdi  0 
ujid  ti'  die  Winkel,  die  sie  bilden  mit  der  Ton  dt  nach  ii 
gezogenen  Linie,  durch  r  die  Länge  dieser  Linie,  und  »etie: 

;r=  rr^^  CO»  0  cos  ff, 

wo  jede  der  beiden  Integrationen  Ober  die  ganze  LAn^  dei 
ächUessuDgsbogens  auszudehnen  ist.  Hierbei  bedeutet  IT  du 
Putt-utiol  eines  Stromes  in  Beziehung  auf  sich  Reibst,  der  den 
Schltcsaangebogcii  mit  einer  Intensität  durchäiesst,  die  der 
Einheit  der  Intensität  nach  eLoktromagnetiscböm  Uoasaö  ^^«icb 
ist.    Jener  zw<-ite  Theil  der  elektromotoriachen  Kraft  ist  dann 
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wo  c:  die  in  dem  Weber'schen  eloktrischeTi  Grnodg«eetze  vor- 
konuucQd«  Coustant«,  nämUcli  die  coustantc  Gesebvindigkeit 
bedeutet,  mit  der  zwei  £lektricitätsth(>ilchen  gegen  einander 
bewegt  werdcD  müssen,  damit  sie  kein>>  Kraft  auf  einander 
SBaHben.    Man  hat  Liemacb  diij  (jrlcichung: 

Die  Grrüssen  Q,  und  Q^  sind  femer  lineare   homogene  Fnnk- 
tioneii  von   Vi  und   V„\   und  zwar  ist.  wt>nn  man  die  Grö&se 
der  Belegungen   &1«   mieiullicli  gross   gegen   das  Quadrat  der 
Dicke  des  Glases  der  Flusche  betrachten  darf: 
(3)  Q,=  Q„  =  ß{V,^V,], 

wo  j9  die  Capacität  der  Flasche  bedeutet 

Äufi  ä%n  Glcicliungca   (1),  (3)  und  (3)   findet  man,   wenn 

,  mit  Leichtigkeit  Itkr  Q  die  DiBerentialgleichung: 

^  ?■  ^SP  +'^T/  +7^  =  ^- 

Die  Iii3sQsg  derselben  ist: 

wo   A^   und    Aj   willkürliche  Coiistanten  und  k^   und  Xg  die 
Wurzeln  der  (juadratiscben  Gleichung 

Zedenten.    Die  Lösung  t&sst  sich  auf  die  Form  bringen: 
Q  =  r-*'(^A<:os-La  +  ßsb.  |,nj  , 

'wo  A  und  B  neue  wülktiiHcbtr  Coustanten  sind,  und  h  und  T 
Wertbc  haben: 

''  =  WW 
7'^  ^VW^ 


Gleicbongen  stimmen  mit  denjenigen  übei-ein,  welche  bei 
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anderer  Bozciclinonft  und  auf  einem  andern  Wege  W.  Tbom- 
8on  iii  seiner  Abliandlung  an  tfatuient  elecMc  aarrenii^)  ab- 
gploit^t  hat. 

Weim  T  rcoU  ist.  80  ist  die  Entladong  eine  oscillatomcht 
und  der  Wertb  von  T  ist  die  Dauer  einer  einfachen  Oscillatioa 

Vm  dieses  theoretische  Resultat  mit  den  Versuchen  de* 
Hra.  Feddersen  zu  vorgk-iclion,  liat  man  zunächst  zu  ulw- 
sucbcD,  ob  unter  de»  ITinstäiideu ,  uuter  denen  dieser  sehu 
Messungen  angestellt  bat,  die  Theorie  oseillatoriscbe  E«t> 
ladungen  exgiebt,  d.  L  ob  der  Ausdi-uck 

kleim-r  als  I  ijit. 

Man  nehme  Millimeter  und  Sekunde  als  füiüieiten  der 
I^ge  und  der  Zeit  an.  Der  Werth  von  e  ist  dann  nach 
Weber  und  Kohlrauseh: 

<  =  4,39. 10". 

Bei    der  Bereclinuitg   von  ir  kann    mau    daron  ni 
Htm  für  den  Jncobi'schon  Widerstandsetalon,  d.  b.  Olr 
Kupferdraht  von  7'",620  Länge  und  0™,333  Radius*) 

IC  =  2,482  .  10-" 
ist;  ftr  einen  Kupferdraht  von  der  LiLnge  /  und  dem 
a  ist  demnach: 

iP- 3,612.10-".^. 

Bedeutet  ferner  S  die  Fläche  einer  Belegung  der  Flasche,  9 
die  Dicke  und  fi  den  laductionEcoi^fficienteD  des  Öloses,  so  ist: 

W  i»=-4-^-  I 

Was  endlich  den  Werth   von   W  anbelangt,   so  Brgi«bt  die 

Be«hnuitg.  die  ich  in  meiner  Aliluindlung  Ober  die  Bewegung 
der  Elektricitfit    in    Drähten^)  durchgeführt    habe,   ODtet 
Voraus^tzung,  dass 


■)  na.  Hag.  Juiie  18i». 
*)  a.  oben  p.  142. 

1.  181  u.  154. 
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als  UDendlicb  gross  betrachtet  vrcnlen  darf,  und  dass  dasYor- 
haltnbs  einer  jeden  Sebue  der  Linie,  die  der  Drabt  bildet, 
zum  zugeh^rigtüi  Bogen  «in  endlicbes  ist: 

(ö)  H-=2/Iog^. 

Man  ersieht  hieraus,  das.^.  wruD  der  Schlipssungsbogeu  aus 
einem  gleichurtigcn  Driditi-  gtrbitdct  ist,  jßuer  Ausdruck 

128  fr 
einen  am  so  grOuoren  Werth  hat ,  je  grOsser  die  Belegung 
der  Flasche  (oder  Batterie]  und  je  länger  der  Scblicssungs- 
bogen  ist  Die  größte  Batterie,  ^e  Hr.  Fedderscn  bei  den 
hier  in  Bede  stehenden  Versuchen  angi'wuudt  hat,  betstaud 
«OS  16  Flaschen  von  Je  0,2UU6  Quadratmeter  innerer  Bi-Iegung 
ODtl  4  bis  5<"°  Glasdicke;  der  üLugätc  Srhliessuiigsbogen  mia 
einem  Dralite  von  1343'»  Läng«  und  l'™',35  Dicke.  Setzt 
Riim  mit  Hm.  Siemens')  ftlr  tihis  ;*  =  2,  so  ergtebtsicli  für 
diese  Batterie  und  diesen  ScUiessungsbogen : 

/3=  1,135.10' 

ir=  1,064.10-" 

fV^  3,896 .  10' 
und 

^'^=0,000497. 

Der  fragliche  Äusdruct:  ht  daher  kleiner  alü  1,  und  mithin 
lue  Entladung  »ucli  nach  der  Theorif  eine  oscülatnrisclie. 
Sein  Wei-tb  ist  so  klein,  dass  er  ohne  jeden  inerkliclieii  Ft-h- 
ler  gegen  1  veniachtSssigt  werden  kann;  mit  noch  grösseri-m 
Rechte  kann  Aiu^  hei  den  Versuchen  geschehen,  die  mit  kilr- 
lerem  Srhlies»ungshogeii  oder  mit  geringerer  B^laschcnzohl  an- 
gestellt sind;  für  a]lu  diese  Versurlie  kann  man  daher  setzen: 

,6)  T^"^^. 

DiMe  Gleichung  spricht  mehrere  von  den  Sätzeu  aus,  die  Hr. 
Peddersen  aus  seinen  Vereuchen  gwchlossen  hat.  Sie  zeigt 
xunächst,  dass  die  Oscillation^dauer  von   der  Grösse  der  La> 


*)  iPoai.  Ann.    Dd.  lOi,  K.  112. 
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tluog  unitbliäogig  iat,  doiui  diese  Qrütisc  kommt  in  dem  Aiu> 
druck  TOD  T  oicht  ror;  sie  si-igt  weiter,  dass  die 
diiiiei-  uucU  vöiL  dem  ^Widr^i^tande  dea  SobUeäsimgabogttiu  u»^^ 
abhängig  ist,  deim  dvr  Widi.TstaQd  w  ist  d«m  Ausdrucke  tob.' 
r  verächwnnden;  ferner  gagt  sie,  dass  die  OacillatioDsdAaer 
mit  der  Quodi-atwurzel  ans  d«r  Fläche  der  Belegung  proper- 
tioiial  i>?t,  detui  ^  iat  dieser  Fläch«  proportioaaL  Dieses  letzt« 
G-esctx  fand  Hr.  Feddersen  bei  den  längsten  Schüessuag»* 
btSgen,  di«'  or  anwandte,  nicht  melir  strenge  richtig;  es  vä^% 
sicli  ihm  eine  ÄliweicUiuig  vud  demselben  in  dem  Siime.  ds!^^ 
die  Oscillationsdauer  bei  Verklemerang  der  Flfiche  der  Bd^| 
legODg  uicbt  äo  rasch  abnahm,  als  da.s  Geeeta  es  erfordert 
bRtte;  weiter  unten  wunlf  ich  nachweisen,  dass  die  Theorie 
eine  Abweichung  ron  demselben  Sinne  eigiebt,  wenn  mau  die 
VorausHCtzuiig  fallen  lÄsst,  dass  in  allen  Punkten  des  Schlieisungs- 
bogen«  gleichzeitig  dicscHu?  Strorastürke  statttindet  Denkt 
man  sich  in  die  Gleichung  (6)  für  W  seinen  Wertb  am  der 
Glcichong  (.'>)  gesetzt,  so  siebt  man,  da.iä  die  OscilUtion^uer 
zunimmt,  wenn  die  Länge  des  Sclitiessungsbogens  /  vergröi^ert 
winl,  tmd  zwar  so,  dass  sie  etwas  ächDcllcr  als  die  Quudrut- 
wurzel  aas  der  Lange  wächst.  Man  melit  dabei  feiner,  daas 
die  Oscillationsdauer  langsam  zunimmt,  wenn  der  Badius  des 
Drahtoä  «  Tcrringcrt  wird.  Jene  Gleichung  (5)  äctzt  eine 
Atifepammiing  des  Drahtes  voraus,  bei  der  irgend  imrei  Punkte. 
zwiRcht-n  ili.-n<'n  ein  endliches  Sttlck  de»<  Drahtes  hegt,  in  cnd- 
lii'hor  Entfernung  von  einander  sich  befinden.  AVerden  zwei 
Tlieile  des  DnUites  einander  geniert,  die  in  derselben  Rieb* 
tuiig  ron  dorn  Strome  durclilln>)üen  wenli-n,  so  wird  das  Po- 
tential WTeigHteiart;  es  wird  dieses  verkleinert,  wenn  man 
zwei  Tbeile  n&tiert,  die  der  Strom  in  entgegengesetzter 
Richtmig  dmx-hflie^t  Es  muss  deshalb  im  ersten  Falle  die 
0*cillaLionjidaner  vergrössert.  im  zweiten  verkleinert  werden. 
Das  Alles  ist  in  völliger  IJehen-instinimung  mit  den  SchlU&sen. 
die  Ur.  Feddersen  aus  seinen  ßeob.<Lchtungen  gesogen  hat. 
B»  bleibt  zur  Prüfmig  der  Formel  (G)  nun  aber  noch  za 
untersuchen  übng.  in  wie  weit  dit-  ab»ulutcn  WV-rtfae  der  Os- 
cillatiouadauer .  die  sie  giebt,  mit  deu  Messungen  des  Hro- 
Fedderäen    Übereinstimmen.     Eine    genaue    Üebereins 
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Uiuag  kann  hier  mcht  erwartet  werden,  da  die  Wertlio,  die  die 
Grilwen  ß  and  W  bei  diesen  Measangeji  Latten,  nicht  genau 
bvrechiiet,  sotidum  uur  g(.-scUätzt  wcnlt-ii  köoiien;  e-s  kumi  sich 
nor  dftTum  handelni  zu  eßtac-hcideti,  ob  dio  Theorie  fiir  ilie 
OscilUtionftdauvr  Wertlic  vou  dei-selben  Ordnuug  giebt,  wie 
die  Versucbß  xiti  erg<'hcn  h»ht-ii.  leb  wühlt'  zu  diesem  Zwrcke 
dw  Tenudireihe .  deren  U«8ultatc  Jir.  Fedderaeii  S.  164 
Kiner  Abh&adlou^  im  116.  Baiide  voq  Pogg.  Ann.  angegeben 
hftt;  ae  ist  auageiilhrt  mit  einer  Batterie  von  10  Flaschen  der 
oben  angegebenen  DtmensiuneL  und  einem  EiJchliessuigsdruht« 
TOD  l'^jSÖ  Dicke.  In  der  folgenden  Tiibelle  sind  in  der  ersten 
Colnmue  die  Längen  des  SclüiesMung^druhtes  ungL>gel>en ,  in 
dpT  zweiten  die  beobiicliteten  Oacilliitionsdflueru'),  in  der  dritten 
die  mit  flUlfc  der  Gleichungen  (4),  (5),  (Ö)  berechneten  Weithe 
danelben  in  Zehnmilliontel  einer  Sekunde. 

/  T 

m  bcob.                berechn. 

5^8  IS                           » 

1»^  S1                       t& 

Sft^  41                       20 

UiSe  «0  %t 

6M6  75  a» 

»;»  64  S8 

U5^  93  45 

190,8  131  57 

«17^  177  n 

U&,0  93T  BS 

'  Ifan  siebt,  dass  die  W(>rtfae  von  T,  auf  velcbe  die  Theorie 
Ahrt,  Ton  deisell>eii  Ordnung,  nie  die  beobachteten  sind,  iiber 
im  Durchschnitt  nor  etwa  halb  so  gross,  als  diese.  Es  ist 
wühl  nicht  waliracheiiilioh,  diiss  eiji  so  grosser  Unterschied 
durch  die  l'ngeiiiiiiigki'it.  der  Werthe  herbeigeführt  ist,  welche 
Air  ß  nnd  IT  bei  der  Rechnung  zu  Glmiide  gelegt  sind;  vtel- 
nehr  scheiiit  man  tu  dum  Schlu-sKc  genOthigt  z»  sein,  dass  bei 
dar  KnÜmlnng  der  Batterie  eine  Uraadie  mitvirkt,  welche  bed 


^  Aiu  d«T  Abhuidlaiv  i<:t  lim.  F«dd«rvaB  gAl  oiclit  mit  Sieber- 
iMit  birror,  ob  diu  f3r  <li<'  OsdllNiiviuilitiifr  ■ngqgAenpii  Ziihl^nn'erthi' 
«leb  Hf  rinfA«'Ii£  odi-r  dop{>cIl--  Schwiitgimgcn  btridiM);  auf  nioinc  An- 
ftigt  hu,  Hr.  Pvilderson  w  firiuiiliicli  ({uweaeu  nur  die  Aiukunft  tu 
^»ll(ili,  du>  du  etsier«  der  Fall  i>t. 
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der  Thftoric  nicht  bcrllcksichügi  ist.  und  welche  die  OenlL»- 
tiooen  wesentUcb  verzögert  Um  dinsen  Schluss  -vollkomiiuo 
aiclior  zu  stellen»  wäi-eii  freilich  Versuche  nBÜiifi,  bei  ilin-n 
die  Weithe  -von  ß  und  M"'  sich  mit  grösserer  Sithtrheit  rf 
mitteh  liessou,  als  es  bei  den  vorliegenden  möglich  iat 

W«s  dir  Grösse  W*  anbelangt,  so  lüsst  sich,  wie  ich  glaabe, 
leicht   eine  Anordnuog    treffni,    bei    der  ilire  Berechnuiig  inii 
der  n5tliigeti  Genauigkeit  ohne  äcbwierigkeit  ausgi^ftllirt  wenica 
kaiin.    Der  in  (5)  aiigegohtMie  Wertli   setzt  voraus,  dus  der 
ächlieseungsdraht  fem  von  andern  Leitern  in  einer  Linse  ui»> 
gcspatint  i-tt,  bei  der  überall  zwischen  einer  Sehne  und  dag    , 
2ugch<>rtgca  Bogen  ein  eadUches  Ycrbältniss  besteht  —  ^ü^| 
Bedingung,  welche  bei  einem  sehr  langen  Drahte  kaum  cri&U^^ 
werden  kann  — ;  er  gilt  weiter  nur  in  sofern,  «U  dcrLogariÜunuB 
des  Verhältnisses  zwischen  Länge  und  Radius  des  Dnihles  ab 
unendlich  gros^   zu  hetracbteu   ist  —  eine  Zahl,  die  bei  den 
angeAlbrten   Versuchon    wenig   Über    10   steigt.      FUr   gewisse 
Formel)  des  Drahtt><i  lä^st  sich  aber  leicht  ein  genauerer  Werth 
Tou  if  finden.    Bildet  der  Drnht  ninen  Kren,  so  ist: 

bildet  er  den  Umfang  eines  Quadrats,  so  ist: 

»r=2;(log^  — 1,910  ). 

Bildet  der  Draht  eine  Schraubenlinie,  bei  der  die  Höbe 
Oaiige»  klein  gegen  den  Radius  der  Sclirauhe,  aber  groM 
den  KadiuH  des  Drahtes  ist,  so  findet  man  Ar  durch  folgende 
Formeln : 

Be  sei  n  die  Anzjüil  der  Windongeii,  e  der  Abstand  je 
zwei  aufeinanderfolgender,  r  ibr  Itadius  tmd  «,  wie  Mher,  der 
Radius  des  Drafates;  dann  ist: 

wo 


K-  r     "y  


iflser 


£=fyi-k'säi'tFd^ 


*» 


ir* 


imd 


/(0)  =  4ar(log*-^-|). 


^^'oUte  man  dem  SchUessiuigsdrahte  die  (restalt  einer  Schrauben- 
linie geben,  &o  müsste  man  denselben  in  seiner  gauzeu  Länge 
mit  ciuiT  Ciitt-rtiigc  iu  Berührung  briiig(-ii  und  man  hätte 
einen  vesentlicheu  Eintlus»  dieser  auf  die  Bewegung  der  Elek« 
tricdt&t  in  dem  Drahte  zu  lohten.  Dieser  UubebitiLnd  fiLUb 
fort,  wenn  man  den  Drabt  um  4  isoliri^udo  Stützen,  die  in  den 
,  £cfceQ  eines  Quadrats  senkreclit  zu  eeiner  Fläche  befestigt  sind, 
I  io  benunwiiidet,  dass  jede  Windung  nahe  dcu  Umfang  eines 
Quadrats  bildet  Bezeichnet  a  die  Seite  des  Quadrats,  t  die 
fntfernuug  zweier  aiiteioanderfolgeudf^r  Windungen,  n  die  An- 
zaltl  der  Windungen  und  a  äen  Radius  di>s  Dndites,  so  igt  fUr 
diesen  Fall: 

W»  «/(O)  +  2(1. -  llfit)  +  2(7.  - 2)/(24)  +  etc., 
■wo  _ 


Vo^+I'-B 


mkd 


y  sa'  +  t' — a 


Von  einer  der  Voraussetzungen,  aus  welcher  die  Gleichung 
(6)  abgeleitet  ist,  kann  man  die  Theorie  unabhängig  machen; 
TOD  der  Vorau-ssetzung  n&mhch,  dass  in  allen  Tbeilcn  des 
ScfaBcsnuigsbogcns  gleichz«itig  die  gleiche  Stromstärke  statt- 
findet; freilieb  nur  in  dem  Falle,  das»  die  Bedingungen  eriUllt 

sind,  unter  denen  die  Gleichung  (5)  gilt,  d.  h.,  dass  log  —  un- 

endlich  groas   ist  und  der  Draht  eine  Linie   bildet,  bei  der 

Kitvbhoff,  OtvAiamslI*  Ablih&dliinjf«ti.  |0 


nS         Zur 


tag 


Tje^deoer 


zwischeu  jeder  Sehne  und  dem  zugehörigen  Bogen  ein  CDdliclies 
Vcrh&ltniss  h(?}it«tiL  Für  diesen  Fall  lialic  icb  in  der  f>cti»ii 
olwn  angefilhrtcn  AbhaiMHung  Qber  di«  Bewegung  der  Elek- 
tricität  in  Dräthen  die  folgenden  DifTerentialgleichmigen  abgt- 

leitet: 

.    /  {dB ,  4  oft 

^6s~~  et' 

wo  i  die  Stromütärke  Kur  Zeit  /  m  dem  Quersclinitt<>  de« 
Drahtes  bedeutet^  der  um  s  von  seinem  Anfange  absteht,  po* 
sitir  gerechnet,  wenn  der  Strom  in  der  Rictitung  flicsst,  in  dei 
s  wärlist,  F  die  Ifengc  frisier  ElektriciUlt,  dir  auf  der  Längen- 
cinheit  des  Drahtes  an  demselben  Orte  zur  selben  Zeit 
befindet,  wo  weiter 

log|  =  y 

gesetzt  ist,  und  die  Qbrigen  Zeichen  dieselbe  Bedeutung,  wie 
oben,    haben.    Diesen  Gleicbongeu    wird    genagt,  wenn  mau 

E=      Jtsinw« 
i  =       ycos  ns 


oder 


und  jedeamal 


i  =  —  VÖD  n* 


3?r* 


setzt,   indem  man   unter  n   eine  Constante  versteht,  Qber  die 
später   verfögt  werden  soll     Die  Gleichung   filr   A'  crgiobt- 

wenn  C^   und  C,  zwei  willkOrlicbe  Constanten  und  X^  und  kj 
die  Werthe  Ton 


_Ä±j/^!_ir,^Trr 


bezdchuen,  wo  h  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  bat, 

ZSfl 


k 
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Ist  POlirt  man  in  dem  Ausdrucke  ron  A'  zwei  neue  wülkllr- 
licbc  C^nstanteo  eiii,  (ür  die  abei'  die  Zeichen  C,  and  (^  bei- 
behalten  «erden  mögen,  ao  wird  derselbe: 

Eine  Lösung  der  f^r  E  und  t  aofgcstolltcn  Differentialglei- 
cbungen  ist  daher  die  folgende: 


£  =  ff~*'2^'l/^-  A'[C,  sin «»  +  /?,  cosBf) 
4-  cosfl/ -^Tp — h* {CjSinnt  -j-  D^cosna) 

i  =  '^'^'^oosn/^  -  Ä'(-<iCOSiu-  Bi  Bin  n*) 

+  sin  ty~-  —  ÄV-^sCOsn*— ff,  sin  n$), 

iro  die  Constanten  A,  B  in  gewisser  Weise  durch  die  Oon- 
staoten  C,  D  ausdrUckbai'  sind  und  wo  die  Summeiuieichoa 
sich  auf  TerschiedcDt^  Werthc  des  n  beziehten. 

Diese  Losung  soll  uuii  dem  Falle  augepasst  werden,  dawi 
der  Draht  don  Schlie-ssungsb(>gen  einer  Leydener  Flasche  bildet. 
Das  Ende  des  Drahtes,  für  welches  ü  =  0  ist,  sei  mit  der 
inneren,  dajyi-jüge,  für  welcho*  j  =  /  ist,  mit  der  äusseren  Be- 
tegon^  in  Verbindung.  Die  Zeichen  <?(,  Q^.  K(,  Va  und  ß 
sollen  dieselbe  Bedentung  wie  oben  haben;  zwischen  diesen 
Grüsscn  bestehen  dann  die  Gleichungen  (3).  Bei  der  Ableitung 
der  hier  behandelten  DifforentialgU-ichungen  ist  biiwicBCii,  daws 
das  Potential  der  ireien  Elektricität  in  ii'gend  einem  Querschnitt 
d«s  Drahtes 

ist;  daraus  folgt: 

Va  =  2yEt, 

wo  die  Indices  o  and  /  andeuten  sollen,  dass  da&  fUr  f  =  0 
und  s  =  l  geltende  E  zu  nehmen  ist.  Die  Gleichungen  (3)  er* 
gehen  daher: 

18" 
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Den  Gleickungen  (1)  eoteprecben  hier  diese: 


dl 


=  -2iu 


Daraus  folgt: 

,    (dE^      dEi\ 

oder  bei   Rücksicht   auf  die  zweite  der   beiden   Difft-rentia 


gleicbuDgen 


f« 


''=^^m-m- 


Dies«  DoppolgloicbuDg  drückt  die  Bedingungen  ans,  die 
fUr  jeden  Wvrtli  von  I  an  den  Endea  des  Dndite!=^  erHlUt  sedo 
müssen.  Miut  gentigt  ihr,  iudem  mun  sowoU  ftlr  deu  Index  t 
als  fttr  den  Index  2: 

A  =  Aco&nl  —  S!danl=2ßy  «[-4 sinn/ — Ä(I  —  cos«/)] 
setzt     Durch  Eliminütion   ron  A   und    ß  aus    diesen  Glei* 
cbungeu  folgt: 


oder 


l=4^^ntg^ 
■I.W      J_ 

2  '*  2  ''sßr' 


Die  Wurzebi  dieser  transcendentcn  Gleichung  bestimmea 
Wertbe  von  it,  welch«  in  die  angegebenen  Ausdrücke  von  £ 
and  I  zu  setzen  sind.  Die  noch  unbekannt  bleibenden  Con- 
stftnten  in  diesen  lassen  sich  beetimmeii,  wenn  die  Wertbe  tc 
E  and  i  fUr  f  =»  o  gegeben  sind. 

Ein  Blick  auf  den  Auädruck  ron  t  zeigt,  dass  an  jdder 
Stell«  des  ScblJes>9ungMbogeii!i  dur  Strom  zusammengesetzt  Ht 
aus  einer  unendliolien  Zahl  von  oscillirenden  Strömen;  die 
Dauer  einer  ein&chen  Oscilladon  bei  diesen  Strömen  ist  gleich 
den  Werthen«  die  der  Ausdruck 


l/^'-" 


annimmt,  wenn  daxin  lUr  n  die  Wutzela  der  eben  abgeleiteten 
trajucendenien  Qleichung    gesetzt   verden.     Unter  den    Um- 
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Blanden,  ODter  deiieu  Hr.  Fedileraen  seine  Versuche  angestellt 
hat,  ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleioliung  ein«  kleine  Grösse; 

Ton  den  Wertheo  von  ^  ^^  daher  einer  klein  sein,  während 

die  anderen  nahe  Jt,  2x,  du...  sind.  Bei  diesen  Vcreuchen 
ist  weiter  die  GriJsHe  h  so  klein,  da<«s  aucb  fiir  den  kleiiBten 
Werth  von  »  ^e  Quadratwurzel,  die  die  Oäciltntioosdauer  be- 
stimmt, reell  iat;  daraus  folgt  dann,  dass  eine  von  den  Os< 
dUationndauem  ricl  grössor  ist  als  die  übrigen.  Man  muss 
aonebmen.  dass  die  Mesmingen  des  Hm.  Feddereen  sich  auf 
di«  laugsamsten  O^ciUatioQcn  bezogeo  haben;  vielleicht  r&hrt^n 
TOQ  den  schnellorfiQ  die  Untcrabthcilungen  her,  die  Hr. 
Fedderseo  in  den  breiteren  Streifen  seiner  Photographieen 
des  Pankcns  bemerkt  hat^). 

Betrachtet    man    die   rechte  Seite  jener  transoeodenten 
Gleichung  nh  unendlich  klein,  sn  wird  für  die  kleinste  Wurzel: 

das  heisst 

t_ 

also  die  grösste  Oäcillatioosdauer 


/. 


ißrt 


—  A« 


Dieser  Ausdruck  zeigt  sich  als  identisch  mit  dem  oben  fUr  T 
abgeleiteten,  woan  man  für  A  neinen  "Werth  setzt  und  die 
Gleichung  (5)  herUckächtigt.  Es  ist  oben  nachgewiesen,  das« 
Ar  die  hier  in  Rede  stehenden  Versuche  diener  Ausdruck  sich 
auf  die  in  (6)  angegebene  Form  bringen  iJUst.  d.  h.  dma  die 
Grösse  A'  unter  dem  Wurzelzeichen  vernachlässigt  werden 
kanQ.    Dieses  ist  auch  erUubt,  wenn  man  die  Grösae 

l 

nicht  als  uDeodlicb  klein  betrachtet)  wiUj  aucb  dann  darf 


*)  PO0.  Ann.    Ild.  US,  ».  U3. 
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gesetzt  werden,  wo  n  die  kleinste  'Wurzel  der  mebr&ch  er- 
wüliiiten  tronscendenten  GleicLung  bedeutet  "Bin  getumerer 
Kälioruiigswortli  dieser  Wurzel,  als  der  vorher  angegebne,  ist: 

wonms  folgt: 

Diese  GUnobuDg  erklärt  die  von  "Hra.  Fedderaen  gemachte 
HooImc lituii);.  ibiss  bei  sehr  langem  Schliessungsbogen  die  O»- 
cillntioiii^daucr  bt'i  Verkleinerung  der  Flascbeuzahl  der  Batterie 
btiigsiinior  als  ilie  Quadratwurzel  aus  dieser  Zahl  abnimmL 
lli't  einem  Si'hlit^ssungsbogen  von  1343"  L&nge  und  1**,35 
Uioki'  fand  Hr.  Fedderseu.  als  er  einmal  16,  dann  2  seiiter 
Klitxi'licn  entlud,  zwei  Scbwingungsdauem,  deren  VerhSltnis 
L*,(U  wur:  wären  die  Oscülationsdauem  der  Wurzel  aus  da 
l''li)!>olien7:ibl  pn^ivitional  gewesen,  so  hätte  dieses  Verblltmss 
'J.S:t  sein  niilsson:  die  eben  abgeleitete  Gleichung  giebt  dasselbe 
-  "i.'t'X  Ks  rcigi  >ii:h  ali-o.  dass  das  Glied,  durch  welches 
iliese  lileii-lmn):  von  der  Gleichung  (6)  sieb  unterscheidet, 
wi'iiiir^teiis  \on  »ioi"&eilvn  Ordnuiig  ist,  wie  die  Abweichung  von 
dtT  (üriiliHiiii    ti'.  «(K'he  die  Beobachtung  ergeben  hat 


/.nr  Theiirie  der  Rene^ns  der  Elektricitit  in  iuitene«iKkn 
«der  BDlerirdisrhen  TelegrapheDdraiitefl.i) 

Siv  Wilhani  Th.'nison  hat  jichon  im  Jahre  1855,  tob 
üi'v  H>i>.Mlir<o  an>)?fht".i.L  dasf  bei  einem  unterseeischen  oder 
Hiitriinli-rliiii  Telr^r:iiihi'ni'.rahT<>  der  Einfluss  der  Induktion, 
liii'  evDo  K.vlci'  tii!-  .Xi-niiimiitreii  der  Stromintensit&teD  ist 
!n>froti  lin)  K.'.i)l!:]o<  .itr  l..-iäu:.£^-n  Temachlässigt  werden  kann, 
tion  S:Uj  nliiTilriiet.  ki.-»>s  i\c  Elektricität  in  einem  solchen 
Praliio  Mt'li  11.1. h  .;ir.!.i;Kri  Gf^izin  fortpflanzt,  wie  die  ge 
leitete  AVäniic.   1.  h  fiuVwhf  mir  der  Akademie  eine  Ableituig 

M  MtiMM-cri.  hl  .1.  Atft.l  .;   Wu».  zn  Beriin  vom  29.  Oct.  1877. 


tuil«nv«tBclken  oder  uuterirdifiehen  Tetof^pbeutlrfibten.         Ig3 


iliMes  Safaces  TorralegcD,  die  auf  dorselben  Hypotbeäo  benüit, 
ober  Ton  allgemeiiifren  Priiieipü'ii  «.iii^gelit,  al.<<  <lJe  von  Qm. 
Thomson  gegcbeoe,  und  einige  Fonndn  aitzuknUpfeD»  die, 
soviel  ich  wcisH,  nocli  nicht  veröffentlicht  »iiiid. 

Die  Omodlage  der  Rechnuuf^  solW»  die  Antiahmcn  bil- 
den, die  Hr.  Helmboltz  in  seiner  Abbandimtg  im  72.  Bande 
TOD  Borchardt's  Juurnu]  ausgcs|irocheii  hat.  Es  handle  tüch 
tun  ein  System  tdd  sieb  berdbreodon,  mhcndou  Leitern,  von 
denen  jeder  einzelne  homogen  ist,  und  die  von  einander  sich 
uutencbeiden  durch  ihre  Liituiigsfähigkeit  und  diekktrisclie 
PoUrixirbarkett ;  an  ihri-n  BcrüliruugKtläciieD  mögen  constante 
elektrische  I>ifferenzeQ  statttindcn.  Es  ^eicn  j-,  y,  s  die  recht- 
niBkügen  Coordinaten  eines  Punktes  io  einem  der  Leiter, 
H,  0,  «  die  Componenten  der  Stxomdichtigkeit,  a,  ß,  y  dio 
Componenten  des  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  «lektri- 
wben  Momente  in  ihm  zur  Zeit  t,  i.  die  Leitungsfähigkeit,  * 
eine,  die  dielektrische  Potarisirbarkeit  des  Leiters  bestinmieDdo 
CoofUnte;  man  liut  dann 


w 


_      j  3t 


a=  -k 


a* 


WO  9:  da»  elektrostatische  Potential,  t-ine  Funktion  von  z,  y,  z 
xmd  t  bedeutet  Diese  l&8si  sich  hIh  aus  drei  Tbcilcn  zusam- 
tnengesetzt  betrachten;  der  erste  rülirt  her  von  der  freien 
Elclctncttfit,  die  tbeils  im  Innern,  thciU  auf  den  Obcrdüchen 
der  Leiter  sieb  befindet,  der  zweite  ron  der  dielektrischen 
Polarisation,  der  dritte  endlich  von  den  elektrischen  Doppel- 
schichten,  die  in  den  Bertthrutigsäachen  heterogener  Leiter, 
iwiscben  denen  elektrtsclie  Differenzen  stattthideu,  liegen.  Es 
■Ogen  diese  TheÜe  der  ßeihe  nach  U,  V.  ff  genannt  wer- 
den, um  Ausdrucke  ftlr  sie  bilden  zu  können,  bezeichne  nuia 
durch  t  die  Dichtigkeit  der  freien  KWklricität  im  Lineru, 
ph  r  diejenige  an  der  (Mierfläche  fUr  den  l^lnkt  {j,  y,  x) 
[Züt  I,  durch  «'  and  «'  die  entsprechenden  GriVssen  fUr 
amiem  Puidd  (j',  y',  z),  durch  di  ein  Voluraenelcmeiit, 
i^  ein  flachenelemeot,  in  dem  der  Punkt  (r',  jr',  /) 
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Zur  Hworie  der  Bewe^niig  der  ElektridtU  to 


liegt  durch  r  die  Entfemang  der  PaiA-te  {r,  y,  z)  und  {r,  y* 
man  hat  dann 

ü: 


-n 


wo  die  Litegitküdiieu  Über  den   giuiz«Q  Raum  und  alle 
Fläclien  au^iidehnnii  ^ad,  wo  freie  Electricität  sich 
Bei  entsprechender  Bezeichnung  ist  femer 

und  endlich  iät 


-=/- 


H^=fä 


e> 


wo  tls  ein  Clement  der  Flachen  bedeutet,  an  denen  elel 
Differcn):cD  ihren  Sitz  haben,  n'  eine  Normale  dieses  Elemea- 
tes  und  4jih'  die  entsprechende  elektrische  Diffcreiu. 
Aus  der  Bedeutung  der  Zciclien  »,  r,  w,  t,  e  folgt 

und,  wenn  mau  die  Indices  1  und  2  auf  zwei  sich  berührende 
Leiter  bezieht  und  n,  die  nach  dem  Innern  des  ersten,  r,  die 
nach  dem  Innern   des  zweiten  gerichtete  Monnale  eines  El 
mentes  der  Berührungsfläche  nennt, 

«1  cos  (nj*)  +  u,  cos  (n,y)  +  w^  C03  («j  2) 
+  w,  cos  (n,*)  +  »j  cos  (a,y)  +  tu,  cos  (fi,z)  =  —  |-°. 

Subsütuirt  man  in  diese  beiden  Gleichungen  die  Werthe 
u,  e,  le  ans  (1),  so  werden  dieselben 

(2)  i-^f^rt 

nnd 

Es  ist  leicht  aus  den  aufgestellten  ReUtionen  eine  partieE 
DüFcrcntJalgleichung  und  Grenzbedingungen  xu  bilden,  welche 
nur  die  euie  uiiht^kamite  Funktion  (f  enthalten.  Zu  diesem 
Zwecke  sollen  xunächgL  die  drei  Theile  ron  q^  einzeln  be> 
trachtet  werden.     Aus  dem  Ausdrucke  Ton  V  lolgt,  dats       H 

und  fem»,  dM3  Ü  »olbst  äbcmll  stetig  ist,  seine  Differential* 


nnWTW^rtChWi 
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quotienteo  nach  «,  y,  i  aber  an  der  Berüliniugsfläche  zweier 
verschiedeDen  Letter  so  ODstetig  ätod.  ilana 


dU.dU 


-4ne. 


Der  för  V  aufgestellt«  Aasdrock  lässt  sich  durch  partielle 
Integration  so  umgestalten,  dass  man  erhält 

»-—/'Tll^  +  lf  +  lJ) 

^ro  rf«'  ein  Element  der  Oberßftche  irgend  eines  der  Leiter, 
r'  die  nach  dem  Innern  dieses  gerichtete  Normale  von  dt  be- 
deutet   Hieraus  folgt,  dass 

dasB  V  selbst  Überall  stetig  ist,  seiiii>   Diffcreutialquotienten 
aber  an  der  Bcrührongsfläche  zweier  Leiter  so  unstetig  sind,  dass 

9^  "•"  e£  =  ■*"  p  ™'  ("i'^  +  Ä  ^°^  t"»^*  +  ^i  ^^^^^  t"i'l 

+  ai  cos  (n,*)  +  /^COB  (w,^)  +  r,  cos  (n,i)J. 

Bei  Rücksicht  anf  (I)  werden  diese  beiden  Gleichungen 

AV=  -AnAAtp 
und 

Der  Ausdruck  von  ff  endlich  zeigt,  dass 

und   dasB  an  der  Grenzfläche   zweier  Leiter  ff'  so  anstetig 

ist,  dass 

»-,-»;=-  4«A, 

die  JDiff'erentiu]<]uotienten  von   fF  aber  stetig  sind,  dass  also 


0. 


Nun  war 

gesetzt;  es  crgiebt  &icli  al»o  fllr  tp,  daas 

A^  =5  —  4rti  —  4itk  ^tp. 
also,  veoQ  man  nach  /  düFerenzirt  und  (2)  benutzt, 
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Bowegong  der  ElvktnciUt  b 


(4)  (l+4nk)^^-+inlA<f^0, 

dass  ferner  an  der  Borühnmgüfläclic  zircier  Leiter 

(5) 

und 


91-9% 


4nh 


»9  ^6. 


+ 


Z 


4n<-iit{k, 


?S  +  *,  ?sl 


ist    Die  Ißtzt«  dieser  Glcichnngfin  wird  durch  DiffcrentiatÄco 
nach  '  imd  b«i  Kücksicht  auf  (3) 

•)  ('+<•-'.) s*!^, +('  +  *■•'*>) f,5^+<'^'r.  +«-».1^-« 

Mau  hat  also  (Ür  iy>  die  partielle  DitTerentiulgleicbung  (4}  vai 
die  beiden  Grenzbedingunge»  (5)  ntid  (6)  gefoiulen.  Ourcb  be- 
Bondere  Ännalimeu  süUeii  diose  nun  voreinlacbt  werden. 

Be-zeichnet  miui   duri-ii    tf„   den  Werlh  von  tp  ftlr  /«Öl 
ko  folgt  aus  (4) 

— i^t  : 

wo  i  die  Basis  der  natOrlicbea  LogaiiUnnea  bedeutet  £s  ttr 
schwindet  aUo  Ar/i  immer,  wenn  es  fllr  f=0,  d.  h.  fltr 
einen  Wertb  von  f,  verschwindet  Die  Gleichung  Ay^O 
ist  gleicbbedeate-od  mit  der  Gleichnng  «  =  0  wegen  der  R«W 
tion  zwischen  Ai;^'  und  f,  aus  der  eben  (4)  abgeleitet  ist.  E) 
werde  angenonuneu,  das«  in  eiucni  Augenblick  keine  freie 
ElektricitSt  im  Innern  der  betrachteten  Leiter  vorhanden  lit, 
daan  befindet  sich  hier  nie  freie  Elektricität  uud  an  Stelle 
von  (4)  tritt  die  partielle  Differentialgleichung 

Ar  =  0. 
Fenwr  möge  lorausge&etzt  werden,  dasa  elektrische  Diffe 
in  dem  betnu-btctcn  Systeme  nicht  wirk»aiu  aiud,  die  Grfis 
b  also  Terschwinden;  dann  liisst  sich  die  Gleichung  (6)  durch 
die  Bedingung  ersetzen,  dass  if  Überall  stetig  ist  Hiena 
kommt  die  Gleichung  (6),  die,  wcim  man 

setzt,  also  durch  Axp  die  »(genannte  BiSlektricit 
bezeichnet 


9« 


fifl 


Sil 


a>»2;+'^;;j+^^+». 


luitts w  ewbra  oder  nnteiinliscbsn  Tel  cgrapbendiVlitBD.        18T 


wird.    Durch  die  AnnaliDK?,  dass  tp  in  d^r  Art  von  t  abhlingt, 
(bus  es  den  Faktor 

tethiUt,  wo  V  ein«  Coostaiit«  bedeutet,  verwaudelt  die&elbc 
:fa  m 

^B  Es  soll  dißso  Aimalime  gemacht  and  v  imagiuär  gewühlt 
^H^rden;  es  wird  dann  ff,  compl(<x;  liher  iii  dem  repllen  Theile 
r    desselben   hat  man  eine  reelle  ri<>sung   der   Gleichungen   (4), 

(5),  (^,  da  diese  Gleicbungeu  linear  und  homogen  sind  und 
!    tinr  reelle  Co^fficienten  enthalten.    Das  Leitors^'stem  sei   so 

gestaltet,    dass    alle  BerührungsfiSchen   verschiedener  Leiter 

ki^isförmige  CyUnder  sind,  die   die  r-Axe  zur  gemeiiisehall- 

Hcheo  Axe  haben,  und  e.s  sei,  wenn 


I      gesetzt  wird,  ^  nur  eine  Funktion  von  /,  z  und  g.    Die  par- 
tielle  Differentialgleichiuig  für  rp  ist  dann 


lud  die  Grenzbcdingongen  sagen  aus,  dass  ac  den  Bcrührangs- 
I     fliehen 

^K  9.und(A  +  f;<)^ 

f  stetig  Bind.  Eine  Löating  der  partiellen  Differentialgleichung, 
I  die  diesen  Grenzbediiigongen  neb  unpa-sncn  lässt,  erhält  man, 
[     wenn  man  annimmt,  dase  <p  gleich  dem  Produkt  aua 

^^^eme  ton  s  nnabhangige  Grösse  igt,  wo  i  =  1''  —  1  und  m 
eine  Constante  sein  soll,  deren  reeller  Thoil  positiv  ist.  Es 
aass  dann 

»ein  oimI  man  genQgt  der  partiellen  Differentialgleichung,   'm- 
dem  man 

WO  A  und  B  willküi'licbe  Constanten  bedeuten,  die  fUr 


\i 


liMrie  der  Bewegung  der  Eltktriciwi^^^^^^^^l 

die  vorscbiedonen  Leiter  verschiedeae  Wertbe  liaben  kSoiMii,    l 
und  /'  und  Q  durch  die  Glcichimgi^n  definirt  stnd 

Q(,)==_P(,)^log-J+ 0.577  .)+^*+^j7^*  + 

Zur   Verrollständigung   änr   Definition    von    Q(x)   moss  nocb 

hinzugefügt  werden ,   dass  d«>r  darin  vorkomniende  log  ~  re«ll 

sein  soll,  wenn  r  reell  und  positiv  ist,  and  sieb  stetig  (ndeni 
soll,  wenn  x  sidi  ändert.  Da  der  reelle  Theil  von  m  poMtir 
bleibt«  80  ist  hicnltirch  Q(x)  eindeutig  bestimmt  JUr  alle  Wo^tb^ 
die  aein  Ai'gument  in  der  Grlcichung  (7)  erhält  E»  hat  dabei 
Q(mp)  die  £igen»cliaA  fUr  (i  =  oo  zu  Terschwindea;  für  p~0 
ist  Qimg)  tmcndlich;  /*(in^)  dagegen  bleibt  fllr  ^  =  0  ond- 
licb  und  wird  unendlich  füi  p  =  cc. 

Der  betrachtete  Fall  soll  nun  dahin  specialisirt  worden, 
dass  nur  drei  Leiter  vorhaodon  sind,  ein  Kupfcrdrabt  rotn 
Kodius  {>,,  eine  HUUe  von  Q-uttapercha,  deren  äai^erer  Radiui 
pj  isly  tmd  ausserhalb  dieser  eine,  täch  ins  Cncndliclie  er- 
streckende 'Wassermasso.  Auf  den  Eupferdrabt  mOge  der 
Index  1,  auf  das  'Wasser  der  Lidex  2  bezogen  werden,  w&lirend. 
die  auf  die  Guttapercha  bezQglichen  Grössen  ohne  Inde£ 
bleiben  sollen.  Wiegen  der  erwälintea  Eigenäcbaflen  der  Ponk- 
tioncD  P  und  Q  muss  dann 

B^=0  und  ^,  =  0 
sein  uod  die  Stetigkfitäljeditigungen  und.  venu  man 

setzt, 

A  /»(«eO  +  B  Q{mp,)  =  .4,  P{m  p,) 
A  /'{m p^-i-nQ(m q,)  =  B,  «(in p,) 
{k  +  yfi){AP'(fnQ,)  +  BQ'{me,))  =  {Ä,  +  r^^)A,P'{m 
(l  +  yf^){AP'{m^)^BQ{mQ,))  =  i^+r,^)B,Q'(m 
Daraus  folgt,  dass  die  Detenmnante 


I 


oitt  vaietirdiichto  T«Iegra]>hendrähteD.        Itt9 


T«KchwiQdet  Der  Modul  von  v  soll  so  kleia  sein,  dass  r 
g«gen  Aj  and  X^  vcrnacblässigt  werden  kaim;  da  ^,  ^,  und  ^, 
nicht  sehr  grosse  Zahlen  eiitd  und  l  sich  alä  unemdhcli  klein 
gcg«n  )l,  und  X,  betmcliCen  iSsst,  so  wird  dann  dime  Gleichung 


=  0. 


werde  die  Hypothese  gemacht,  dass  der  Modul  vod  m^^, 
ilso  auch  der  ton  mp,,  als  unendlich  klein  angegeben  werden 
kann;  die  Recbuung  wird  zeigen,  dasg  ea  einen  solchen  Werth 
VOD  m  giebt     Setzt  man  dt^r  KUrze  wegen 

^m  hat  man  unter  der  genannten  Hypothese 


i*(lll 

Qi)  = 

1 

P'in 

'ei)  = 

Q[m 

9\)  = 

— 

log  ymQ^ 

Q'{« 

e,}  = 

I 

1 

rv  1 

?»)=■ 

.  \ 

"•fe 

2 
1 

Q(inej)  = -log;'ffip,    Q'(mp,)=- 


Ifaber  wird  die  Gleichung  zwischen  r  und  m 
i, ,  (Ä  +  »■«)  -^T^.-  A,  log  ?■  m  e, 


«ff. 


oder  da 


=  0 


gegen 


2        «-°-    lc«y«h 

unendlich  klein  ist, 

(S)  Ä  +  »,»  +  ^«»^*Iog«|=0. 

Die««  meichung  ist  von  derselben  Form,  wie  eine,  auf  die  man 
bei  der  Theorie  der  Wärmeleitung  in  einem  Stabe  geftllirt 
wird,  woraus  der  EiugatigH  crwUlinte,  zuerst  von  Hrn.  Thomson 
aosgesprocbene  Satz  folgt. 

Ffir  das  Innere  des  Drahtes  ist  bis  auf  unendUcli  Kleines 
P(».p)  =  l 
und  daher  nach  (7) 


l 


wo 


der  Eldctifailtt  ta 


wo  A  dio  oben  mit  Ä^   bezeichnete  CoosUnt«  bcdoittU 
auch,  wenn  B  eine  neue  Con-stoote  ist, 

Nun  macbe  man 


V  =  in. 


wo  K  eine  reelle,  positive  Grösse  bedeuten  soll;  dum  wini 

Um  ans  dieser  compluxcn  LC^ung  der  für  9  aofgeBteltteo  B^ 
diogaogcn  eine  reelle  za  finden,  maclie  man 

wo  a  positiT  sein  moss,  da  der  reelle  Theü  tod  in  positir  im 
sollt«,  und  beize  <f  =  dem  reellen  Tlioüe  des  in  (9)  gegctnon 
Auadnick&    So  erbält  man 

y  c  «"  (C  CO«  (n(  +  az)  4- C  an  (ar  +  02)) 
4-  r-*'  (ß  cos  (jt/  —  ax)  +  /y  sin  (nr  —  01)). 

Diese  tileictiong  stellt  zwei  WclleozOge  dar,  von  dtnen  ^ 
eine  in  der  Bicliluitg  d<;r  r- Achse,  der  andere  in  der  eotgi^ 
gesetzten  Richtung  mit  der  (reschwindigkeit 


(IQ) 


IbrtBolireitct,  und  bei  denen  die  Hohe  einer  jeden  Welltle 
{hrem  fViitschreitoi  in  einem  Verh&ltniss  abnimmt,  du  dnd 
den  Werth  von  ß  bestimmt  ist  Die  Dauer  diu*  Periode.  6t 
tf  in  Bezug  auf  die  2«eit  hat.  ist 

2n 


Ztu-  Jlestimmung  von   a  und  ß  hat  man  der  QkiebasA 

KufolgC 


22 


ßa 


i.f!iogfe' 


"dlt  Kweit«  von  diesen  Gleirhnngm  zeigte  dass  ß  positir  i^  i* 
«  4b  ist  Ist  A.  dio  Lcitang:<ifiÜiigkut  der  Guttapercha,  *<^ 
so  wird 


untenepiMlieii  oder  uitterinllsdieii  Tetq^pbetidrlliten.         19] 


« 


lA 


i?i 


iog 


ii 
den  Gros 


und  i9 


Nifflmt  X  von  Null  ad  iu,  so  uais»  roii  den  (jlrOsseo  cr 
mfalge  der  zweiten  der  fllr  sie  aufgestellten  Qlcichuugeu  die 
mn  2u-,  die  andere  abuelimen;  zufolge  der  ernten  nimmt  /?  zu 
uDci  a  ah.  Je  grOasor  die  LcitungsfiUiigki'it  der  Guttapercha 
iit,  Bm  60  grÖBser  ist  also  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Wellen,  um  so  eclmcller  nclmicn  diese  aber  auch  an  Höhe 
iKii  ilirem  Fortschreiten  ab,   Ist  X  sehr  klein  gegen  n,  so  wird 


».Pilog 


i;('-.i)  '  "■ 


_W- 


^Qtm  der  Draht  in  der  Richtting  der  positiven  i-Axo 
als  unbegrenzt  anzusehen  ist,  so  mOssen  die  CoDstanteu  C 
tud  C  in  der  Gleictinug  (10)  gleicli  Null  gesetzt  nerden,  damit 
inoarhalb  des  Drahtes  tp  nicht  unendlich  werde.    Ist  überdies 

(11)  für  I  =  0  tp  =  vßü  ntf 
m  folgt  aus  (10) 

^  y  =  <— "'  cos  {tit  -  w:). 

B  £8  soll  nun  noch  der  FuU  behandelt  werden,  dass  die 
Bedingung  (11)  besteht,  der  Draht  aber  bei  z  =  /  begrenzt  und 
hier  mit  der  einen  Belegung  eines  Condensators  verbunden  ist, 
dessoi  andere  Belegung  nait  der  Erde  in  gut  leitender  Ver- 
bindung Btehu  Ist  c  die  Capauität  des  Condenaators,  so 
uas6  dann 

(12)  ftr.-  =  /  '^5?=-«eJJ^|f 

Kin,  da,  wenn  J  die  Intensität  des  Stromes  in  irgend  einem 
Querschnitt  des  Drahtes  bezeichnet, 

03)  •^= -»?!/.!? 

litt 
I         Zmäitiat  werde  der  in  9)  ßU*  qp  gogebeuc  complexe  Aus* 

druck  der  Bedingung  (12)  und  dci-  Bedingung  angepasst,   dass 

(U)  für  j==0  <f.  =e'" 

ist;  der  reelle  Theil  davon  genügt  dann  den  Gleichungen  (10), 

yi),  tl2).    Setzt  man 


103  2<°'  l^wü  der  Bevflpang  der  KfattnäMt  ift 

<to  geben  die  (TläichnDge&  HS)  und  (14)  zwiscbesi  den  m(8)▼o^ 
koiDiDeDdeii  Canstuilen  Jl  und  B  die  Beltttioseii 

Ar,  -«  f--fiü  -«•>•""  =  0 
-<  -rB  «1; 

lierechnet  ntut  ans  dieaeii  -i  und  B  und  snbsiztitirt  ihre  Werthe 

in  \9\.  »  eitiih  man 

Von  beftonäcreni  Inurfsse  isn  die  Kamtnias  der  Strominteih 
siiüt  .7;  aa»    1$   ffOct.  ö&as  äje-te  {üäch  dan  redien  Tbdle  tob 

--    -  .j't-iif—-— <j — ■)r— "^ 

■■  r  ■*  e   PC*  /  —  i  an  ^. 

VO  £  lifisil:T  jacä  <i,hl.   ÜiLE  i>t  UiV< 

.1  =  e  Ki=  »  r  —  f  I. 
IV  itaiez.  Gtössh-j.  r.  -oti  K  in  An^^tade  snd  die  Fliue  ds 
Snvizc:2i;;<=tsn;ks.  iitha  uaa.  kc  at  iöireaät  Webe.  Hau  nad» 
^-  —  »  ,»^^  _  ,  _  ai  /-"'-^  =  Jf  cos*  +  »än*) 
.'  —  w    f  ""  —  .-  —  1*   *  -  ■■  =  _V  cos  \  ~-isnt^ 

i      V 

-V  .\"»*  1*  =  r' —-  ^  -  —  «    ;■.>  «    ."— ,-   — 3äL«r7  — i)) 

-  f  ■  -^     .-  -  *    :•-■>  r    :  -  -   -  i  ji;  «  /-J)). 

—  :-     '-  ^:  ~  *    HZ.  z    '.  —  :   —  S  CiC6  B  1  —  :'), 
-V  ;..i4  -,  =  ;  '   .    -   —  i     .-^-s  *  r  —  •  iCl  « A 

—  i  - '  i  ,'  -  *  «1  X ."  —  f  xe  « .^. 
•     .     -         Jf 
;  -  4r;'^  ;  -  -*  -  -, . 


I 
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M  und  i^  sind  von  i  abhängig,  wälireud  alle  Ubrlgtm  in 
den  Ausdrücken  von  a  und  d  vorkommenden  Grössen  davon 
ODoUiAngig  lätuL    Für  2=1  hat  man 

M=2y    ,    &  =  0, 
ftr  «=0 

IAfcos  <^  =  ««*((/+«)  cos  a/  +  /?sui«/) 
+  «"*'  ((y  —  «)  C08  oi  +  /?  sin  «/) 
Af  sin  &  =  «"  ((y  +  u)  sin  al  —  ß  cos  «rt 
—  ff-^'  ^(y  —  u]  sin  «/  —  ^  cos  a/\ 
Nimmt  mftn  die  Capacität  des  Coodensators,  also  auch  y, 
als  unendlich  gross  au,  so  but  mau  denselben  FaU,  wie  wenn 
Au  Endo  des  Drahtes  .-  =^  l  unmittelbar  mit  der  Krdc  in  gut 
l«t«Dde  Verbindong  gesetzt  ist.    AI  und  JV  erliiilt«n  datm  den 
£bkt«f  y,  unterdrückt  man  diesen,  was  gcschcbeu  kium,  ohne 
die  Hicbti^eit  der  Gleichungen  fUr  a  und  Ö  zu  beeinti-ädi- 
tipn,  da    in   diesea    nur   dan  VeHiältnlss  von  AI  und  N  vor- 
konuat,  so  erhiUt  uiau 

LAf  CO»  &  =»  («^('—1  +  *-!<(!—))  COB  tt  (/— z) 
AfÖD  &  =  (e'P— )  -  ff-?"—))  ein  a  (f-  r) 

Ueb«r  den  indorirten  Ki^uetisinns  eines  nnbc^enEtcn 
H  t'ylinders  von  weichem  Kisen.^) 

Die  Gleichungen,  aufweiche  die  von  Poisson  aufgestellte 
loathemfttische  Theorie  des  iu  weichom  Eisen  inducirten  Mag- 
netismus geführt  hat,  sind  fllr  den  Fall,  daas  der  EisenlcJJrper 
ein  BotalioDü-EUipsold  ißt,  von  Neumann  in  Cri'lle's  Jour- 
nal, Bd.  37,  allgemein  aufgelöst  Ein  unbegrcnztt'r  Cylinder 
kftnn  als  ein  Sotations-Ellipsold  mit  unendlich  grottser  Excen- 
tricitSt  betrachtet  werden;  ilio  Reihen- Etitwickelungen  von 
Keumann  verUercn  aber  Uir«  Anwendbarkeit .   wenn  mau  iu 


*)  CMte's  Journal.    Bd,  «8.  Ub3. 
KItabbaff,  UMamiulM  fcbbunHoufik 
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U«brT  dea  indadrten  Haguetümut  üdm 


denselben  die  Exceotricitiit  unendHch  gross  setzt,  ausser  in 
dem  Falle,  das;«  der  Mittelpunkt  du-  magueüsinmdeii  Krifte 
in  onendiicher  Entfernung  liegt  Es  will  liier  die  Ijösung 
jener  Gleichungen  für  eine»  unbegrenzten  Cyliuder  anter  (kr 
Annahme  f  doss  die  Mittelpunkt«  der  inducircnden  Kräfte  ia 
Endlichen  liegen,   auf  einem  andern  Wege  eutivickelt  werden. 

Nach  der  Theorie  too  Poisaoa  finden  fllr  jeden  Ponkt 
eines  ElstiiikGrpei-ä.  der  durcli  Vertheiluug  tnagnetiairt  ist  die 
beiden  Lf leichungcn : 
(1)  0=V+<f+U 


(2) 


^=-*/"-^. 


statt  In  denselben  bedeutet  Tdas  Poteotial  der  magoet 

den  Kräfte,  k  eine  von  der  Natur  des  Eisens  abliüLugigc  Conütante. 

q)  eine  Funktion,  welche  den  magnetischen  Zustand  de^  KAi> 

pers  dadurch  bestimmt,  dass  ^äf »  *fl^'  ^flä  ^^  magiieti- 
scbea  Muueutc,  bezogen  auf  die  Volumen-Einheit,  in  dem 
Punkte  tnnd ,  welcher  x,  y,  z  zu  rechtwinkligen  Coordioateti 
hat;  cf<  iät  ein  Element  der  Obertläche  des  Eisenkörpers.  A* 
ein  imbestimmtes  Stück  der  nach  Innen  gerichteten  Normale 

Toa  d*,  ^  ^    der  Werth  des  nach  JV'*  genommenen  DÜforeatial- 

quotienten  von  q  fOr  N(  =  0,  e  die  Entfernung  des  Elemoot« 
tts  ron  dem  Punkte,  auf  welchen  flieh  U  bezieht;  die  InU>gra- 
tion  endlich  ist  über  die  ganze  Oberfläclie  des  Körper*  aas- 
zudctmeD.  Hat  man  diesen  beiden  Gleichungen  gemäss  ^  be- 
stimmt, so  stellt  der  Amtdnic-k  ftlr  ü  in  der  Gleichung  (2;. 
sobald  man  in  ihm  unter  t  die  Entfernung  dos  Elenientji  di 
TOQ  einem  äusseren  Punkte  versteht,  da^  Potential  des  mag* 
netisirten  EiäenkQrpen  in  Bexiohung  auf  dicueu  Punlct  dar. 

Ich  werde  die  Gleichungen  <1)  und  (2)  zon&cliai  auf  eme 
andere  Form  bringen,  die  ilue  Lllsuug  in  dem  gegeoiArtigen 
Falle  erleichtert 

Nach  einem  tod  Gau&s  bewieseneQ  Satze  kann  jede« 
Potential  von  Massen,  die  ausserhalb  einea  begreazt^n  lUim« 


CySnieT»  vor  irpiclieni  ^sen. 
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liegen,  bezogen  auf  einen  Punkt  in  lUesero  Baume ,  als  her- 
rtlirand  von  Massen  iiuf  der  OberRäclie  (lossolbon  bctracbtet 
Verden.  V  und  (p  sind  Potentiale  von  Massen,  die  ansserlialb 
dt4  Eiseukörpers  liegen;  nie  Holleu  als  toii  Majtsenvertlieüaugeu 
auf  der  Obei-iläclie  des  Köipnrs  lierrülmmd  angesehen  werden. 
Bezogen  auf  einen  äusseren  Punkt  sollen  V  luid  tp  die  Po- 
tentiale Ton  denselben  Masscnvcrtlicilungon  auf  der  Oberääche 
bedeiuten.    Bezeichnet  N^  ein   unbestimmtes  Stück   der  tiHch 

Aossen  gerichteten  Nonnale  von  A.   und  .  ^   den  Werth  des 

nach  A,  genommenen  Differentialquotienteii  Yon  fpfürN„  =  0,  so 
ut  die  Dichtigkeit  der  Masse,  von  vclcher  tp  berrührt,  in  dem 
Elemente  ds: 


4a 'WM 


+ 


SA'. 


Die  Diclttigkeit  der  Masse,  von  welclier   V  berrQlirt,    ist   bei 
entsprechender  Bezeichnung; 

ler  ist  P  ein  Potential  too  Massen,  die  auf  der  Oberfläche 
•eu,  und  deren  Dichtigkeit  in  dem  Elemente  dt, 

8f 


-k 


BXi 


ist;  die  Dichtigkeit  der  Massonvertheilung  auf  der  OberäAche, 
deren  Potential  K  +  9;  +  ü"  ist,  ist  daher: 

-*;;•{  ÄÄT  +  5Ä +  ('  + *"*>sj^  +  Ja!  ■ 

Da  das  genannte  Potential  fUr  alle  Punkte  des  EiBenkörpers 
=  0  ist,  so  niu-is  dies«  Dichtigkeit  für  alle  Punkte  der  Ober- 
ilArhe  verschinnden ;  d.  h.  es  muss  iUr  alle  diese  Punkte  die 
lilöcbimg: 


BV 


+  i^  +  (i 


4:ik} 


6tf 


=  0 


:en.  Diese  Gleichung  gilt  zuaSchet  nur  tOi  den  Fall, 
der  Eisenkörper  ein  pndlicher  ist;  doch  lüsst  sie  sich 
auf  einen   uabegrenzten  Cyliiidcr  anwenden ,    sobald    di« 

Kafte,    durch    welche   df^rselbe    niagnetiMirt  wird,    von  Polen 

itiKgelien,  die  in  der  Endlichkeit  liegctu 
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Ueber  des 


Um  für  den  bezeichneten  Fall  gp  aus  der  Gleichang  (3| 
ennittelii  zu  kQanea,  sollen  zuerst  Entwickelungen  fllr  ein 
Potential  von  MaKsen  abgeleitet  werxleii,  die  auf  der  C^inder* 
fläche  liegen,  dessen  Werth  in  dieser  Fläche  gegeben  ist,  m 
Beziehung  auf  eiiitm  inneren  und  irnf  einen  Süsseren  Punlct 

Es  seien  r,  tj,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eion 
Punktes  in  Beziehung  auf  ein  Goordiiiatens}'8toRi,  dessen  x-Ax» 
die  Aie  des  O^linders  ist,  und  es  gei  V  das  Potential  in  Bb> 
Ziehung  auf  diesen  Punlct  Soll  angedeutet  worden ,  dass  das 
Potential  sich  auf  einen  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Cylindera  bezieht,  so  soll  dem  V  der  Inder  i  oder  a  bei^S^t 
werden. 


Es  ist 


oder,  wenn  man 


0 


setzt: 


;r  =:  r  cos  t>  ,     r  =  r  sin  t9- 


ö?'*'ö^  +  T'"«7  +  7'' 


.0. 


Es  handelt  sich  daroiii  Vi  so  zu  bestimmen,  dass  es  inner- 
halb  des  Cjlindt-rs  dieser  paitiellen  ßifloronUalgleichang  ge- 
nügt, und  fUr  die  Oberfläche  in  eine  gegebene  Funktion  too 
T  und  #  Ubc^cbt;  desgleichen  K«  so  zu  bestimmou,  dass  os 
ausserhalb  des  Cjlittdei-a  dcreclbcn  Gleichung  Genüge  that, 
and  lUr  die  Oberfläche  derselben  Funktion  von  -r  and  Q  gli-icb 
wird. 

£iiie  particuläre  LCsung  der  Gtloichung  (4}  ist  folgende: 

wo   m  eine   ganxe  Zalil   sein  soll,  W„  und  W^ 
von  X  und  r  bedeuten,  die  der  Gleicbung 

geoQgeD. 

Man  kann  setzen: 

JF«  »  7»  (Gm  ■  cos  HS  +  Hi^.sin  nx) 
»"-=  T«(G'^.O0Brti-|-/7'«.8inB«), 
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vo  n,  G,a,  if„«,  Cr„^  W„  villkUrliche  Constanten  sind  und 
Tm  eine  Funktion  Ton  r  ist,  die  der  Gleichung: 

GenOge  thut 

Ist  S^[q)  eine  Funktion  tod  p,  welche  die  Gleichung: 

(6,  p^  +  (™+i)^_^  =  0 

erfOllt,  so  genügt  man  der  Gleichong  (5)  durch: 


r'.S.[-f). 


Bas  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (6)  ist  von  Kummer 
in  CreUe's  Journal,  (Bd.  17,  S.  229),  in  folgender  Gestalt  an- 
gegeben: 

S,  =  fl.v(l  +m,  (>)  +*(!-". ■V(l  —  m,  e); 
hier    sind   a   and  b    die    willkürlichen  Constanten,    und    die 
Fnnktdon  ift  wird  durch  die  Gleichung: 

+  etc. 


definirt. 
dann  ist 

Ich  setze 

1           *' 

2  +  1 

9' 

'    a.a  +  1 

.1. 

e) 

.«  +  1 

a  +  2.l 

2 

S 

r«  =  r-p.(^) 


em  particuläres  Integral  der  Gleichung  (5),  und  zwar  ein 
solches,  welches  fUr  (>'=oo  unendlich  gross  wird,  und  für 
11  =  0  endlich  bleibt  oder  verschwindet 

Kummer  zeigt  a.  a.  O.,  dass  die  Gleichung  (6)  auch  durch: 


S, 


Ki&Ut  wird,  und  er  findet  den  Werth  dieses  Integrals: 
m      =//{— m— l)V(l-l-m,e)  +  fl{m-l)p  — i/^(l-m,p), 
TO  II{z)  die  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung  „circa  geriem 
j^nitam"  ....  in  den   Comment  Gk}etting.   vom  Jahre   1812, 
betrachtete  Funktion  bedeutet 
Der  Ausdruck  (7)  soll  durch 


19S  tjcber  den  iB(iuetrt<>n  ^[ftguctUiniu  eioea 

bezeichnet  worden;  dimn  ist  anch 

cön  particulilres  Integra!  der  Gleichung  (5)  und  zwar  ein 
welches  für  r  =  0  umeudlich  gros«  wird,  aher  ftir  r  =  oo 
schwindet. 

Der  Ausdruck   (7)   stellt  sich,  wenn  m  eine  gan2e  Zslil 
ist,  welcher  Fall  hier  gerade  in  Betracht  kommt,  iu  einer  an« 
bestimmli'ii  Form  dar.    Man  findet  seinen  Wcrtli,  indem  nun, 
in  ihm  m  +  c   statt  m   achreibtt  wo  c  eine  onendlicb  klöi 
CMteee  ist 

Setzt  man,  mit  Gauss: 

^■5^'- VW 

ond  benntzt  die  Gleichungen: 

BO  ergiebt  sich: 

'^l ""S^'ll-"!")) 

und,  wenn  m  nicht  =  0  ist: 

JZ(ffl  +  e-l)=1.2..m-l(H-iv{m— 1)), 

Dftbei  ist: 

V  [».)  =  V  (0)  +  I  +  i  +  .  +  i 

vad 

V(0)= -0,577  2157.., 

femer  findet  man 

v(l  +  iii  +  «,ß)  =  V(l  +"ie) 


— .+ 


«— l.n— 9..1.1.I..I 
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^*^  »  +  1-1^*^  B.+l.w  +  2.1.2^'^  »  +  1. »  +  2. »  +  3.1.2.8^    I 

Eiullich  ist 

p— •  =  ?-"(!-«  log  e). 

Sabstitnirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  (7),  so   er- 
gebt sich: ') 

I  (-1)— ly— 1 ^     > 

■^  m  — l.M— 2..1.1.2..M— U 

+Ti^{v'(i  +  "'e)(v('")  +  v(0)-iog(.)  +  e^^-\*^ 

*^       «+l.fl«  +  2.1.2      "*'P  m  +  l.»i  +  2.»  +  S.1.2.3        *^'r 

?flr  den  Eall  tr  i=  0,  hat  man: 

Q;,(e)  =  nc-€-i)v(i  +  £,e)  +  /Z(£-i)e-i//(i-«,e), 

zr(«-i)=  +  ^  +  v(0). 
t^(i  + «,  e)  =  V(i.  e)  - « M.  +  e\l-^^ +e'|iy.i;^  +  - } 

e-=l  — «logp; 
daraas  folgt: 

+  (2v/(0)-Iogp)v;(l,(.). 


')  Eb  iet  hier  ein  Fehler,  der  dch  im  nrepränglichen  Text«  beündet, 

TerKsawkvf 
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UebAr  d<n  laductMen  Uo^etUmDi  ein» 


Es  giebt  ftlr  Qm{^)   eine  eiolaclie  gemiconvergmu  R«ilie, 
die  nach  fallondtm  Potenzen  von  p  fortsdu-oitot^  ond  die  biec 
bt'ilßuiig  ang«>fUhrt  wt-rdeii  mag.    Kutnnitir  hat  in  der  ange^ 
ftLhrtoD  Abhandlung  gezeigt,  dass 

und  dastt 

0 

ist    Setzt  man  in  d&r  zweiten  Qleiciiung: 

und  Yerbindot  sie  mit  der  ersten«  so  erhält  man: 

■    (1— <w')(fl— 4aii*)       (l-«Bi*)(9— 4in*)fgit— 4iii') 
"^        l.a.{I8/e)»  1.2.8.0«t'p)' 

Es  wurden  die  beiden  folgenden  partikulILren  IiUefCiI^ 
der  Gleichung  (4)  gefunden: 

V~  cos  IM  .^r-/*«  f~J  (C. 008  HI  +  /A^sinn*) 

+  8iniB*r»i',(?^J(£?',»coB«*+if'„»8Jaii») 
am) 

r=  cosm  *)-•  Q,  (~j  (A.cosiw  +  Ä—ftinni) 

+  sinni,?f-  Q,  f  !^j  (/'«.cosna-  +  JT«  «sinnx), 

wo  die  neu  eingeitlhrten  Glrössen  /»,,  JK;„  J„,  ä",.  irill- 
lArliche  Gonstanten  bezeichnen;  das  erste  Lrtegral  irird  «x 
fUr  rsoo,  und  nicht  =  a:^  (Ur  r  =  0;  das  zweite  wird  =00 
für  r  =  0  nnd  verschwindet  für  r  =  00.  Von  jeder  dieter 
Lösungon  kann  in  Beziehung  auf  n  das  Integral,  in  Bendurag 
auf  IN  die  Summe  gonomroon  werden;  man  kann  »etzen: 
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r  =2"  COS  m*  fr- P«  f^VG,(n)  cosn* +jö',(B)8mnx)rfn 

*  0 

K.=2"  COS  mÖ-Jr*  Q,(^*)(/«(n)co8nx  +  fi'«{n)sinn«)rfn 
<*  0 

+  ^-sia™  1^  f'*  Q-(^j^  ^'"(n)  C08n»  + AT'*  (rt)Bmn*)rfn, 

ialls  Bich  zeigen  läset,  dass  die  Funktionen  von  n:  G^,  S^, 
^«1  if'«f  Im,  Km,  I'm,  -^M  sich  so  bestimmen  lassen,  dass 
die  Ausdrücke  von  Vi  und  Va  einer  gegebenen  Pimktion  von 
V  mä  1?-  gleich  werden,  wenn  man  in  ihnen  ftlr  r  den  Badins 
des  Cylinders  setzt 

Es  sei  R  der  Badins  des  Cylinders,   V  die  Punktion  von 
»  und  ^,  in  welche  F;  und  Va  für  r  =  Ä  übergehen  sollen. 

^t  Hülfe  des  fouri  er 'sehen  Satzes  lässt  sich  Tauf  folgende 
Form  bringen: 

OD 

^"="^■0081«  J- 1  (4«(n)c08nx  +  5i,(n)sinnaf)rfn 

0  0 

SD 

+^«sinni^  I  {^'»(n)co8n*  +  ^«(n)8inn3;)rfn. 

1  0 

Ist  dieses  geschehen  und  nimmt  man  die  Werthe  von  <?«(»), 
K(n)  n.  8.  w.  aus  den  Gleichungen: 

g»(«)  _  Bmjn)  _  Gmin)  ^  g»(«) 1 

^-  («)       5-,  (n>       ^',  {«)       Bm  («)       ^  p„  ^^ 

Jw(it)  _  Xm<»)  _  r«(n)  _  jr«(»)  _  1 

^■(J.)  Bm  (n)        ^'-  (n)        ff m  (n)        ^ q^  f^LST) ' 

80  wird  der  gestellten  Forderung  genügt 

Hat  man  daher   die   Funktionen  A^{n),  £.(r},  ^'.(n), 
^a(n)  der  Gleichung  (8)  gemäss  bestimmt,  so  ist: 


(8) 
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(») 


V,=:^mcosm& 


l}»ber  den  iiuludrt4-u  Miign«ti»nuii  eine» 


tuid 


■(A»{n)co%ax-i'BJln)sianx)ttti_ 
{ A'Jn)coMx+  B'.(ii)  sin  iu)t 


-«-m 


« 

^■t  Kill  CT  i>  / 

4        J 


(^  (n)  coa  flx  +  J9a(n)  sin  nx)  ( 


5  3. 

Es  sollen  jetzt  die  gefundeTien  Entwickelnngen 
werdeii,  um  y  aus  der  Gleichung  (3)  zu  bestimraea 
dieser  Gleichung  üt  Tor»u»gcs»tzt,  das»  sowohl  V  dh  <p  aia 
Potentiale  vou  Massen  dargeätetlt  sind,  die  auf  der  Oberfläche 
des  Cjlindcrs  licgco.  In  B<,-):it^hu[ig  uiif  V  wird  dies«  B&* 
iliftgnng  durch  die  in  (9)  aufgestplltcn  Ausdi-ücke  erfüllt;  ne 
wird  auch  in  Boztehung  auf  tp  erfüllt,  wenn  man,  entsprechend 


(r«(«)oo«itr+D'4i.)«initt)< 


CCWini 


(C«()i)cosfU-+ i>.(n)siniu)<fa 


'-«-(^,.. 
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setzt,  wo  Cm(n),  D^(n),  C'mit),  D'wi{n)  Punktionen  bedeuten, 

die   eben  durch  die  Gleichung  (3)  ihre  Bestimmung  erhalten 
sollen. 

Man  hat: 

a_r__ö^   dtp  _     8<f:i 

dlfi  ~        dr  '  6Ni  "        dr 
dV_       ÖFo     8^  _       8^a 
öAo  ~  dr    '  dNa  "  dr    * 

wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  G-Ieichungen  r  =  R 
setzt;  es  ist  daher: 

0 

+  5«(n)8innx)rfn 

•  0 

nnd  +ff*{ti}%m.nx)dn 


dV  -^ 

0 


fölogfB-Q.«) 
.coami?/  dE  '  '{Am^nyo^nx 


BT  SS  . 

BW."  2r' 

<»  0 

+  B^{n)(ännx)dn 

m 

+  ^»wam&j  es  '-^{A'ninjcosnx 

1  0  +  -ß'»  (n)  ain  n  i:)  dn. 

Aus  diesen  Ausdrücken  erhält  man  die  Ausdrücke  für  -g^ 
und  -rZ-,  wenn  man  statt  der  Buchstaben  ^,B  die  Buch- 
staben C,D  setzt.  Substitnirt  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chung (3),  so  zeigt  sich,  dass  dieselbe  identisch  erfilllt  wird, 
wenn  isan: 

CW(n)       ßmjn)  _  C'»W  _  I3fm{n) 

^-(n)  "■  5»(»)     ^'«{«)     jy.w 

fliog  (ä-  Q>  (!^  j       aiog  [R'P^  (•^ ) 

ÖÄ  (1+4«*)  gjj  - 


U«1h>t  den  indaeirtcn 
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macht    Fuhrt  man  in  diesen  Ausdruck 
(11)  p  = 

ein,  80  vird  derselbe 


•»Jf 


Kim  genügen  P«  (?)  und  Q«  ((>)  der  DJEForenttalgteichnng  (6); 
hieraus  ergiebt  aicb  leicht: 

wo  e  eine  Ton  (t  unabhängige  Giöase  bedeutet  Man  ßndet 
den  WorUi  dcntelbcu,  weuu  mau  u  ab  unendlich  klein  vor&ua- 
eetzt  unter  dieser  AnnaJinic  ist,  nAcb  den  im  vorigen  Para-j 
graplieu  Über  P^  {g)  und  Q«  (f)  gemachten  Angaben: 

^  W  =  — ^i; '  -j^  -  -  -jn-ft-' 

Für  wi  =  0  iat  aber: 

hieraus  ergiebt  sich: 


ahto 


(12) 


cw 
-*-(■) 


1 


und 


l+SnA 


e-e-(e)(™^-(e)  +  2e^^) 


1 


1.2...III 


i+4«AeQo(e)^^' 
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Barch  die  GHeicbnngen  (12),  (11)  and  die  erste  der  Gleichungen 
(10)  ist  die  Fonction  q,  fUr  alle  Pankte  im  Innern  des  Eiaen- 
kSrpers,  und  dadurch  magnetische  Zustand  desselben  bestimmt 
Es  ist  von  Interesse,  auch  das  Potential  des  magnetisirten 
Eisenkörpers  in  Beziehung  auf  einen  äusseren  Punkt,  d.  h.  die 
Grösse  !/„,  zu  ermitteln.  Wenn  V  und  tp  als  Potentiale  von 
Massen  dai^estellt  sind,  die  auf  der  Oberfläche  des  Körpers 
hegen  (wie  es  im  Früheren  geschehen  ist),  so  findet  die 
Gleichung: 

r„  +  9P.  +  ü^  =  Oj 
statt    Daraus  ergiebt  sich  leicht: 

0 

+  F^  (r)  sin  nx)  dn , 
+2-  sin  «*  J^m  (^„  („)  cos  nx 


(13) 


+  i^«  (n)  sin  n*)  t'"  i 

JU(»)  _  Fm(n)  _  Sm(m)  _  J'.Cw) 
Am  (n)         Bm  (»)         Am  (»)         Sm  (n) 

(.-Q.(e)(m/».(e)  +  2e^"^(^) 


2«;^ 


1.2...m 


e-Q.(e)(mP,(p)  +  2e^(e>] 

1 .2...in 

J'o('')  „  ^(*)  _  gpW  _  -F'.C«) 
A(«)       ^oW        -^oC")        ^o(«) 


l+4^*pQo((>).^' 


vo    p    wiederum    den   in    der  Gleichung    (11)   angegebenen 
Werth  hat. 


206 


(Tcb«r  den  ioducirton  Ua^ttiMotu  qüiM 


§4- 

Die  aoigesti'llteu  Formeb  sind  nicht  gttltig.  wenn 
Kr&ft«,  velche  den  EiseocjUnder  ouLgoetiairen,  ganz  od«r  zam 
TbetI  TOQ  emcm  (.-loktrisclit-n  Strome  licrrührcn.  <ii>r  deu  CvUn- 
dcr  umkreist.  In  diesem  Fälle  bab«n  die  Istegralo,  v«lcl 
nach  dem  Fouricr'achcD  Sau»  den  mit  A,  B,  A,  B  bezeicli 
luttcn  Ch^sscc  gleicb  sind,  keine  angebbar«n  Werthc,  weil  das 
Potential  V  nicht  filr  j-  =  —  oc  und  t  =  -u  jo  verschwindet. 
Das  Pot«iitia]  eines  geschlossenen  elektrischen  Stromes,  dessen 
IntensitSi  nach  clektro-ma^DetLschem  Maasse  =1  ist.  igt 
gleich  der  Fläche,  welche  der  Kegel,  der  zur  Spitze  den  Punkt 
bat,  auf  den  da«  P<jt«nüal  sich  bezieht,  und  der  durcb  die 
Stromcurre  gebt,  von  der  Eugelääcbe  au»8chaeidst,  die  am 
denaelbtm  Punkt  mit  dem  Kailius  1  lieitcbneben  ist.  Man 
kann  nach  Willkür  den  einen  oder  den  andeni  d«r  beiden 
Theil^  in  w(!]cbe  die  Kugel  durch  den  Kegol  zerlegt  wird,  ala 
das  Potential  ansehen;  nur  muHS  man  heacht4>n,  daaa  das 
Potential  sich  stetig  ftudert.  wenn  der  Punkt,  auf  welchen  ea^ 
sich  bezieht,  seine  Lage  stetig  üiidrrU  (Vgl  Nenmann^ 
Allgemeine  Gesetze  der  inducirteu  elektrischen  Ströme;  Ab 
dei-  Berl.  Ak.  1845.  p.  73.)  E»  folgt  daraus,  daaa,  wem)  eU 
Strom  von  der  Intensität  1,  der  den  Cylinder  einmal  nmfliesst, 
beim  Uagnetiairen  mitwirkt ,  das  Potential  V  so  aagenonuiMD 
werden  kiina,  dass  es  für  -r  =  ~  lC  versebwindet,  daee  es  dann 
aber  für  a-  =  +  oc  den  Werth  4«  erhält, 

Es  RoIl  jetzt  gezeigt  wenlen,    wie  in  einem  solchen  Falle 
der  magnetische   Zustand  des  C^'Undorg   und  seine  Wirli 
nach  Aussen  sieh  ermitteln  UasL 

Eh  möge  das  SjKtem  von  Körpern,  von  welchen 
magnetisirenden  Ki^Ae  ausgehen,  aU  verschiebbar  in  der  Ric 
tuug  der  x-Axe  betrachtet  werden,  und  es  sei  |  die  x< 
nate  eines  mit  diesem  Systeme  fest  rcrbundt-nen  Po 
Alsdann  werden  1',  ^  und  {'  Funktionen,  tiicht  bloss  von  r,' 
r  und  />,  sondern  auch  toii  |  sein.  Diffüreozirt  man  die  Glei- 
chungen (1)  and  (2)  nach  {,  so  erhält  man  Gleichtmgca.  die 
sieb  von  die-^n  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  V,  <f  tmd  ü 

er»eut  sind.    Daraus  folgt,  dass, 


Ti'  BS 


rs 


inb^gKiaten  Cjlindere  wu  vvicIieiD  üUsco. 


20t 


sr 


n  r  UV  I 

7^  das  Potential  der  magnetUirendea  Kiüfl«  ist,  ^^  diejenige 
Fnaläion   ist,   deren  Diflferentialquoticnttn  die   magnetischen 


MoEQente  im  Innern   des  Cylinders  bestimmen,  aod    .,.-  d&s 

Potential   des   magnotislrten  Cylindci-s  in  Beziehung  auf  einen 

buseren  Punkt   Es  verschwindet  ahor  ^-  sowohl  Rlr  j'  =t  —  ao 

als  ftlr  x=  +CO,  auch  wenn  die  KräJle,  deren  Potential  V 
ist,  von  elektmcheii  Strömen  ht-rröhren;  daher  können  die  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten  Ij'onnehi  benutzt  werden,  um 

gj-  und  -^  aus  gj  zu  linden.   Bestinunt  man  die  PuukÜoiieu 

jly  B,  A!,  B'  9a,  daas  die  Öleichtmg  erfUlt  wird,  in  welche  (S) 

tibergeht,  wenn  man  V  dui'ch  f-   ersetzt,  so  sind  die  in  (10) 

nnd    (13)    fttr   9,    and  t',    aufgeatellten    Ausdrücke    =  -^ 
und 


SP. 
TT- 


Die  &rjl»eii  V,  <p,    U  sind  aher  Punktionen  von  Jf  — {; 
es  ist  dt^er: 

9V ör  ^5 SV  SU_      9U 

ei  ~    li'  6f~    öj-'j«  -     ex' 

EraebEt  man  also  in  (8)  V  durch  ^ ,  so  geben  die  in  (10)  und 

(13)  fllr  tfi  und  U,  aulgestellteu  Ausdrücke  diu  Werttie  von 

.  -  und  -.— .    Aus  diesen  erhält  man  durch  Integration  ^  ( 

und  Ua  selbst  Die  hierbei  auftretenden  Constanlt^n  der  Inte- 
gration können  Funktionen  von  r  und  &■  sein,  um  den  mag- 
netischeii  ZuHtand  des  CylindeiN  und  seine  Wirkung  nach 
Aossen  zu  ermitteln,  ist  es  nur  nüthig,  diu  Differtntialijuotion- 
teu  derselben  tiadi  r  und  &  zu  kenneu;  diese  werden  dadurch 

bestimmt,  daea  ^  ,  ^^^  ,  ^^^^  ,  ^^  fiir  « =  ±  oo  verachwin- 


den  m&saen. 


J? 


69 


Es  soll  der  Fall  näher  untersucht  werden,  dass  die  mag- 
oetisireadcu  Kräfte  tod  einem  Kroiaatrome  herrtihren,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  A::o  des  Cylinders  liegt  und  dessen  Bbeno 
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U«1>or  dm  i&dMMM-  Magnntisma»  einis 


senkrecht  auf  <ües«T  Axo  steht    Der  Strom  habe  die 
sit&t   1    und  den  Kadius  t;   der  Mittclpunct  dossolbcn  sei 
Anfangspunkt  der  Coordinat«n;  dann  ist  fllr  r  =  0: 


aUo 


"''"hv^)- 


9r^      int'' 

Bedeutet  /  (ir)  eine  Funktion,  für  wolchc/(— »]  =/(+ 
so  bat  man  noch  dem'Foarier'scben  Satze:  ' 

»  m 

/{r)  =  ~  i  da  .  OOB  nx    fia  .  cos  na  •f{t*)\ 
0  o 

die  Punktion  ^-  genülgt  der  tUr/(z)  auagesprochciiea  Beding 
gung,  daher  ist  för  r  =  0 : 

,-  =  4J  ^„  ,  CO«  n,  J  , 

0  n 

oder,  wenn  man  tu  ftr  a  whrcibt: 

0 

Das  nach  a  zn  nehmende  Integral  kann  man  auf  daa  Integral. 

Vom?)' 

D 

zurückführen,  and  dieä«3  läest  sich  auf  folgende  Weise  finden: 
Es  ist: 

D 

also,  venn  a'  =  1  +  a'  gemacht  wird: 


mithin; 


/^^-i^  •/'-■' ^^J-"«  ••-"•"« 
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«-"'dtf.-.e-iH; 


0 


oder,  wenn  man  y*  =»  w  setzt: 

0 

oder  endlich  bei  der  in  §  2  gebrauchten  Bezeichnung: 
Statt  dieser  Gleichung  kann  man  auch 

0 

schreibcD.    Differenzirt  man  non  nach  Pf  so  erhält  man: 

0 

oder,  wenn  mau 
setzt: 


0 


Der  Gleichung  (14)  zufolge  ist  daher  für  r  ==  0: 
^  =  -  4  J  rfn  cos  n*  .  -j~  Q„  (^— J. 

0 

Für   ein  unbestimmtes   r   hat  man   aber  nach  der  ersten  der 
Gleichungen  (9): 


=  I  dn  cos  nj 


^o(n); 


die  Yei^eichung  dieser  beiden  Ausdrücke  zeigt,  dass: 

A(«)  =  -4n(=^).=^-'Q-.(»-^). 

Setzt  man,  entsprechend  der  Gleichung  (15): 

Klrahboff,  Tiim iltn  Abbrnndlimfen.  14 
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Üobor  den  [ndiicirt«ii  Mnguetifintu  eine* 


äP. 


du 


(5) 


n'(p), 


SO   «rIdU  inaii    aas    den  Glacliiiugen  (10),  (11),  (12)  und  (13): 


»  +  4^AC?)n'r-?)-Q;.(-^ 


(16) 


16;i* 


rrf..co.H..g;(y).f„(?).?.p;(^.y.<i,T'r) 

o 

Ich  fUgo  noch  folgende  Bemerkung  hinzu. 

An«  dem  für  /i„  (n)  geftindeiicn  Wertho  folgt,  dass  —  j 


«ri 


dem  bestimmten  Integrale 


gleich  ist;  diei^clbe  Grösse  lä-sst  sich  aber  auch  dorch  edli]; 
tische  Integrale  ausdrücken.  Thut  mau  dies,  m  erhält  mAik' 
den  Wertli  dieses  beistimmten  Litegrols  durch  t-lliptiäcbe  In* 
togralo  ao^gedrückt.  Betrachtet  man  statt  des  Potentials  eines 
Kreisfltromes  das  Potential  <iucr  üreiälinie ,  auf  der  die  an- 
ziehende Masse  gleiehmässig  rortbeilt  ist,  30  gelangt  man  auf 
ahnUche  Weise  2a  der  Gleichung 


/,/«c«s„.n(-V^^].e.(-^') 


yx*+{t4-ry 


na* 


Bei  der  Ableitung  rlieser  Qleichiing  ist  rorausgesotzt,  dftss 
f>r  ist;  sie  gilt  auch  nur  unter  diwer  Voraussetzung,  da 
das  Integml  auf  ihn>r  Unken  Seite  keinen  ongobbaren  Werth 
mehr  bat ,  wenn  >  <  r  ist.  E«  geht  dies  aus  der  folgend«! 
Betrachtung  hervor. 

Für  ein  unvodlich  grosses  (f  ist: 


uBbt^TMoteii  Crlitwlera  -von  w«ic1ieiD  fiiaan. 


2U 


2».. 


f? 


und  diüier  für  ein  uneudlicli  groseeä  n: 

(ÜesCT  Ausdnick  vencbwindet,  weim  *  >  r,   er  wird  aber  un- 
«»dlich  gTüSä,  wenn  »  <  r  ist 


Liegen  die  MitteljHiiikte  der  nmgnuüiiirendeti  Kräfte  in 
iinendlicher  Entfcniung,  so  sind  die  hier  angegebenen  Eut- 
viclcelnngen  nicht  anwendbar.  Aber  in  ditiseui  Falle  lä^t 
sicli  der  mai^atisclie  Zustand  de«  Cj'Undt-rs  fiiideti,  indem 
iiiau  ibu  oIk  ein  HotatiunK-EIlipso'ld  mit  unendlich  grosser 
ExcontricitSt  befrachtet. 

Ein  EUipsold  wird  diuch  Krilflo,  dio  iür  olle  seine  Punkte 
gk-idi  Kind,  gleicbmäsüig  mngnelibirt,  d.  h.  so,  dass  die  mag- 
netischen Momente,  hfztigaa  auf  die  Vuluineu- Einheit,  constaut 
siDd.  Bedcutfn  a,  ß,  y  diese  magnetischen  Momente,  siiid 
fcnwr  die  Hauptaxen  des  EUIpsoids  die  Coordinateii-Axen 
tmd  o»  ^,  c  die  Componvntcit  der  luagnctigircudcii  Kraft,  so 
ist,  Tric  Ncamano  gezeigt  hat: 


(17) 


tt  = 


ka 


1  +  *  J« ' 
-       *' 


•,  C  gewisse,  vou  den  Verhältnissen  der  Haoptaxen 
Grössen  bereichneii.  Füi-  tiu  Rotationa-EUipsold 
hat  Neumann  die  Werthe  dieser  Grössen  aufgestellt;  fiihrt 
man  in  diese  Werthe  die  Bedingung  ein,  daan  das  Elhpsold 
ein  unbegrenzter  Cyliuder  sei,  dessen  Axe  die  .r-Axe  ist,  so 
erhält  man: 
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ftr  den  Cjrlinder  Ut  daher: 


r  =  -, 


»ft 


1+2.T*' 

Kennt  man  den  magnedsclioD  Zustand,  in  Teichen  eine 
BiMnma&se  dnrch  Kraft«  vereebtt  wird,  dureu  Mittelpunkt  in 
nnendlicber  Euifpmang  sich  befindet,  so  ist  man  im  Stande, 
die  magnetischen  Momente  derselben  Eisenmasäe  anzogeben 
für  dun  Fall,  daüä  »de  durch  irgend  welche  Kiftftc  magnetiairt 
ist    Man  gelangt  hierzu  durch  Anwendiuig  folgenden  Sataes: 

Das  Potential  einer  Eiserunfisse,  die  magnelisirt  ist  durcb 
ein  SjTNtem  I,  in  Beziehung  uuf  ein  System  II,  ist  gleich  dem 
Potential  derselben  Elisenmasse,  ireno  sie  magnetisirt  ist  durch 
das  S73t«m  II.  in  Beziehung  uf  das  System  L 

IMescr  Satz  lämt  sich  wie  folgt  beweisen. 

Es  sollen  f,,  ^„  Ci  di*  drei  Grössen  K,  qp,  P  ftlr  den 
Fan  bezeichnen ,  dass  die  Risenmasse  durch  das  Sjst«ni  I 
magnetiairt  iät.  V^,  ^„  L\  dieselben  Clrfifisen  fix  den  Kall, 
dass  das  System  U  den  Magnetismus  hervorruft.  Das  Po- 
tential der  durch  I  magnetisirten  Eisenmasse  in  Beziehung 
auf  einen  äusseren  Ponlct  ist  dann: 


-*/^ls^. 


wo  (  die  £ntfomtmg  des  in  Bede  stehenden  Punktes  von  dem 
Elemente  der  OberÜäche,  dt,  bedeutet;  das  Potential  der  Eisen- 


joam»  in  Beziehung  nnf  das  System  II,   welches    durch  U, 
bezeichnet  werden  mag,  ist  daher: 


II 


tr.,  =  -*/A.r,.^. 


wo  y,  auf  den  Ort  des  Elements  A  zu  beziehen  ist. 

FOr  alle  Piinlrte  der  Etsenmasse,  also  auch  fär  ihre  Ober- 
äsdie  ist  aber: 


daraus  folgt: 


Oj 


müMpmi^mi  Ofäaim  von  wcieliocii  Eitoii. 


S13 


■'fiobstUoirt  man  in  dioso  Gleichung: 

ro  ds'  ein  zweites  Elcmait  dtr  Oberfläche ,  JVV  die  Normale 
[desselben  und  e  die  Entrcmuiig   der  beiden  Elemente  ds  uud 
i  bedeutet,  so  erhfilt  man: 

der  Ausdnirk  roclits  in  dicH«r  Gleiclning  rnidci-t  seiiieu  Werth 
nicht,  wenn  mau  die  Indices  I  und  2  vertauacbt,    Jeuii   es  ist 

«eU  9^  tuid  tpj  Potential«  von  Massen  aies<ierlia1h  des  Eis^en« 
kftrpen  sind;  hieraus  geht  die  Sichtigkeit  des  ausgesprochenen 
Satzes  hervor. 

Dieser  Satz  boU  nun    uul"  dL-n  Fall   aiigeweiHhft  werden, 
dast  das  System  II  ein  Ma^etpol  ist,   der  uuendlicli  entfernt 

EüegL    In  dieeem  Falle  ist 
\  Tj  =  -  (aj-  +  A;-  +  «) 

Bii  setzen,  wo  «.  fi,  c  die  Coraponenten  der  Kralt  bedeuleo, 
die  der  Pol  auaübt;  es  wird  also: 

Die  Coefficientcn  von  o,  b,  c  rechta  in  diesi^r  Gleiphung  sind 
die  negativ  genomiaeneii  magnetischen  Momente  des  Eisea- 
körper« ,  wenn  er  durch  die  Kiäfte ,  deren  Pot*'ntiaI  I 'j  ist, 
k  nagnetiärt  ist;  bezeichnet  man  diese  Momente  durch  /.„  M,, 
f  iVj,  und  beachtet,  dass  äe  unabhängig  von  a,  b,  c  sind,  so 
erhält  man; 

■'l  "  da 

I  de 

Nach  dem  vorausgeschickten  Satze  iat  aber: 
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Ucber  den  indociitei)  Uagnctinm  dnM 


£r„=-*/rf..r,.*?t^. 


odar  auch,  venn  man  durch  dv  ein  Elcmont  des  YoliiBienB 
des  Biseaköiperi  bezeichnet: 

Safastituirt  man  einen  dieser  beiden  Werthe  von  U^„  in  die 
fj[eichmi|>en  Hlr  L^,  ^(^,  y^,  so  erhält  man  diese  jnrcb  if^ 
•osgedrflcltt,  wtilrhee  als  bekannt  Toraiugesetzt  ist.  Bei  der 
AuAhnuig  der  DifferentiatioDeo  nach  a,  b,  c  rerscfairindeD 
diese  OrfiaWD  am  der  Buchouiig,  da  K,  lutabliiuigig  und  gr, 
eine  lineare  Ftmktion  ron  ihnen  kt 

Fttr  ein  EUipso'id,  dessen  Hauptaxea  die  Coordinaten* 
AxoD  sind,  ist: 


JaL 


€» 


daraus   ergicbt  aich  —  wenn  der  Index  1  jetzt  weggelaasoi 
wird: 


Cj.  ^^ 


"*  1+  *B*J  "    dy 

Biese  AasdrQcke  aind  identisch  mit  denen,  vekbe  Neamann 
auf  eine  andere  Woiae  hcrgotcitet  h&L 

Für  den  lubegreiuten  Qflinder  werden  die  Auadrücke  fOr 
die  magnetiadiea  Momente  folgende: 


(18) 


L^-kfdo 


U 


M=  - 


I  -t-2ii 


!.!■'' 


^--.wj 


dv 


6V 


Die  erst«  dieser  Gleichuugea  l&utt  sich  folgeudennassen  scbreiben ; 

L^~kJdy.dx{V,-  K_.), 
wenn  man  durch  K.  tmd  V—^  die  Werthe  tou   K  fOr  x  —  oo 


iiabegKluttn  Cylioders  von  wciehom  Eüen. 
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and  X  =  —  cc  bezeichnet.  Külirt  V  nur  von  Magnetpolen  l»er, 
die  im  Endlichen  liegeo,  so  ist  Vt,  =  K_«=0,  also  auch 
J.  =  0;  ist  der  Cylindcr  durch  elektrische  Ströme,  die  ihn  um- 
kreiflCQ,  mognetisirt,  so  ist,  wokhos  auch  die  öeatatt  der  Strom- 
cunren  sei: 

vo  I  die  Intejisitat  der  Ströme  uiid  i;  die  Zahl  der  Windun- 
gen bedeutet,  in  welchen  die^wllien  um  de«  CjÜnder  geführt 
sind.    Es  wird  dann  also: 

/,. 4,-tU.Ä»/.;, 

wo  Ä  *-iedcr  tk-n  Radius  des  Cjlinders  bezeichnet, 

§  7. 

Der  dnrch  die  Gleiehungen  [10),  (11}  und  (12)  bestimmte 
Ausdruck  von  ij^i  Tereinfacht  sich  sehr,  wenn  man  den  Hadius 
des  Cylinder«,  Ä,  uiieiidlicb  klein  setit.    lu  diesem  Falle  wird 

p,    d.  h.  ^——,   tmendlich   klein;   die   Gleichungen    (12)   geben 

dann  i&r  jedes  m,  ausocr  Rlr  m  =  0: 

Cmjß)       ^  (■)  _  C«  («i  _  ^  « (lO        _         1 
Ami»]  ^  Bmi»)  ~  ^'-W         *■-(")  '^         1  +««» 

und 

J,{n)       B,(-)       A„(«)       JffM 
Bezeichnet  man  das  dem  ;n  =  0  entsiirecliende  Glied  der  in  (9) 

gegebenen  Entwickclung  von  Vi  mit  Kj^t  d.  h.  setzt  man 

n 

SO  giebt  der  in  (10)  aufeesteUte  Ausdruck  Cüi-  tfii 

Diese  Gleichung  ist  zunächst  nur  fUr  den  Fall  bewiesen,  in 
weichem  die  Glcichunf^cn  (9)  nnd  (10)  gelten,  d.  h.  für  den  Fall, 
daea  der  Cytindor  durch  Magnetpole,  die  in  der  Endlichkeit 

kjic^en,  maguetisirt  iHt.  Ab^r  aurli  wenn  otrj  elektrischer 
Strom,  dfr  den  CylJnder  umfliesst,  bei  seiner  Magiietisirutig 
mitwirkt,    kann    man    sich   der  Gleichung   (19}    bi>dienen,   um 

^SMnen  Zustand  kennen  zu  lernen.   In  diesem  Falle  ist  nftmlich: 
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Ueber  den  iDduciTteii  MajfiietiHmu» 


"§i 


evf 


er  I  +  ini 

Durch  iDtegration  nach  x  erhält  xnaii  Iiic>rau.s: 

cUb  OrOsite  C  muss  hier  von  r  und   i^  anabhiqgig  sein, 


Br 


6r 


da 


für  T=  ±co   vcradiwiniit-ii.    imd  (Ar  dic- 


*T, 


dff, 


selben  Weitbe  von  r  aucli    =—  und    ,-    versclm-inden  soltva; 

Or  Vit 

«eon  daJicr  die  Qrösse  C  auch  niclit  =  0  ist,  so  bat  ihr  Wcrtli 
doch  keinen  EiiiHuss  auf  die  DiÖfereiilialtiHotieDtcu  too  9»«  die 
alleU)  den  magactischen  Zustand  ht-stiiiiuiüii. 

JUit  HlUfe  der  Gleichung  (L9j  Iimscd  sich  leicht  die  msg- 
netisfhen  Momente  des  ganzen  Cyüiid(->rB  lerccliucii:  man  ge- 
langt dtuin  fllr  den  hier  betrachteten  Fall  zu  denselben 
drücken,  die  in  (IS)  ungegebea  sind. 

RiUireu  die  magnetlHirendi'n  Krilfte  roQ  etuem  kroisfönm^ 
gen  elektrischen  Sö'oine  her,  wie  er  in  ^  5  betrachtet  wordeo 
ißt,  so  vird  die  Wirkung   des  Cylindere   nach  Au-titen  durch ' 
die  Gleichung    (16)    hentimmt     Diircb    die  Atinshme,   das5  Ä| 
unendlich  klein  ist,  geht  diese  Uleichuiig  iu 


a 


^J  =  i^kR»fdn  .  CO8  „.  .  «><3„  (^)  •-^'  Q„  ('^) 


Dber.  Hieraus  lässt  sirji  luicht  der  Ausdruck  fllr  das  Poten-' 
Hai  des  magnetii^irten  Cfliiiders  in  Beziehung  auf  einen  zwei- 
ten Kj'eis&trüm  hUden,  dessoii  Mittrlpunkt  in  der  Axe  des 
Cjlindcrs  liegt,  und  dessen  £bcne  senkrecht  auf  die«er  Axe 
steht.  Es  sei  tV  dieses  Potential,  der  Ratlias  des  zweiten 
Kreisstromes  sei  =r,  seine  lutcnutat  =  1,  und  j-  der  AIk 
stand  der  ^tittelpunkto  der  beitlen  Strüme;  dann  hat  man,  mit 
Racksicht  damuf.  dass  die  Suinmi'  der  Massen,  deren  Poten- 
tial C«  ist,  verschwindet: 

Ds  ^  (if)  der  Differentialgleichung  genügt,  die   mau  aus  (fi) 
erh&ltr  wenn  mau  m  =  0  setzt,  so  ist : 


nub^^natcn  Cjlind«n  von  woicli«in  Eisoii. 
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und  dabor 


«)(P)  =  ^  ?<?•(«'). 


also 

lieraus  folgt: 

^^H  Aoliang. 

Die  Grruniigleichiingpn  dnr  PoissonWIioti  Tlioorie  dea  iti- 

'  ducirtcn  MaffDctUmus,  iiäjnlicli  die  Gleichmigeu  (1)  luid  (2), 
küniien  aiits  der  Aiinabint>  hergeleitet  wt^rdfii,  Am^s  d&n  mugne- 
tische  Moment  einer  Kugitl  von  weichein  Eis6u,   bezogen  auf 

'  die  VolumeD-Riulieit,  weun  die  Kugel  unter  dem  EinfluK-«  eiiu-'r 
für  idle  ibre  Punkte  constanteii  ßj-afk  »ich  befindet,  gleich  der 

'  Intensität  dieser  Kraft,  multiplicii't  lait  einer  constanten  öi-össe 
iäl.  Die  Vfisnclic  von  MüUrt  und  Weber  Imben  nber  ge- 
zeigt) dass  diese  Annahme  nicht  zulässig  ist,  wenn  die  magne- 
tisiresde  Kraft  sehr  stark  ist,  und  liobaa  zu  dem  Schlusee  ge- 
ftUirt,  dass  die  GröisHe,  die  natth  der  PoisMiin'schfU  Tlu'orie 
MinstaDt  »ein  aoli,  von  der  Intensität  der  magnotisir enden  Ki«ft 
abbäuf^,  in  der  Weise,  dass  sie  um  so  kleiner  wird,  je  mehr 

'       die  Kraft  wSclist.    Ich  will   die  Gleichungen  ableiten,  die  bei 

j       dieser  Annahme   an   die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 

I        gesetzt  werden  mü!^^en. 

'  Es  seien  a,  ß,  y  die  magnetischen  Momente,  reducirt  auf 

die  Einheit  des  Volumens,  einer  Kugel,  auf  die  eine  constantö 
Diagnetisirende  Kraft  «-irkt,  deren  Componenten  X,  K,  Z  siwL 
Wenn  die  CoSrcitivkraft  des  Eisens  =0  ist.  d.  h.  wenn  der 
magnetische  Zustaiid  des^ellieu  allein  von  den  Kräften  abhängt, 
die  in  dem  betrachtetori  Augenblicke  auf  dasselbe  wirken»  so 
muä»  die  magnetische  Aze  der  Kugel  mit  der  Richtung  der 
Kraft  zasaauneuüiUeD;  es  muss  daher 


21B 


ITeber  dm  Inducirun  >ls(;nedstDU  oii 


sem,  Dnd  folglich  nach  der  gem&chten  Annahme: 


(20) 


vo  ^  6ino   Funktion  ist,   die  abnimmt,  wenn  ihr  Argnmrat 
fachst  ^H 

lAjOk  stelle  man  sieh  io  einer  beliebig  gestaltetet^ 
EiseDBUsse,  die  magnetisirendcii  Kräften  ausgeaetzt  ist, 
z^'ei  concentriscbe  Ku^elfliichen,  ■$  und  S\  tot:  beide  tio- 
endlich  klein ,  die  zweite  aber  gegen  die  erste  luieiid- 
lieh  gross.  In  beiden  KugeUi  können  die  magnetischen  Mo- 
ment«, reduciit  auf  die  Yolumen-Einbeit,  aU  coostaiit  be- 
trachtet werden;  die  Ki-äfte,  die  auf  din  Funkte  der  kleineren 
Kngel  von  den  magnetitu'hen  MolecEüen.  die  Kwiscbeu  den  bei- 
deu  Kngeltlät^iien  liegen,  au-sgellbt  werden,  beben  daher  eüi- 
ander  auf.  IMe  kleinere  Kngel  wird  demnach  in  ihrem  mag- 
netischeu  Zustendo  durch  ilit?  Kräfte  erhalten,  welche  tou 
Atissea  her  anf  die  Eisenmasse  wirken  und  den  Kräften,  dia  , 
von  den  magnetischen  MolecQlci]  <lietter,  mit  Ansschlass  der 
Kugel  S\  ausgeübt  wenlcn.  Alle  diese  Kralle  köunco  inner- 
halb der  Kugel  S  als  oonstant  angesehen  werden;  man  darf 
daher  die  Gleichungen  (20)  aul'  diese  Kugel  anwenden,  wenn 
man  anter  X.  i\  Z  die  Componnnten  der  Bcsaltonte  der  ge- 
nannten Kraft«  versteht  Es  seien  x,  y,  *  die  Coordinaien 
eines  Punktes  im  Inne*n  der  Kugel  S,  V  sei  das  Potential 
der  äusseren  Kräfte  in  Beziehung  auf  diesen  Punk-t,  und 
(AT),  ( ¥),  {Z)  seien  die  Kräfte,  die  von  der  maguetisirten  iCisen- 
masse,  mit  ÄusschtusK  der  Kugel  S',  auf  denselben  Punkt  ai»- 
werden:  datin  hat  man: 


geSbt 


Z 


SV 

SV 

er 


+  (-sr) 

+  iV) 


Setzt  man 
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(21)  U  =  j  d.-d^d.'\a'  ^-J.  +  ^^  +  /^j' 

wo  x,  y,  z'  die  Cooriünaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Eisen- 
masse, «',  ß",  Y  die  entsprechenden  magnetischen  Momente 
bedeuten,  e  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Punkte 
(j-,  y,  z)  bezeichnet,  und  die  Integration  über  die  ganze  Eisen- 
masse auszudehnen  ist,  so  ist,  wie  Poisson  gezeigt  hat: 
,„  bXJ  .   i-n 


Es  wird  daher: 


^- Tx~  +X" 

„__fl(r  +  F)     4^ 
■*  -  d«      +  3  J^' 

oder,  wenn  man  (f  durch  die  Gleichung 
(22)  K+ü-H-^j^O 

definirt: 

^-flf  +  T'* 

^  =  Öl  +  T  ?  • 
Snbstitairt  man  diese  Werthe  in  die 'Gleichungen  (20),   nach- 
dem man  dieselben  auf  die  Form: 

Y  =  <g/i(V«'  +  /?'  +  y') 
2  =  r/i  (y«»  +  /?»  +  ;->) 
gebracht  hat,  so  erhält  man: 
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und  lucraus: 


Ueber  den  iuclu4-lrt(ni  tlagni-liMni»  citiv» 


(23) 


^=lf41/fe)Mlf)V(l!)"] 

cntsitrechf 


Bewöclinet    man    de»    dem  Punkte  (/,  j/',  t 
"Werth  Ton  <p  mit  <f,\  und  aetst 

SD  orbält  man  aus  (21): 

Die  GloieUuiigeii  (22)  und  (24)  sind  ps,  diirfli  welch»  die 
ciungea  {I)  lind  (2)  bt-i  der  jctzigeu  Annahme  ersi-Ut  werde 
mUseeu;  sie  werden  mit  deiisdbün  ideuliscb,  wenn  man  F  sim 
coustiuit  bfltnichtHt  und  =  h  macht  Ist  diy  Fimktion  F  be- 
kannt, und  bat  man  aus  (22)  und  (24)  y  bestimmt,  so  gebeo 
di«  Gleichungen  (23)  die  magneÜHclien  Momente  im  Innern 
des  Körpers,  und  der  Ausdruck  für  U  in  (24)  giebt*  wenn  der 
Punkt  (j-,  1/,  i)  ausserlialb  der  Eisenniassc  angenommen  urini, 
das  Potential  derselben  in  Bexiebimg  auf  diesen  Punkt  fui. 
Int  der  Eisenk»rpt^r  ein  KIlip^Mj'id,  und  iitt  ilie  KruA,  die 
auf  denselben  n-irktf  eine  constante,  so  genügt  man  den  Crl«i- 
cbongen  (32)  und  (24)  welches  auch  die  Funktion  F  sei,  indem 
man  tf  einer  linearen  Funktion  von  r,  y,  :  gl<>ich  macht;  d.  fa- 
das  Ellipsold  wird  auch  bei  der  Jetzt  zu  Grunde  gelegten  An- 
nahme glcichmSssig  magnetlsirt.     Ist 

V  =  _  (aj-  +  i^  +  es), 
und  sind  die  Haupt-Axen  des  BlUpsolds  die  Coordinaten-Axe 
80  hat  man 


vobegieiutni  Cyltniler«  von  w«(.'hf>ni  E3b«d. 
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zu  setzen,   wo  ^',  B^,  C  dieselbe  Bedt^ulung  haben  wie  io 
den  Gleichmigen  (17)  und  vo  k  aus  der  Gleidiitng 


A  Id+A^T 


+ 


-jr 


It  +  M" 


ZU  bestinuneD  ist. 

Weber  bat  in  seinen  elektrodyuamiechcn  Maäsbestimmiinx 
gen  S.  ötid  Messimgen  milgeüioilt,  diu  er  flbcr  da«  tiiagtu-tiücUe 
Moment  eines  £iseustäbclieiis  angestellt  hnt,  welcbes  einer,  iu 
der  Eicfatuug  der  Äxe  wirkendeu,  für  alle  aeiue  Punkte  ccrn- 
stanton  Kruft  unterworfen  wa.r.  Substituirt  man  mit  Weber 
fiir  die  cjlindrische  Form  des  Eisens  eine  dir  möglichst  nahe 
kommende  ellijisuidische,  io  kaiin  man  aus  dieüen  Meüüuagen 
und  den  eben  angc-g<'b«nen  Gleichuugen  di«;  Wcrtlici  der  Funk- 
tion F  fhr  gewisse  Wertbe  ihres  Arguments  berechnen.  In 
der  folgenden  Tafel  sind  die  Ergebnisse  dieser  Rechnung  zu- 
sammengestellt; da»  ArfCiiment  der  Funktion  F  ist  mit  m  be- 
zciebiH>ti  die  uüt  No.  üb^scluiebcnen  Columnen  enthalten  die 
Nummern  der  Webcr'acbeu  Vei'sucbe,  aua  denen  die  neben- 
tit«liendea  Zablca  hergeleitet  sind. 


M       u 

Fiu) 

M 

it 

Fi„) 

1 

301 

23,5 

B 

2484 

ifi 

2 

633 

19,5 

9 

ie7& 

<i.' 

S 

UM 

10.2 

10 

US» 

8,1 

i 

1»19 

V 

11 

1297 

9,5 

& 

ITTO 

7.4 

12 

867 

13,0 

8 

SD80 

8,4 

IS 

BIS 

is,g 

7 

UVl 

5,T 

1-1 

S88 

£5,0 

/*  {«)  ist  eiBc  reine  Zahl;  u  aber  ist  eine  Kraft.  Als 
Rinheit  derselben  ist  dii-jenige  Kraft  vorHusg(.'R6tst,  die  iiiif  die 
Masse  eines  Milli^anims  wirkend,  in  oiucr  Sekunde  eine  Gc- 
tcbwimligkeit  von  einem  Miilimetcr  hervorbringt;  es  ist  dies 
dieselbe  Giiibeit,  bei  dHren.  Zugrundelegung  Guusk  in  («einer 
Allhandlung;  j.Inlenxitus  rix  mugnetiaie  rft-, '*  die  horizontale 
CoBi|>on*!nte  des  Erdmagnetismus  zu  Güttiiigen  =  1,78  findet. 

Weber  mid  Müller  sinil  diircb  ihre  Versuche  auf  den 
Schluss  gefUhi-t,  daais  das  magnetische  Moment  eines  Gi^en- 
kSrpera  sich  einer  eudUcfaen  Grenze  n'äbert,  weuti  die  Intensität, 


222 


UcW  dca  indaciitca  Mftgnetiunus  ein» 


der  nmgnetiäireiidon  Krafl  ins  Utieiidliclie  wUcbttt;  iiier&u»  fulgt 
in  Brzug  auf  die  Funktion  F,  duss  für  ein  anendtich  grosses  «t 

(26)  F{u)=^  1^ 

ist,  wo  K  eine  Constante  bedeutet.  Man  sieht  dieses  leicht. 
wen»  man  sich  den  Eisenkörper  als  ein  Elüpsold  Torslellt, 
welches  durch  eine  in  der  KicUtuug  einer  Axe  wirkendem 
Krnft  magiiftii^irt  ninl.  ^1 

Tsl  der  EisenVörper  ein  unbegrenzt«-!-  und  unendlich  dttnne^^ 
Cylinder.   und    sind    illH>rdi'ea  die  Mittelpunkte  der  magni^tisi- 
THiden  Krüftt?    symmetrisch    um    din   Axe   vertheilt,  »o    d«KS, 
niwh   der  BeMichnung   in    (19)    V=  1''"'    ist,  so  genügt 
den  Öleichungen  (22)  und  (24)  duixh  die  Annahme: 
(2Ö)  q>  =  _K,  U  =  \i. 

Dass  die  Gleichim?  (24)  durch  dieselbe  erf&Ut  wird,  ge 
aus  folgtjidfr  Bflrairhltmg  hervor:  "Wenu  der  Baditis  des 
Qylindcrs  nnemllirh  klt^in  ist,  so  werden  zu  dem  Wcrthe  dM 
Int^rals  V,  in  welchen  q  durch  —  V,  oder  <f'  durch  —  \^ 
eraotzt  angenonimen  wrrdin  soll,  diejenigen  Theile  des  Cy- 
linders,  welche  in  endlicher  Entfernung  von  dem  l*unkte  (j-,  y,  t) 
liegen,  nar  etwas  verschwindend  Kleines  beitragea.    Man  wird 

daher  bei  der  Integration   .     >  3"  -  *  '  t  "'"^  folglich  F  als 
cotiHtmit  beti-achtcn  dQrfea;  die  zu  beweisende  Gleichung  get 
hiernach  in 

Ober.      Die  Richtigkeit    Inervon    folgt    aber   daraua,    doas 
der  Poisaon'schen  Theorie   iu    dem    bi«-r   beti-achteten   Falle 
durch  die  Annahme  (26)  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genOgt 
wird,  wie  in  J  7  gezeigt  worden  ist. 

Die    Diagnctä»cheD  Momcntu   »,ß,jr   in    dem    unendlich 
dOnnen  Cyhnder  haben  folgende  Wertlio: 


(27) 


« 


ß 


bV 


sr 
ar 


^•(V(^^v(lD^a' 


dl" 


+ 


(fji 


0" 


DMi^T)' 


nnbfgrcniten  Cvlindcn  van  weicltem  EUcn. 
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Ich  bcmorke  uocb,  d&ss  dieso  Ausdrilcko  für  a,ß,y  auch 
gelten,  wenn  die  (iestalt  der  Eisenmasse  «ine  gan2  beliebige 
nti  90  bald  die  maKuetisireiidcn  KrÄftc  von  unendlich  grosser 
btensitAt  sind;  m  ht  daun  uüiulicli  V  luiendlicli  grus»,  ü 
Ueibt  eadlidi  'm  Folge  der  durch  die  Gleichung  (25}  ausr;e> 
sprochenen  Kigensclialt  d«r  Funktion  F.  Äiis  dtT  öloidiung 
(22;  folgt  also,  wenn  man  tiiie  endliche  Grösse  gegeu  uuend- 
lidi  grosse  Teroaclilässigt: 

und  hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  (jrleichuiigen  (27). 
Durch  BeuutiHuig  vqd  (251  kann  man  diese  hier  auf  die  Foi-m 
bringen: 

6r  SV 


«=■ 


-ür,/?=- 


Ä 


mwm^  ^mm^ 


K 


7=  - 


vwFUhm" 


Diese  Form  zeigt,  duss  die  mafptctiache  Intensttäb  in  jtUcn 
Fuukt^n  der  Eiscumass«  dieselbe  i:<t,  u&mlidi  =  K\  die  mag- 
netische Axc  fMlt  Überall  mit  der  Hichtung  der  laagnctisirendea 
Kraft  zusammen. 


Znr  Tbcorie  des  in  einem  Eisenkürper  iBducirten 
Mn^clismas. '} 

1. 

Ein  Fall,  in  dem  die  von  Poisson  aufgestellt«  Tlieon« 
de«  in  weichem  £iäcu  iDducirtcn  Mu^cÜ»mu»  sieh  sehi'  leicht 
dorchfUhrcn  lAsst,  der  auch  in  experimenteller  Hinzieht  Interesse 
darbietet  und,  soviel  ich  weiss,  btslier  theoretisch  nicht  be- 
handelt ist,  ist  der  Fall  eines  Binges  —  oder  um  es  bestimmter 
auaxndrttcken  —  eines  Botationskörpers,  der  von  der  Botations- 


'J  Pc^-  Ann.    Erglnmngabd.  &.  XVIQ. 
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axe  uiclit  getrofiau  wird,  vun  Eisen,  der  durch  einon  etok- 
Irischen  Strum  imipietisirl  ist,  dessen  Windmigi'n  einen,  den 
Eiseiiköi'per  iim»clilii>6seiidon ,  bohtea  Ring  bilden ,  der  mit 
diesoui  eint!  geinciiutchufUiclie  Rotatioitsax«  liat.  Die  Tlieorie 
dieses  Falles  soll  hier  entvriclcelt  werden. 

Die  Poisson'scbe  Theorie  setzt  voraus,  das»  die  magneli- 
lüiviidt'ii  KtlUlt*  oiii  Potential  haben:  es  sei  dicse^  bezogen 
auf  einen  l-*unkt,  der  die  recht  winkligen  Coordinaten  x,  y,  z 
hat,  =  I';  CS  seien  feruer  te,  ß.  y  die  nmgiieüschen  Momente 
in  dein  Punkte  (j-,  iß,  i)  der  EiseimuLsse,  hexogen  auf  die 
Volumenpinlteit;  die  Grössen  er,  j9,  y  &ind  dann  eindentig  be- 
stimmt durch  die  folgvndou  Gli-iehungeii,  die  für  alle  Punkte 
der  Eiscniuasse  erfüllt  werden  müssen; 

Hier  bedeutet  k  die  Ma^etisirungsconsiante  des  Eisens« 
dS  ein  Element  der  Oberßächc  deiuelbeii,  N  die  nach  dem 
Innern  gerichtete  Normale  ron  dÜ  und  r  die  Kntfcmnng 
die5«3  Elementes  von  dem  Punkte  der  Etsenioasse,  auf  den  Q 
sich  bezieilt 

In   dem  hier  zu  crörtemd^Q  Falle  giebt  es  ein  Potential 

K;  es  ist  da^elbe  aber  ijmertuLlb  de»  Eiseuköi'pers  eine  riel- 

werthige  FVinkl.ioQ  von  x,  y,  t.    Um  diese  zu  linilen,  lege  man 

die  r-ÄJce  in  die  Botation&axo  des  Eisenkörpers  nnd  fUhro  p  und 

&  statt  X  und  jy  ein,  m  dasH 

jr  =  p  COS  i> ,  y  =  (I  sin  ^ 
ist.  Eine  jede  Windung  des  elektrischen  Stromes  soll  ak  ein 
gesell l(»s»«iier,  ebeuer  Strom  angtseiien  werden,  dessen  Ehene 
durch  die  ^-Axe  geht;  der  Winkel,  den  die  Kbene  einer  Win- 
dung mit  deijeuigen  Ebene  bildet,  von  der  aus  der  Winkel  >V 
gen-chnet  wird,  sei  tV';  dS  6ei  ein  Element  der  ebimeu,  tou 
der  Windung  begrenzten  Fläche,  N  eino  Normale  diese«  EI&- 
mentcs,  r  die  Entfernung  desselben  von  dem  Punkt«  {gfy  «V,  x) 
und  /  die  Intensität  des  Stromes.  Das  Potential  der  betracb- 
tüten  Windung  in  Bezug  auf  den  Punkt  ({j,   t>,  £\  kann  dann 


indoctiieD  Bfagnetisinus. 


-■/ 


geselzt  werden,  oder,  wenn  j»'  die  Entfernung  des  Elementes 
dS  voD  der  r-Äxe  genannt  wd, 


Oller  endlich,  weim 


-'J  f-"fl*" 

J    r   o 


g«3«tzt,  d.  h.  durch  V  das  Potential  einer  Masse  bezeichnet 
wird,  deren  Dichtigkeit  =  ^  in  dem  El&inente  dS  ist, 

_6_U 

~etf  • 

Das  Poltntial  der  hetracliteteu  Windung  ist  nher  viel- 
wertliig:  au»  dem  ungcgcbencu  Werthc  erhält  man  die  übrigen 
durch  Uinzufugung  einet.  VieUachun  von  ini.  Die  Differcntial- 
quotienten  demselben  Potentials  nacli  p,  #,  z  sind  cinwerthige, 
stetige  Funktionen,  die  UbcmU,  ausser  in  der  Fläche,  deren 
fUement  dS  genamit  ist,   dieselben  Werthc   haben,  wie  dio 

entiiprecbenden  Differenttulquotienten  von  ^-^. .   Hicmueh  findet 

man  leicht  dio  nnch  p,  t^,  z  genommenen  Differential(iiioticnt«n 
TOD   V.    Es  sei  n  die  Zahl  dt^r  gämmtUchen  Windungen  des 

Stromes;  auf  das   Winkelelemeut  d&'    kommen    dann  '^s— 
Windungen  rnid  datier  iit: 

dt  '^ZnJ  ÖeSä'^'^' 

WO   die  Integrationen    Ton   O^"  =  &  -\- 1  bis  0-'  =2it  -^  ft  —  > 
ausgedehnt  Verden  sollen  und  e  eine  unendlich  kleine  Grösse 

RTf 

bedeutet     Für  die  beiden  Greozwertho  von  &  haben  nun  s— 
und  ^  immer  und  hat ^-^  dann   gleicho  Wertlie,   wenn  der 


Punkt  {o,&,t) 


xir«iib«rf.  dMMUMtu 


aosserhalb 


Riugos  liegt,  den  die  Windungen 


n 
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des  Stromes  biUlen;  liegt  der  Punkt  iniierlialb  difäes 

BO  nnteracheiden  sich  die  beiden  Werthe  von  ^iim4n».  Da- 


sind 


mid  ^--imerateu 


raus  folgt,  dasa  „-  uud   g  -  immer  =  0 

dieser  bcideu  F^e  =  0,  im  anreiten  =2ri  iüt  Hicruiu  rr- 
giebt  strb,  dass,  weiiD  man  Über  die  willkürliche  additive  CoQ- 
stanle  in  V  passend  verfügt,  ausserhalb  jenes  Ringes 

iiuierbalb  dcuelbeo 

ist 

Bei  diesem  "Werthe  Ton   V  genügt  man  den  beiden  Gl 
chuiigeu,  aus  denen  <p  und  Q  zu  bestimmen  sind,  dureb 

<2  =  o,  y  =  -r. 

Hiemach  ist  die  magm-ti^'che  Axe  in  jedem  Pnnkt«  des 
Siseokörpers  senkrecht  auf  der  durch  ihn  uud  die  ;*A2e  ge- 
legten Ebene  und  die  auf  die  Yolumcneinlieit  bexugene  mag- 
netiache  Intensität,  oAmlich  y  „*  *  ^  ■*■  j*t 


Bildet  man  das  Tür  Q  angegebene  Integral  imter  der 
nähme,  da^a   der  ÄiifangNjitinkt   von    r  aiis-ierhiilb  der  'Eit 
masse  liegt,  %t*  giebt  es  das  Potential  der  Eisenmas^e  in 
zug  auf  diesen  Ihmkt  an.     Bei  dem  liier  gefuudeßeo  We 
von  tf   ist    dieses  Potential  bO;  der  EtsuuköriH<r  Übt  ebec 
wie  der  Bing,  den  dnr  cIcktriHcho  Strom  bildet,  auf  toasere 
Magnetpole  keine  Kräfte  aua. 

Das  Potential  des  Etaeni'inges  in  Bexug  oof  oinen  go- 
schlossenen  elektrischen  Strom  ist  aber  nieht  immer  ^  0,  nfiio* 
lieh  dann  nicht,  vcnn  dieser  Strom  des  Eiaeoring  umsehUngt. 
Hierauf  borulit  es,  daas  ein  elektrischer  Strom  in  einem  ge- 
schlossenen Dralite,  der  den  Ring  umschlingt,  inducirt  wird, 
wenn  in  diesem  der  Mjignetismns  entsteht  oder  ver^chwimlet 

Es  Bei  A*  das  Potential  eines  Magnetpols,  der  die  FlüB&ij 
kcitsmenge  1  enthält  uod  im  Punkt«  (j-,  p,  s)  sich  befindet, 
Bezug  auf  einen  Strom,  der  mit  der  Intensität  1  den  gedacht 
Draht    duichlliesst.     Da«  Potential  des    magnetischen 
körpers  in  Bezug  auf  denselben  Strom  ist  dann: 


iuiliifirten  MiLgnetisiutus 


&S7 


oder 


veo  die  Integration  üb<T  das  Volumcu  des  EisenkÖrpei's  aus- 
zuilelinen  Lst.  Xacb  dem  Ori-ou'acbeii  SaUe  lässt  sich  dieser 
Aosdnick  auf  ein  nacli  der  Oberflflclie  desselben  zu  nehmendos 
Integral  reduciren;  da  abi-r  der  Bnum,  dea  der  Kia«ukärper 
eiimimmt,  (•in  dop])ult  zmauuni^uliätigeader  ist  und  iti  Uim  <f 
und  K  im  Allge-meinen  rielwerthig  »ind,  so  mllsseii  zu  die8«r 
Oberfläche  die  beiden  Seiten,  eines  Querschnitts  hinzugerechnet 
werden,  der  den  genannten  Raum  iu  einen  einfach  zusammuii- 
bSngbndcD  vcrwandciL  litt  1^5  «tin  Element  der  OberHärlte-, 
die  man  dadurch  erhält,  und  N  die  nach  Innen  gerichtete 
Normale  deeselheu,  so  voit  da 


jenes  Potential 


=-*psfe^- 


FDt  alle  Punkte  der  Bingo1>erfläc}ie  ist  nach  dem  fOr  qi 
gefondenen  Ausdrucke  v-Y  >=  0;    auf    den    beiden   Seiten    des 

Querschnitts  hat  ^  entgegengesetzte  Wertbe;  sind  K'  und  K" 

t  ^e   im  AUgemeiueu   Terechiedenen  Werthe  von   K  auf   den 
^^jeiden  Seiten  des  Querschnitts,  so  ist  daher  dasst^lbe  Potential 

p  =*/rfs|j(Ä'-in, 

wo  die  Integration  nur  über  die  eiue  Seit«  des  Querschnitts 
ansmdvhm-u  ist.  Umi^thliiigt  der  Strom,  auf  den  sich  A*  be- 
ll zieht,  den  Eisvnring  nicht,  so  ist  JT— X"  =  0,  umschlingt  er 
ihn  einmal,  so  ist  diese  Diä"ert?nz  =4^,  umschlingt,  er  ili« 
n'mal,  so  ist  sie  = »'  4  fT.  In  dein  letzten  Falle  ist  daher 
das  betrachtete  Potenttal 


=  a'4iri    rfÄ 


/« 


ll' 


!»• 
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Der  Qucrsclmitt  sei  so  gewählt,  dosa  er  eineii  Tlicil  einer 
durch  die  z-Axo  gelegU'Q  £beiii'  bildet;  daan  ist  der  absolute 

Werth  von  v-^ 


und  dalkBF  jenes  PoteutiaJ  ohne  Kacksiebt  auf  das  Voraeicben 

wo  die  Integration  über  den  Querschnitt  des  Eiscniingcs  aus- 
Kudehncn  i.st. 

Ebenso  gro^s  ist  die  eloktromotomcbo  Kraft,  die  ia  dem 
gedä4^hten  Drnlite  induciit  winL  'Wenn  der  Magnetisnius  dos 
Eisenringes  cntfiteht  oder  verschwindet 

Das  Got«t(?Ueu  oder  Terschwindcu  des  primären  Stromes 
selbst  indueirt  in  dem  secundären  Leiter  eine  elektromotorische 
Knift,  ilie  gleich  dem  Potential  jenes  in  Bezug  auf  aoen 
Strom  von  der  Liteosität  1  in  diesem  ist,  d.  h. 


■f' 


=  '  '^•^t^' 


wenn  HS'  ein  Element  einer  durch  den  secundären  Leiter  be- 
grenzte» FlächG  und  iV  die  eine  Normale  dieses  Elementes 
bwletitet.  Bei  dem  Rlr  V  gefundenen  Werlhe  sind  diejenlgea 
Theile  dieses  Integrals  «  0,  die  sich  auf  Tbeile  der  genannten 
Flficbe  beciebn,  welche  ausserhalb  des  von  den  Windungen 
de»  primären  Stromes  gebildeten,  hohlen  Ringes  h'egen.  Um- 
schlingt der  secimdftre  Leiter  diesen  King  in  einer  Windung 
so  kann  die  Fläche  so  gcwälill  werden,  dass  der  Theil  der* 

selben,  (üv  den  ,  y  nicht  =  0  ist,  einer  durch  die  £-Ajc6  ge- 
legten £beao  angehört;  ist  dann  noch  die  Wanddicke  des  von 
den  Windnngcn  des  primären  Stromes  gebildeten  Ringes  th 

verschwindendend  klein  zu  betrachten,  so  l^t  hier  QbemU 


SF 


=    " '  und  also  dos  gesuchte  Potential 

=  2)11     — , 

wo  die  Integration  Ober  den  Querschnitt  des  eben  bezeic&ne 
Bingcs   ausntddmeu  ist     Ist  die  Wunddicke    dicaeb  Kind 


Magnetismus. 


SS9 


Hiebt  zu  veruaohlässig«!!,  so  tritt  an  Stelle  des  ableiteten 
Aosdmcks  die  Summe  der  Werthe,  die  derselbe  fiir  di«  Ringe 
von  tmendüch  klciuer  Wanddicke  annimmt,  ia  welche  dor 
wirklicbe  Riug  zerlegt  gedacht  werden  kauu.  Umschlingt  der 
Becuiidäre  Ijeiter  den  inducirlen  Ring  m'  mal,  so  ist  das  be- 
trachtete Potential  n'mal  so  gross,  als  in  dem  Falle  einer 
einmaligen  üuischlingung. 

Wnnn  der  primlre  Dralit  unmittelbar  auf  den  Eisenriug 
gewunden  und  die  Wnnddicke  des  Kinges,  den  er  bildet,  zu 
Temacblässigen  ist,  so  bat  man 


n=f 


VS"       fdS 

V  °  J  «  ' 

die  ganze  elektromotorische  Xraft,  die  in  dem  eecundären 
Drahte  b«im  Si^hli^^iien  oder  Oeffnen  des  primären  Stromes 
tnducirt  wird,  ist  diuni 

./    ? 
oder  auch,  wenn  man  durch  dt  ei»  Element  dt>H  Volumens  des 
Siseuringes  bezeichnet, 


—  i(43iA-|-l 


i/^^' 


Ist  beispielweise  der  Querächnitt  des  Eisenringce  ein  ICreia 
von  dem  Radius  a  und  ist  Ji  der  Radius  des  Kreises,  auf  dem 
die  Mittelpunkte  der  Querschnitte  liegen,  so  ist  dieser  Augdruck 

=  4aitN'*(4»Ä  +  l)  (Ä— Vä^^^). 
Der  Wcrth  der  Grösse  A,  der  in  der  Poisson'schcn 
Theorie  als  constiuit  helniclitet  wird,  ist  in  der  Wirklichkeit 
bekanntlich  von  der  Intensitftt  der  magnetisirendeu  Kraft  ab- 
hängig. In  dem  Anhange  zu'  meiner  Abhandlung  „über  den 
inducirten  Magnetismus  ein*»  nnfcegreuzten  Cylinders  von 
weichem  Eisen'")  habe  ich  die  Glf-ichuiif^u  abgeleitet,  die  an 
die  Stelle  der  PoiB3onVhen  treten,  wenn  man  auf  diese 
Ahh3ngigkoit  Rücksicht  nimmt.  Auch  diese  allgemeinen  Ölei- 
chaogen  können  in  dem  hier  bchundultini  FuLlu  mit  Leichtig- 
keit gelöst  werden.    Man  sieht  uiimittelhar  ein,  dass  die  im 


*)  B.  oben  p.  22a 
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Vorst«beD(k'n  abg«lcitetcu  Gleichungen  bei  Rücksicht  anf  die 
VcriLaäerlichkeit  von  k  ihre  Gottigkcit  behalt«n,  sobald  d«r 
fÜBemiDg  90  dflnn  ist,  diiss  die  A^ndemngcn,  die  ^  in  d<Mu- 
selben  erfahrt,  als  uiiCDdÜch  kleia  betrochtot  w«rdea  dOrfea. 
Ist  dtf^e  BecliDguog  nickt  eriUUt,  so  hat  man  sich  d(>n  Ring 
in  unendlich  viele  Ringe,  die  ihr  genügen,  zerlegt  zu  denken 
mtd  fUi*  jed<.'n  dic-scT  den  magnetischen  Zustand  so  zu  be- 
rechnen, alK  nh  die  andern  nicht  vorbanden  wären.  Die  el<>k- 
tromotorieche  Kraft,  die  der  ganze  Ring  b«)  dem  Ent«teh«D 
oder  Veritchwinden  des  Magnetismus  inducirt,  findet  mim  in 
der  Siunme  der  elcktromoton-Hcfacu  Krütle,  weldie  jene  Theile 
dabei  induciren. 

Auf  diese  Thatsachen  lUsst  sich  eine,   wie   mir  schobt, 
recht  zwuckmAHtiige  Mcbbodo  zur  Bti^^timniung  von  k 

2. 

Weim  elektrische  StrCme  dttrcti  eine  EisonmiLSKtt  hindurch-' 
flieesea,  so  ttsst  sich  atif  den  in  dieser  erregten  Haguetisunu 
die  Poisaon'scbe  Theorie  unmittelbtir  tiicht  aawendun,  vei] 
dann  die  magnetiftircndcn  Kräft.u  kein  Potential  haben.  Be- 
trachtungen, die  denjenigen  gleich  sind,  dorcb  welche  man  ra 
deu  oben  aug^^heuen  Gleichimgeu  der  Poissou'äcbuu  Theorio 
gelangt,  führen  hier  zu  den  folgenden  Gleichungen.  ^J 

£5  seien  A,  B,  C  die  Componenten  der  magnetisireudei^^ 
Kraft  in  einem  Punkte  der  Etsenmasse,  dcssoD  rechtwinklig 
Coordinäten   a,   h,  c  sind,    Q  eino  ku  bestimmende  I'^mkäoD 
TOD  o,  Ä,  e,  endlich  a,  ß,  y  die  tuaf  die  VolumeneinheÜ  b«o^ 
genen  magnetischen  Momente  in  dem  Ponktc  {a,  b,  c);  dann  ts 


und  ferner 


Q 


:rfyrfz|tf-^+/?-„.^  + 


wo  J-,  y, 


z  die  Coordinäten  eines  zweiten  Punktes  der  Etsei 


iiulaciriea  Ms^etinmuv. 


2S1 


raasee,  r  die  EDtferDiins  dieses  ron  dem  Pimkt^  (n,  b,  c)  itnd 
u,  1%  X  (li<^  inag»c-ti<ckcii  Mouieulo  im  Fiuiktc  .1-,  y,  r  bczviclineu. 

Lässt  mau  in  dem  für  (^  angegebenen  Ausdrucke  (u,  &,  c] 
eioon  Paukt  au^s^rhalb  der  Eis«riiua»sti  bed^^uten,  30  stellt  er 
das  Potential  dersclbon  in  Bt*zug  auf  diesen  dar. 

Deu  Auedruck  voo  (^  kann  man  sowohl  fOr  den  Fall, 
dass  der  Punkt  («,  A,  c)  innerball),  al«  ftlr  lieu  Fall,  dasa  er 
ausscriialb  der  Kisenmassie  liegt,  auf  ein  ilber  die  ObcrflJlche 
des  Eisern*  zu  neliineudea  Integral  zurückführen.  Um  das  zu 
zeigen,  bezeichne  man  mit  dS  ein  Elemi^iit  dieser  Oberfläche 
und  mit  A'  die  nach  Innen  genchtele  Normale  desselben; 
durch  jmrtielle  Integration  erhäJt  man  dann 

um  füi'  den  J<^aU,  da««  der  l'unkt  (a,  b,  c\  imierhalb  dcr 
EiBenmass«  liegt,  r  also  innerhalb  dei-  Grenzen  der  lutcgi-ation 
Tcrschwindet,  die  EichliRkeit  dieser  Glcichiuig  voUetlndig  ein- 
rasehn,  muss  man  üuer^t  eine  unendlich  kleine  Kugel,  deren 
31itt«lpankt  der  Punkt  (a,  h,  e)  ist,  von  dem  Kauine,  auf  den 
die  Integrationen  sieb  beziehen,  ansgeseblonaen  denken  und 
dann  Wachten,  dn^K  lur  diese  Kugel  die  3  Integrale,  die  in 
den  beiden  Ausdrücken  von  Q  vorkommen,  imendbch  klein 
sind.  Aas  dem  umgeformten  Ausdrucke  von  Q  folgt,  dass, 
wemi  der  Punkt  (a,  b,  e)  innerhalb  des  EisenkÖTperü  liegt, 

ist 

Bezeicbnet  man  durch  «,  r,  w  die  Componenten  der 
Stromdicbtigkeit  in  dem  Punkte  (x,  y,  z)  des  von  den  Strömen 
«rßillCea  Baumeft  und  setzt 


232 


Zur  Tbtori«  rfM  in  «nom  F.iMokSrper 


SO  folgt  aas  dem  Gesetz«  der  Kraft  mit  der  ein  Stromelemei 

auf  einen  Maguetpol  v.irkt, 

.     er     dir 

da        §c 

^, _  SP    dr 

^  ~  Bt        8a' 
Hieraus  ergiebt  sich 

SA  .dB  ,ec_(. 

und  also  bei  RQc-ksiclit  auf  die  filr  «r,  /9,  ^  aufgestettteD  Glei* 
cbuiigen : 


OriSssen 


Die  beiden  zwischeD 

eä*  +  dft*  •*•  ö7'-  »^^  Ki  +  «6  +  ei 

abgeleiteten  üleicbungen  zeigen,   dass  diese    beiden 
Terscbwindvri  und  also,  wo  auch  der  Punkt  (a,  b,  c)  liegt, 

oder  in  Folge  der  Gleichmigrn  für  a,  ß,  y 

Q  =  */tH "  */r  t^  ^°^  ^•'^'J H-  i* cos  {Ny)  +  Cc(»{Nxy\ 
ist 

Diese  Oilficlinng,  b«'zagi>n  auf  di«  Punkte  der  EiMauiuaM, 
dient  /ur  B«süminnng  von  y;  i-^t  Q  gefuiulen,  so  etli&lt  mto 
u,  ß,  y  aus  deu  für  diese  Or&sseu  aufgestellten  Gleichangen.       1 

Zwi-soljeti  den  niagiietisclieii  MomL^uten  u,  ß,  y  und  den  , 
Stroimlicbtigktiiti'n  «,  w,  w.  bestehen  gewi-isi-  eiiifaclie  Balsr^i 
tiooeu,  deren  Ableitung  hier  ein«  Stelle  finden  mOge.  ^H 

Aus  den  Gleidiungcn,  durch  welche  C,  K,  W  definirt" 
sind,  fglgt: 


-/// 


5i  "^  56  "^  5r 


wo  die  Integration  Qber  die  ganze  Stromleitung  auszudehneiif] 
oder 


in(tii«irteti  Mngactiamus. 
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2IIL 


S^ 


*y 


■Iß/ 


wo  (Ua  Integral  für  jeden  einzelnen  Leiter  zu  bilden  imd  dann 
diif  SuiQine  fllr  alle  Leiter  zu  netunän  ist.  Durvli  pHrtielle 
Bitegration  Ter«-nndeU  sidi  dieser  Ausdruck  in  den  folgenden: 

wo  dS  om  Element  der  Oberd&<:he  eines  Leiters  bezeichnet. 
Unter  der  Voraossetznng,  das»  dio  elektrischen  Ströme  stii- 
tionSre  sind,  ist  aber 


?!f  4.  *-£  +  ??  =  0 


dx 


dl 


und 

u  CO»  [Ni)  +  V  cos  (iV'y)  +  w  cos  (iVi) 

ist  für  die  fi-eie  Oberfläche  eines  Leilera  =  0  und  hat  fllr  die 
GrenzHüche  zweier  Leiter  entgegengesetzte  Werthe  in  beiden. 
Hieraus  folgt,  ila-sa  die  ganze  Sutmne  vei-schwindet,  mithin 


8U .  dF .   dW 


Äi  "^«fc 


+  iir 


0 


Ht 


Aus  den  Gleichungen  für  J,  B.  C  ci^cbt  sich  aber 


6  /fir      dw 


Sc 


9B  _ö£ 
Ji      6b  " 

es  ist  duher 

oder  wegen  de»  Wertbes  von  ü 

ea    sc 


fi' 


AK  "  \'Am>    +    ÄAr  +   "g^J 


5»  17 


—  ä7  =  4aru. 


de      9i 


Ebenso  ist 


4rtB 


0C  _6A 
?ä  dt 
dA  _8B 

M       6a 

Bei  Rücksicht   auf  die  Gleicliuugen  für  a,  /9,  y  folgt 
hieraua: 


—  fi-  =4ct». 


2U 


Zur  Theorie  de«  in  ciDem  ELMukörper 


=  An1en 

u- 

Be  ' 

=  Ankv 

db  ~ 

9a 

'  Ba 

-  4,TAec. 

'Wenn  der  magnctificbe  Zustand  der  Eiseiunasse  dui-ch 
Aeuderong  der  Intensität  der  maguetitürcndea  Ströme  ge- 
ändert wird,  so  werdfji  dadurch  in  den  voHiandenen  Leitvm 
elektrische  Strüoie  indacirt.  Es  seyen  X,  Y,  Z  die  Kräfte^ 
die  zur  Zeit  t  in  Folge  der  Aeudenmgen  von  a,  ß,  y  m  dem 
Punkte  (j,  t/^  z)  auf  die  Einheit  positiver  E]cktricit&t  narh  den 
Richtungen  der  Axeo  und  auf  die  Einheit  negativer  Elektnd- 
tat  in  den  entgeigeaigeeetztea  BichtnngeQ  wirken.  Geht  min 
aus  Ton  dem  OcnetKC  der  Iiidactiou,  die  in  einem  geschlosse- 
nen linearen  Leiter  durch  die  Aendeniog  des  magnetischen 
Ztistandeä  eines  magnetischen  Moleküls  herrorgenifeu  wird» 
und  setzt  man 


B 


*da  ibdeSS 


-IfS^-%- 


X 


wo  {a,  h,  e)  einen  Pookt  der  £i»enmasäo  hcdentet,  so  fisdet_ 
man  dann 

OB       ÖX 

OB      ay 

SA      BB 

G«iri88e  IVagen  über  die  durch  dos  Entstebca  oder 
sdiwindcn  dm  Magnetismus  des  EiseukOrper«  inducirton  ciek* 
triscben  Strttrac  kann  mau  beantworten,  sobald  man  das  Po- 
tential des  magtieti.Ht-hen  Eisens  in  Bezug  aof  die  taa^ielisi- 
renden  Ströme  kennt.    Dieses  Potential  ist 

JfJd4tdidc{uA+ßB  +  rC)> 
wo  (ä,  b,  e)  wiedertuD  einen  Ponkt  der  EisenmaäM  bedeut^t^ 


favludrten  BlognetiBaiiiB. 
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Es  ist  Ton  selbst  klar,  dass  dieser  Ausdruck  das  genannte 
Potential  darstellt,  sobnld  ron  einem  solchen  im  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  die  Rede  sei«  kann,  sobald  nämlich  die 
Ströme  nicht  durch  die  Eiü<>uinit»se  tiiiidurclitliewien  und  also 
A,  B,  C  die  partielh^u  DiffeivnlialqiiHÜtjnten  «■iuer  Fuuktiou 
von  a,  b,  c  sind.  In  Beziig  auf  die  Inductionswirkuii^en  hat 
der  Ausdruck  dieselbe  Bedeutung  und  verdient  insofem  den- 
selben Nanien,  wen«  die  Kiseiunasse  von  den  Strömen  durch- 
Öossen  wird,  wie  wenn  das  nicht  der  Fall  i.st. 

Die  aufgestellten  Gleichmigea  —  tou  denen  eiucn  Thfil 
schon  Maxwell  in  »einer  Abhandlung  07t  tfir  electroma^iietic. 
Jield^)  angegeben  hat  —  aoUen  nun  auf  einen  sehr  cinJacben 
Fall  augewendet  werden. 

Kin  Theil  der  Stromleitung  sei  ein  unendlich  Unger  Cy- 
liader  von  kreiü förmigem  Querschnitt,  von  dem  ein  dtircb  zwei 
Qaerechnitte  begränztes  Stilek  aus  EiKpn  besteht;  di«i  beiden 
£hlden  des  C^linders  seien  durch  eine,  eine  Kette  outbaltondo 
Rüekleilung  mit  einander  Terbmiden,  diö  Qberall  imendHeh 
weit  von  dem  Eisen  entfenit  ist.  Diw  Axe  des  Cylinders  sei 
die  7-Axe,  sein  Radius  Ü,  die  Intensität  des  Stromes  t. 

Dit?jenigen  Tlieile  der  fXa  ü,  V,  iV  siufgestellteii  Inte- 
grale, die  »ich  auf  die  genannte  Rüekleitinig  liezieben,  sind, 
wie  man  leicht  sieht,  bis  auf  unentüicb  kleine  Grössen  Con- 
stantcn  gleich;  da  in  drr  Rechnung  nur  die  DifferentiaJqnotii-n- 
ten  von  U-,  V,  W  TorkommKn,  m  kann  man  sich  daher  darauf 
beschränken,  jene  integrale  über  den  CjUnder  auszudehtieu. 
Für  diesen  ist 

11  =  0,  0=^0,  1«  =  ;^; 
man  darf  also  setzen: 

V=e 

Die  letzte  vou  diesen  Gleichungen  giebt.  wenn  man 
«!  +  4s  =  pi 


■)  LotadoD  plülos.  trsnaactiaiis  18G1>. 
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Zur  Theori«  de«  in  »ineni  EwenkSrper 


macht   utid  durdi  D  eine   (onendUcli  grosse)  CoDSbmto  be* 
zeiclmet: 

Hieraus  folgt: 

c=o. 

Bei  dies«»  Weithen  von  A,  B,  C  wird  für  alle  Elemente 
der  Oberflüclie  des  Eiseukörpera 

und  daher  die  zur  Bestimmung  von  Q  dienende  Glnchting 


Hieraus  folgt 
und  dann  weiter 


<i-^rrs- 


tt  = 


a* 


a  2*' « 

,'=0. 

Die  mognctisclic  Axe  ist  daher  überall  senkrecht  *af 
Q  und  auf  r,  und  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene  mag- 
netische Intensität  ist 

Auch  flLr  Punkte  nusserhalb  der  Eisenmasse  ist  Q  =  0: 
magnetisclie  Kr&fVe  abt  dieselbe  nach  Au^^äL-n  hin  also  nicht 
ans.  Bei  Schliefumig  und  Oefliiung  der  Leitung  iirird  in  die* 
aer  selbst  aber  diu-rh  dos  Auftreten  und  Verschwinden  de« 
Magnetismus  ein  eh'ktrisrber  Strom  inducirt;  es  erfilhrt  da- 
durch das  Potential  der  Leitung  in  Bcnehung  auf  sich  sdbtt 
scheinbar  eine  Vergrösserung.  Diese  VergrÖssemng  ist  dw 
Potential  des  magncUschea  üiseus  in  Bezug  auf  den  magneti- 
arenden  Stront,  diridirt  durch  t',  d.  h. 


jtfff^a  da  de  (aA  +  ;?i?  +  /C) 


iudiicirteii  MtignetietTiuH. 
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oder,  irenn  man  mit  L  die  Länge    des  EiseacjUudera  be- 
K(-icbnet> 

=  2nkL. 

Auch  iu  dem  bier  heliandi^^lteii  Falle  kann  mau  mit  Leicb* 
tigkoit  sich  TOD  der  Voraussetzung,  duss  A  eine  Conatanto  ist, 
onabhängig  mnchen;  den  Gloichougtn  nämlich,  welche  bei 
ROcksicht  auf  die  Vfrämlerliclikfit  von  k  den  magaetisclien 
Zustand  des  Ei^eucylinders  bestimmen,  g«nUgt  man  ebenfalls 
durcb  die  Annahme  ^  =  0. 


reb«r  da:<  (i leidigen iclit  and  die  Bewc^ng  einer 
elastischen  Scheibe.') 

Der  erste  Versuch  einer  Theorie  der  Transversalschwin- 
guiigeo  elastiscbt-T  Sdieib«u  ist  von  Soi>hii;  Germaiii  be- 
künut  gemacht.  Im  Jubn^  1811  nnclite  sie  der  Pari-ser  Aka- 
demic.  die  einen  Preis  tur  eine  solche  Theorie  aosgeeetzt  hatte, 
eine  Abbuadlaug  ein,  in  ivelchcr  eine  Hyjiothese  über. die 
Kraft«  avseinaadergcs^tzt  woi-,  mit  denen  eine  Scheibe  Eorm- 
Teranderungen  widerstrebt,  und  aus  dieser  Hjpotheso  wai"  eine 
partielle  DifferentiiügleicbimK  ftii-  die  Schwingungen  abgeleitet. 
Die  VerJaEserin  hatte  bfi  der  Kedmung  eineu  Fehler  gemacht; 
Lagrange,  der  «ich  in  der  zur  Begutachtung  der  Abliaiid- 
Inng  niedergesetzten  Commission  befand,  leitete  aus  ihrer 
H>|»oihese  die  Differentialgleichung  «li,  welche  eine  richtige 
Kedinung  geben  musate.  Ks  ist  diese**  dieselbe,  welche  iiocli  jetzt 
als  die  richtige  anerkannt  wird.  Noch  fehlten  aber  die  Grenz- 
bedingungeu,  dui'cb  welche  die  Lösung  der  partiellen  Differen- 
Üalgleidmng  ent  zu  einer  bestimmten  wird.  Diese  hat  Sophie 
Qermain  in  einer  xwi-iUm  Abhandlung,  die  sie  zwei  Jalirc 
später  der  Akademie  übergab,  aus  derselben  Hypotlieso  ab- 
geleitet ^e  waren  von  der  Art,  daea  die  Verfa^ehn  die 
Lösung  des  Problems  füi-  den  Fall  rechteckiger  Scheiben  or- 
mittein  konnte.  Sie  verghdi  ihre  theoretischen  llesultate  fllr 
diesen  Fall   mit  Beobaehtungen   mid  fand   eine  Uebereinstim- 


^  CreUe't  JoomaL    I)d.  Ad.  18M. 
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Ucbor  das  GI(>lrhgevic]it  und  din  B<>vegOD^ 


nraoft,  die  ibre  H}-pothcsc  za  bestätigen  scliieu.  tn  cinor 
drittcu  ÄbbaiiilluDg,  di«  sie  1816  d<>T  Akademie  Otierreicfate, 
erwviteite  nio  ihre  Hypotlies«  so,  dat>9  ^it'b  aus  derselben  audi 
die  Tlieorie  der  Scliwingiingpn  von  Plottt^n  ftbleiten  lieM,  die 
im  uatilrlichpi)  Zustande  gekrQiuDit  tiiud.  Sio  konnte  die  ßecb- 
nnng  für  cyliüdei-föi-mig  gekrömmtp  Plalteu  durcbftlhren  tmd 
fand  »ucb  hiiT  ibre  theoretUclien  llesultate  im  Einklang  mit 
expenment^'Ueu. 

Difäe  3  AbhmidlungL-n  sind  nicht  gedruckt;  den  Haupt» 
inbalt  derselben  nnd  dir  Ergebiiis-se  ihrer  fortgesetzten  Funstbun- 
gen  hat  die  VerfeÄserin  iü  zwei  Schriften  veröffentlicht,  von, 
fluneu  die  ci-»te  ,,Bcehc-rcheN  hui'  lu  Üi/;on(Mb-s!4urfucceöUstiqttea''j 
im  Jahn;  1821,  die  zweite  .4ie>naniiies  siir  la  nature,  les  bomes 
et  r^tendue  de  la  quostion  des  surfuces  elastiqnes,  et  T^quatioD 
gta^role  de  ces  soiiaces"  im  Jahre  183(>  zu  Paris  erschien« 
nod. 

üngeaclitet  der  Be^tfiligungcn .  welche  die  Theorie  TonI 
Sophie  Gormnin  durch  Versncbe  erfahren  hat.  ist  «e  nicht 
richtig;  doQii  man  katiu  Folgeniiigt^n  aus  ilir  ziehen,  welche 
in  offenbari'in  Widerspruche  mit  der  WLrklichkeil  8t«»hen.  Ich 
bescbrAnkc  mich ,  um  dieses  zu  zeigen ,  auf  die  JBetracbtung 
einer  Platt«,  die  im  natürlichen  Zustaude  eben  ui.  Die 
Schlösse,  durch  deren  Httlfe  Sophie  Gerranin  zu  Uiren  Ge- 
setzen fUr  die  FomiveriUiderung,  die  eine  solche  Platte  durch 
die  Wiritung  äusserer  Kriifte  cTlcidet  und  iUr  die  Scltwiugun* 
gen,  die  sie  TollfÜhrt,  gelangt,  sind  im  WesenÜtclu^n  fnlgendc^ 

In  jedem  Elemente  der  Platte,  welclies  seine  QesUlt  rer-| 
ändert  bat,   ist  eine  Kraft  erzeugt,  welche  dasselbe  in  seiwi 
ur&prUngUche  Fonn  zurUckzuftkhrcn  trachtet.    Die  Bedingnnff' 
des  Gleichgewichts  der  Platte  ist  die,  dass  das  Moment  aller 
in  derselben  erzeugte»  EräAe  und  da»  Moment  der  gcgebenea 
ftu«)er«n' Krttfte  eine  verschwindende  Summe  liefern.     E»  sei 
*  die  Dicke  der  Platte,  lif  ein  Element  ihrer  Mittelääcbe;  die] 
in  dem  Elfmeute  ädf  erzeugt«  Krait  wird  am  so  grteaer  seii^! 
je  grösser  der  l'ntentchied  der  Gestalt  ron  lif  nach  der  Form-' 
veiflnderang  und  der  urgprtbigUcben  Gestalt  (üeses  EteuienLi 
iat    Hatte  man  ein  passendes  Maass  ftlr  diesen  Unterschied, 
90  wQrde    man  jouo    Kraft    diesem    proportional 


ein«r  elaeti«ch«n  S«heibe. 
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bönnen;  e«  sei  k  ein  solches  Maoss,  dann  wird  mau  jene 
Kraft 

setzen  kSimcn;  wo  A^  eine  von  der  Dicko  und  der  Natur  der 
Platte  abhängige  Constante  bezeichnet.  Das  Streben  dieser 
Krall  geht  dabiii,  u  zu  verkleinern ;  dus  Moment  derselben 
wird  daher  sein: 

wo  6u  die  virtuelle  Veränderung  von  u  bedeutet. 

Stellt  man  die  entsprechende  Betrachtung  Rlr  den  Fall 
ts  clasliäcben  Stabes  an,  so  gelangt  man  zu  den  ncbtigeu 
Iglcichungen,  wenn  uiiui  n  =  dem  rcciproktm  Krümniung»- 
radiuä  der  Mittellinie  des  Stabes  setzt;  Sophie  G^orroain 
glaubte  dem  entsprechend  in  dem  Falle  einer  Scheibe  v  =• 
der  Smnme  der  reciprokcn  Hauptkrümmuugsradien  der  Mittel- 
fläche annehmen  zu  können.  Sind  diese  Haiiptkrümmungs- 
rndicn  p,  und  ^  so  erhielt  sie  deninncb  tilr  diis  Moment 
der   in  dem  eiuen  Elemente   erzeugten  Kraft  den  Ausdruck 

Vpi      ff,l    Ip,       tiJ  ■' 
und  alt  Bedingung  des  Gleichgewichts  der  Platte  die  Gleichung: 

ialls  SP  das  Moment  der  gegebenen  äussern  Kräfte  be- 
zeichnet. 

Um  zu  zeigen,  daas  diese  Bedingung  luimi^glich  die  rich- 
tige aein  kaon,  wende  ich  sie  auf  den  Fall  au,  dass  eine  Scheibe 
niieudlich  wenig  aus  ihi-cr  ursprünglichen  Gestalt  gebracht  ist 
durch  Kräfte,  die  aul'  ihr  Inneres  senki'echt  2u  ihi-er  Mittel- 
fläche  wirken;  den  liand  der  Scheibe  uehme  ich  dabei  der 
Kinfacbhuit  wegen  als  fi-ei  an.  Die  MittclUäche  in  ihror  ur* 
aprünglicbeo  Gestalt  sei  di^  j'y-Kbeue  eines  rechtwiiUdigen 
Coordinatensystoms ,  z  die  auf  dir  senkrechte  Verrllckuiig, 
welche  der  Funkt  {r,  y)  der  Mittelfläche  erlitten  hat,  Z  die 
Kraft,  die  in  der  Itichtung  von  z  auf  eine  Linie  der  Platte 
wirkt,  die  in  derselben  Richtung  durch  den  Pimkt  (x,  y)  ge- 
zogen ütU     Setzt  man  dann 
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Ueber  du  Glekbgewicfat  und  die  Bewegung 


SO  liefert  j«ne  Glcicbgewicbtabediugung   für  u 
Differeutialgleichuiig 


die 


+ 


au 


und  die  GrciubedinguDgeii 

vo  n  die  Normale  des  Umiiiages  der  MittolflScho  Iwzeichoet 
Kun  ist  aber  die  Läsung  der  Di£erf  ntiftlglL'ichung  (ür  u  scbon 
durch  die  ente  der  beiden  Oreitübedingungen  voUkommeD  b^adl 
stimmt;  es  ist  daher  im  Ällgemeiiien  nicht  möglich,  tnn  u  za^^ 
finden,  welchen  auolt  noch  dor  zweiten  Greiuhinlinguiig  gftiü^; 
und  demiifich  gäbe  vs  im  ÄUgemeineii  gar  keio  tüleicbgewicfat 
Wr  die  Platte.  Wären  die  gegeheiieii  KiJiSlc  Z  von  der  Art, 
diiss  eine  Funktion  u  gt:fundeu  w<-nlt-n  könnte,  die  dt-n  bciidco 
G^renzhedingungeD  genügt,  m  hätte  man,  um  die  Gestalt  di 
ilittelßäcLe  zu  ermittebi,  diesen  Werth  toq  m  in  die  Differ« 
tialgU:ichiii]g  JUr  ^  zu  substituircn  und  atu  denclben  ?  zu 
stimmen.  Uteser  Gleiehwig  genügea  aber  unendlich  riele 
Funlitinnen,  es  würde  elalier  in  diesem  Falle  unendlich  viele 
Gleichgewichtslagen  der  Platte  geben.  Dieser  Fall  würde 
z.  B.  eintn-ten,  wenn  keine  KriUle  Z  vorhanden  Bind;  wäre 
die  Platte  in  ii^ud  welche  Gestalt  gebracht,  für  die 

ist,  und  dann  sich  selbst  überlassen ,  so  müsste  sie  in  dit^-ier 
Gentalt  Tcrltarren.  ohne  das  Besti'eben  zu  zeigen,  in  ihre  ur* 
q)rllngUche  Gestalt  zurOckzukehn'u.  Jener  Gleichgrwicht«- 
b(^IingiU)g  zufolge  mtbntu  die  Platte ,  auch  wenn  sie  endliche 
Krümmungen  erlitten  hat.  ohne  Slitwirkung  äusserer  Krflft« 
im  Gleichgewichte  sich  befinden,  sobald  fUr  alle  Punkte  ihrer 
Mittelttftchc  die  Sxuome  der  reciprokeu  UnuptkrOmmung^radiea 
verschwindet.  ^^ 

Eine    zweite  Tlieorie  des  Gleichgewichts  und   der  Bew«^^^ 
gnng  eliLKtiseher  Scheiben  ist  von  Poisson  aufgestellt  and  in 
seiner   bertlhmten  Abhandlung   ,)Sur   l'^qnilibre  et  le  mouveu 
ment   des  corps  ^la»iti()ne<^ '}   entwickelt.     Aber  auch   diese 

1)  H^Di.  de  l'Ac  d.  ac.  A  Par.  I8S9.  p.  237. 


cber  elaatiecbcn  Scheibe. 
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Tlieorie  bedaif  einer  BorichUgung,  niul  dieselbe  tu  g«bcn,  Ut 
eben  meine  Absicht,  Poisson  gcinngt,  indem  er  seine  allge- 
meinen Gleichung»^ n  des  Gleidipewichts  elastiscbcr  Köi'jHr  aiif 
den  Füll  einer  Scheibe anwfndet,ziulc'i-5i>lb<^'a  inirtirllyn  Difii/ren- 
tialKlcicbuiig,  zu  wclcJier  die  Hypothese  ton  Sophie  Germaiu 
gelllhrt  bat.  aber  zu  andern  Grenzbediii  fingen,  und  zwar  zu 
drei  Grenzbediugungon.  Ich  werde  beweisen,  dass  im  ÄUge- 
tn«iiien  diesen  niclit  gleichzeitig  gentigt  werden  kann;  voraus 
ditnu  fulgt,  düsa  auch  niieli  dfr  Foiss  on'schen  Theorie  eine 
Platte  im  Allgemeinen  keine  Gleichgewichtslngo  haben  müsste. 
Biesen  Beweis  werde  ich  aber  erst  fuhren,  nachdem  ich  die 
zwei  Grenzfwdiugungen  abgeleitet  haben  werdi',  die  an  die 
Stelle  der  Peisson'^cben  drei  zu  setzen  sind,  weil  er  <>ich 
uaturgemäss  an  die  Betrachtungen  anschlieti^t,  durch  welche 
ic-h  jene  ableiten  will. 

Poissun  bat  seine  Theorie  auf  den  Pal!  einer  kreiafür- 
migeo  Platte  angewandt,  die  so  schwingt,  dasa  lUlc  Punkte,  die 
gleif^li  weit  ron  ihrem  Alitteljiuiikte  ab-stelun,  sich  immer  in 
demselben  Zuätaude  befinden;  er  konnte  sie  auf  diesen  Fall 
anwC'uiU'U,  weil  in  demselben  eint-  üeiiier  drei  Grenübcdingungen 
idestisch  erfUllt  wur<le.  Aus  der  modÜcirteu  Theorie  werde 
ich  aUgemeiu  die  Gesetze  der  Schwingungen  einer  freien  kreis- 
fljrmigeD  Platte  entwickeki;  in  dem  bezeicbuetcn  spccicUen 
Folie  werde  ich  m  denselben  Formeln  gehmgeo,  welche 
Foi^son  gefunden  bat.  Durcli  die  GQtß  des  Herrn  Dü'ektor 
Strehlke,  welcher  Messungen  in  Bezug  auf  die  Knotenlinien 
kreisförmiger  Scheiben  augestcllt  hat,  bin  ich  in  den  Stand 
gesetzt,  ebiigc  der  numeriscben  Ri^suitutc  der  Theorie  mit  den 
entsprechenden  Ketiultaten  der  Beobachtung  2U!<amnieiim.steUen. 

Poissou  legt sdnen Betrachtungen  über  eine  elastiachePlattc 
die  Gleichungen  zu  Grunde,  welele  auf  die  Formverälndcruiigen 
bebebig  gestalteter  elasliseber  Körper  sich  beziehen.  Diese 
Gleichtingen  lusseu  sich  in  eine  zusammeafaÄscn,  welche  aus- 
spricht, das»  dos  Momcut  der  Kruflc,  welche  die  Fürmverilu- 
derung  boivirkt  haben,  der  Variation  eines  gewissen  Integrals 
gleich  ist.  £a  hat  diese  vor  jenen  auch  dus  voraus,  dass  jeue 
nur  gelten,  wenn  die  Verrllektmgen  luieudUch  klein  sind,  wiüi- 

Xlrabbolf,  UimiaidcIui  AbbAndinucaii.  |(t 
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rend  diese  besteht,  sobald  die  Dilatationen  und  Contractionen  ^. 
unendlich  klein  sind;  uuf  deu  Fall  von  tiueiidlich  dtlimen  Stfibea^J 
oder  PlaHcn,  die  ctidlichi*  Kraiumuiigcii  erlitten  liaben,  kSnnen 
jene  nicht  angewandt  werden,  die?e  kann  e»  aber.    Sie  ist  die 
folgvodo: 

(1)  0  =  SP-  dKfd  i'(  ;tt+ /,|+is+  Q{K  +  ^+>y)  • 

Hier  bedeuten:  dP  das  Moment  der  gegebenen  Kräfte,  rf  1'^ 
da»  Volamcn  eines  Elements  des  Körpers,  l^,  /^,  /,  die  Hiuipt- 
dilatatiunen    dieses  Elements;    die    IntcgrntiQn    ist    Über    d^n^f 
ganzen  Köqior  auezudehneu ;  Ä"  und  0  sind  zwei  Coiistanten,  ^^ 
von  denen  der  Ela.'iticitätseoi^flicient  g  auf  die  Weitie  abliiiugt, 

ist.  Man  erhält  aus  (1]  die  Poisson'sclien  Glcichungun,  weiia 
man  &={  setxt,  und  die  (rlcichungen,  zu  welchen  Herr^f 
"Wertheim  durch  seine  Versuche  geiUUrt  worden  ist'),  wenn  ^" 
miuia  0=1  niaehU  Bezeichnet  nuui  die  rcclitwitikligca  Coor- 
dinatei)  des  Ortes  von  (fK  im  ursprünglichen  Zustande  des 
Körpers  durch  j;  y.  t,  die  Verrtickiuigen  in  deu  Richtuugeu 
der  AzcQ,  die  dasselbe  bei  der  Formrei^Ddertuig  erlitten  bat, 
durch  «,  r,  h;  die  Ki-äfte,  die  auf  dasselbe  in  den  BichtungeD 
der  Axen  wirken,  durch  A'rf  l',  Yd  l\  Zd  V;  nennt  man  femer 
rfü  ein  Element  der  Oberäncbe  dos  Köi*pers  und  (A')rfO, 
(}')dO,  [Z]dO  die  Druckkrilfte,  die  auf  dfiRselbe  in  den  Rich- 
tungen der  Axen  ausgeübt  werden,  so  ist  der  Wertb  von  SP,' 
der  in  die  Gleichung  (1)  gesetzt  werden  muss.  folgender: 

(2)  äP^fdViXdu-hrsv+zdu-) 

+  fd0{{X)»H  +  {i-)dt!  +  {Z)  ^tr)). 
wo  das  erste  Integral  über  das  ganze  Volumen,  das  rwetta 
über  die  ganze  Oberfläche  dos  Körjwrs  Huazudehnen  ist. 

Dass  die  Gleichung  (1)  fUr  den  Fall,  dass  «,  r,  w  nueod*^ 
Uch  klein  sind,  wirklich  die  bekaiuiteu  Irleichungeu  iUr  diei 
Fonnverändci'ungen  elaiitiscber  K(}q>er  liefert,  davon  Uberzeagt| 
man  sich  leicht  durch  folgende  Rechnung. 

£s  seien   <t,   ß,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 


>)  Am.  d«  <^  vi  «k  pli.  3*  B^r.  XXUI.  p.  &3. 
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durch  den  Punkt  (r,  y,  ,-)  gezogene  Litiie  mit  den  Coofdiniiten- 
A:cen  bildet:  die  DilatAtion  in  der  Riclitung  dieser  Uitie  fUi' 
den  Punkt  (r,  y,  :),  die  durcL  X  bezeicliiiet  werden  miSge,  ist 
d»nn  unter  der  Vorauäsctzung,  da-ss  «.  >-■,  u;  uUo  auch  die 
DifferentialquotienteD  dieser  Grössen  nach  j-,  y,  s  uneDdlich 
klein  »iiid,  durch  die  folgende  G^leichuug  'bestimmt: 


ÖJ 


»5 


ds 


+  ttß 


Är.^'S- 


Die  Hauptdilatationen  X^,  /..,  A3  sind  die  Werthe  von  X  ftlr 
dUrjfnif;*--n  Werthe  von  a.  ß,  ;',  filr  welclic  ilir  Variation  '5/. 
rerschwiadet;  d.  li.  sie  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 


+. 


fis  folgt  daraus: 


Ai+A,  +  ^ 


und  Temer 

Ä,  As  +  ^3  '-i  +  ^-i  ^  =  ö^  5i  +  äa  5i  + 


also  auch 

/.3  +  /S  +  AS- 


-»fe+i^)'-»te+^r-i 


dt> 


+ 


+ 


+ 


+HrM!j>s(l^+F:)'+n'f:+F;) 


Diese  Werthe  rou  l^  +  /j  +  Ä,  und  /;(  +  Ä|  •+-  Äf  sind  in  die 
GIeichung(l)7.usub3tituiren').  Wii"  sdireibeu  dieselbe  wie  folgt: 
(3)  3P-Kdii  =  0, 

1)  Dio  Oleichiui)^,  i^ie  Anrth  äiMO  Stibittitutioii  «ntslelit,  findet  Rieh 
in  «rciüg  veiladvrtcr  Oetialt  schon  in  dntr  Abliaiiilluug  yu»  0.  Green, 
„Ohn  thc  Iftws  a(  rcüexion  and  rcfractiim  of  llghr.  Caml».  Pliil.Tmt».  VII."; 
sie  Ut  <lurt  auf  nnclcrc  Wdsc.  ulo  Mvr,  <L>iiiit'  BulnK.-lituug  iler  Uaupt- 
diUtulionen  kbgek-it^-t. 

16* 
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indem  wir 

setzen.  Die  Viuiaiion  Sii  wird  uus  drei  Tlitilcn  bestehen, 
voD  denen  der  erste  von  dit,  der  zweite  toh  ilc,  der  dritte  von 
äw  abbängt;  diese  drei  Tbeilc  vollen  wir  durch  3Hf  dS,  öTj 
bezeichnen;  dami  crgicbt  sich 

tind  man  findet: 

6ii^fä  r{(2(i + «)!-•  +ioij+ioy^)%: 


+(1^+*- 


\  diu       (dm 


Ans  d^m  Aasdmcke   von  SR  ergiebt  sich  der  von  JS$,  nnd-i 
aus  diesem  der  von  Ö  T,  wenn  man  ti,  r,  >r  und  gleichzeitig 
j,  jf,  r  cj'kliscb  vertauschte     IJt'ii   Ausdruck    von   äR  zerlege 
man  in  drei  Integrale,  von  denen  da»  erste  anter  dem  Integral- 

Auf  das  erste  von  deu  dreien  wende  man 


Zeichen  den  Factor  -.— 


den  Factor*/"  liat. 


den  Satz  an,  der  durch  die  Gleichung 

JäVF^~=  ~  jdVG^^—jdOFGcoft{N,x) 

ausgesprochen  wird,  in  welclier  F  und  G  zwei  beliebige  Funk-  ^ 
tionen  von  s,  y,  z  bezeichnen,  d  V  dos  £lement  eines  begreuztea^H 
Raums,  dO  das  Element  der  Oberfläche  desselben  und  (JV,  j^^^ 
den  Winkel  bedeutet,  den  die  nach  dem  Innern  de»  begrenzten 
Baumes  gerichtete  Xormaie  von  dO  mit  der  ^Axe  bildet; 
auf  das  zweite  und  dritte  der  Integiule,  deren  Summe  SR  ist, 
weude  mau  die  Sätze  an,  die  auK  jenem  durch  Vertauüchong 
von  ic  mit  jr  oder  <  entstehen;  jedestnal  mache  mau  dabei 
G  n  Ott.  Fassen  wir  dann  die  nach  ttV  za  nehmenden  Inte- 
grale zu&auuueu,  und  eben  »o  diu  nach  dO  za  nehincuden. 
ergiebt  gicb 


6R 


■S 


8» 


S* 


rfr;2(i+ö)|f.  +  j^:.u-^  +  (i  +  2fl) 


du 


'h 


+('+2ö/,;.H- 
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/er     ö. 


Bildet  mau  au&  diesem  Ausdrucke  vou  SB  durch  die  angege- 
benen Vcrtausctiiuigen  die  Ansdi-ücke  voa  öS  und  ST,  und 
dann  der  Gleiclioag  (5)  gemäss  den  Wertli  Ton  öSi\  setzt 
diesen,  so  wie  den  Wertü  von  Öl*  aus  (2),  in  die  Gleichung 
(8),  äeht  hier  die  lutegi-ale  zusamniou,  die  über  das  Volumen 
des  Körpers  aaszudehnen  ^ind,  ho  wie  diejenigen,  die  sicli  iiuf 
die  Obci'6llchc  desselben  beziehou,  und  setzt  däcn,  den  Piin- 
cipien  der  Variatiousrecbuiuig  gemäss,  die  Faktoren  von  du, 
»)f,  ^K!  itiiter  den  beiden  Integrabeichen  =  Ü;  so  erhält  man 
folgende  Gleichungen: 

FOr  einen  Punkt  im  Innern  des  Körpers: 

+  (^+2fl)^^;J  +  A-=0, 

und  fiir  einen  Punkt  der  OberÖäche: 
^{(2(l+Ö)^;+2ö|^-f2oJj)cos(Ar,y} 
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Diese  Glekliiingeii  nntl  dieselben  wie  die,  welche  Cauchy  tati 
eineia  Wege  abgeleitet  hat,  bei  welchem  er  nicht  aaf  die  Be-| 
tnichtung  der  MolecularlcräAc  zurackgiiig;  sie  gehen  in  dia  < 
Poissou'ächen  Ober,  wenn  man  ObJ  setzt,  und  in  diO] 
Werthcim'ßclien,  wenn  rt  —  I  gesetat  wird. 

Ich  werde  jetzt  eine  Ableitung  der  Gleichung  (1)  geben, 
ans  welcher  hervorgehen  wird,  dass  sie  eine  allgemeinere  Gül- 
tigkeit hat,  als  die  Gleichungen  (6).  Betraclitungen,  die  deneu, 
welche  hier  folgen,  ganz  Khnlich  eind,  liat  Lagrange  mebr- 
maU  in  seiner  Mechanik,  z.  B.  bei  der  Herleitung  der  Gleich- 
gewicbtsbtxlingnng  eines  elastischen  Stubirä  angestellt  ^^ 

Es  sei  dV  das  Volumen  eines  unendlich  kleinen  TlieÜs  V 
des  elastischen  Körpers  in  seinem  nattbrlichen  Zustande.  Der 
Znstanil.  in  welchen  dieser  Theil  durch  die  FonnTefSadening 
geriktli,  kann  bekannthch  aus  dem  niitUrhchen  obi  auf  die 
Weise  hervorgegangen  angesehen  werden,  dass  der  Theil  ohne 
Veränderung  der  relativen  Lage  seiner  Molccüle  eine  andere 
Luge  im  Kanme  erbalten  hat  und  dann  in  drei  auf  einander 
senkrechten  Riclitungea  (gleichm&ssig  in  jeder,  aber  verschieden 
in  den  verschiedenen)  diktirt  worden  ist').  Eine  unendhch 
kleine  Kugel  geht  bienuicb  in  ein  £Uip<«o1d  Ober,  dessen  Axi'U 
die  Richtungen  haben,  in  denen  die  Dilatationen  Statt  fanden. 
Diese  Dilatationen  werden  daher  die  Hauptdilatationeu  j^,  l^ 
Ä,  sein.  Die  Elastidtflt  des  Körpers  bewirkt,  daj«  der  be- 
trachtete Theil  üich  in  dvu  Kichtungi>n,  in  ileneu  er  ausgedehnt 
ist,  zusammenzuziehen  strebt;  die  Kräfte,  mit  denen  er  uch 
in  denselben  zui>ammenzuKiehen  »ti'ebt.  seien  I^dV.  />, (/^V^|| 
LfttV;  die  erste  vu»  ihnen  Nuclit  Aj,  die  zweite  l^,  die  dritt«^^ 
Xf  ZQ  rerkloinera.     Das  Moment  der  ersten  Kraft  ist  daher 

—  L^dVili,  das  der  zweiten   —  I^iIVök,.  das  der  dritten 

—  L^dVdli,  und  das  Gesammtmoment   der  drei  Ki 

Nun  sd«d  L^,  /^,  /,  Funktionen  von  Aj,  il,,  A,.     Wir  wissen 
Toa  ibnen,  dass  sie  gleichzeitig  mit  Jl,,  Ji^,  >^  verschwinden; j 


>)  Eine  Cvmprea^cn  will  ich  nl*  ni^tire  DilUfltioQ  bcMichiMn. 


femer,  dau  Z,  eine  symmetrische  Fuiilttion  ifon  i,  und  ?^, 
und  dieselbe  Funktion  von  ^u  Aji  J-ji  wie  Z,  too  Ä,,  ^,  X, 
und  L,  von  i,,  i,,  Ä,  sein  muss.  Kimmt  mau  dalii-r  i,,  X,,  i, 
als  nneudlicb  klein  an,  so  wird  man 

»etsen  können;  wo  a  und  ä  zwti  von  der  Natur  des  Körpers 
abtän«^  Grösbcn  bi-zeichneu.  Führt  niiui  an  St*lle  derselben 
zwei  ändert-  K  und  0  eb,  die  mit  ihnen  durcli  die  Gleicltungen 

TcrbuDtlen  sind,  so  erhält  iiinn  ßr  diiä  Moment  der  in  d  V  er- 
zeugte» Kräfte  den  Aundruck 

und  ftlr  {los  Moment  ttlK-r  in  dem  Körper  erzeugten  Kl-ifte 
tteu  Ausdruck 

Die  Summe  dieses  Moments  und  des  Moments  der  äusseren 
Kräfte  mQ98  fÄr  den  GlcicLgewichtszustoDd  versehuinden;  wie 
es  durch  die  Glcictmng  (I)  ausgesprochen  wird. 

4  2. 

Jetzt  wollen  wir  ziir  Betratlitung  einer  Platte  übergehen. 
Wir  setzen  in  Bezug  iiuf  dieselbe  voraus,  tiass  ilae  üriinii- 
flächen  im  natOrlieben  Zustande  durch  zwei  parallele,  unend- 
lich nalie  ElK-nun  gibUdet  weixlen,  ihr  Ruid  durch  eine  be- 
liebige CThnilpr-OberHücbef  die  jene  ;>enkreclit  sehiiuidet.  LHo 
Platte  hat  eine  Form-Aenderiuig  erlitten  durch  Kräfte,  die 
auf  ihr  Inneres  wirken  und  duicli  DnickkiRfte,  die  auf  ihren 
Band  aa^eQbt  werden,  während  ihre  Grundflächen  frei  sind. 
Diei«  Kräfte  bind  endlich  nur  so  gross,  dass  die  Oilatationen, 
die  sie  hervorbringen,  als  imeudlich  kleia  betrachtet  werden 
dürfen.  Hierdurch  ist  jedoeh  nicht  nusgesprochen,  daaa  die 
KrOmmongen.  die  die  Platt«?  eHitten  liiit,  iinfudlicli  kli-in  sind; 
dies©  wollen  wb-  mis  vorläufig  als  «udlich  vorstellen. 

Um  die  Anwendung  der  Gleichung  (I]  auf  den  Fall  einer 
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solclieD  Platte  zn  venuitteln,  machen  wir  zwei  Aimahmgn.  dwj 
wir  als  Ergebnisse  des  Experiments    ansehen  und   die  gar 
©iitsprechpiid  denjonigen  sind,   welche  Jncob  Bornonlli   in 
Bezug  auf  viiiou  «lastischea  Stab  macht;   tiämlicli   folgfiide: 

1)  Jede'  gerade  Linie  der  Platte,  welche  nrsprÜJiglicll 
senkiecht  auf  den  Grundflachen  war,  bleibt  bei  der  Forni- 
Aeiideruiig  gerade  und  senki'eclit  auf  den  Flächen,  welche 
urspi'iluglich   deu  (.irutidHächeii  paiullele   Ebenen  waren; 

2)  Alle  Elemente  der  Mittelfläche  (d.  h.  derjenigen  PlSche, 
welche  im  natilrhchcti  Zustande  der  Platte  die  Ehenu-  i^t, 
die  den  Ui-undüächeu  parallel  in  der  MilUi  zniscben  dii^cn 
liegt)  erleiden  bei  der  Form-Aeuderung  keine  Dilatation. 

Mit  HQlfe  dieser  beiden  Annahmen  werden  sich  die  Wertha  , 
der  Hauptdilatatioueu  ?^^  ?^,  A,  fUi-  den  gegenwärtigen  FaQ ' 
leicht  BtudrÜckeu  lassen  durch  die  Hauplkrilnunungaradieu  der 
Mittelfiiicho.    Man  stelle  zu  diesem  Endo  folgende,  noch  auf  j 
einen  otaHlieelien  Keirper  von   UfÜLhigfr  Form  hezügliche  Be-^ 
trachtang  an.     Man  denke  sich  in  dem  KOqier  in  seinem  or* 
sprünglichen  Zustande  eine  nnendlich  kleine  Kugel  uud  in  der- 
KolbtMi    leinen  Diu-elimesser  n  und  eine  auf  diusem  senkreclite 
Diametral-Ebene  A\  bei  der  Form-Aendenmg  geht  die  Kugel 
in  ein  Ellipso'id  ühvr;   die  Mok-cille.  die   auf  a   und  auf  A 
lagen,   litrgen  dann   auf  einem  Durclunes.ser  a    und  auf  einer 
Diameli-al-Ebene  ^  de*  Ellipsolds,  welche  colyugirt  zu  ein- 
ander sind.     Im  Ällgcineineu   wird  daher  a    nicht  »enkrecfc 
auf  A'  sein.    Lst  «'  senkrecht  auf  A',  so  wird  »/  gleich  eiuca"^ 
Haupt-Axe   des  Ellipsolds  sein,  und   das  Maximum  und  das 
Minimum  der  auf  a    Kcnkrccbten  DurchmL-ascr  wcnlco  gleit 
den  beiden  andern  Haupt-Äxeii  sein;  d.  h.  es  wird  die  Dila-i 
tntion  Tou  a  die  eine  Uaupt^lilatation,  und  die  beiden  ander 
Hauptdilfttotionen  werden  das  Maximum  tuid  das  Mininum  derj 
auf  u  ftonkrocbten  Dilatationen  sein. 

Wendet  man  dit^sen  Sau  auf  den  Fall  der  Platte  au, 
folgt  daraus  bd  BeHlrIcstchtigung  der  Annafarae  (1):  dags  Ittr' 
irgend  einen  Punkt  im  Innern  der  Phitte  die  Dilatation  in  der 
Richtung  der  dui'ch  ihn  gezogent^n  XonnulL>  der  Miltelääcbs 
eine  der  HauptdiUtaüonen  ist.    AVir  wollen  z  die  ur^rOng' 
liehe  Entfernung  des  betrachteten  Punkts  tod  der  Uitt^U&cbe. 


einer  daatischen  Scheibe. 


*■  seine  Entfpmiing  von  drrscibcn  imcli  di-r  Fonn-Aendermig 
neonoi;  gleichzeitig  möge  durch  s  auch  die  Nuiino!«  dirr 
Mittelfläfb»  nach  der  Furm-Äcuderuug  bi  Hücksicht  atif  Ihi-e 
X^age  bezedchuet  werde».    Sotzt  man 

80  wird  also  J  der  Werth  einer  Hauptdilatation   sein.     Da 

dies«  uoeudlich  klein  »ein  soU,  utid  du  ^  gleichzeitig  mit  t 
Tetschwindfit,  so  muss  q  Regen  z  uaooilUcb  klein  ai-Mn. 

Bei  BerilckbicLtigung  der  Anoalime  (2]  ülelit  man.  dass 
die  DQstatioD  in  irgend  einer   auf  z    senkrechten  Richtung 

s  ^  ist,  irenn  p  den  Krtkmmungsradius  der  CuiTe,  in  welcher 

die  durch  :'  und  die  hetreßende  Uichtiing  gelegte  Ghene  die 
Mittclüäcbe  schneidet,  iHr  den  Fussiiiinkt  von  r'  be/eichnct. 
Jlennt  man  datier  dii-  Krünunuiigsrudieii  der  Hauptsrhnitte 
der  AlitlelÜ&che  für  den  Fusspunkt  Yon  z',  ßi  und  p„  so  sind 

—  und  —  die  "Werthe   der   beiden    andern  Haui)tdilatationen. 

l3ii  2'  —  £  unendlich  klein  gegen  z  ist,  so  kann  mau  Hlr  diese 

auch  —  und  —  schreiben. 

Die  "Werthe  der  Hauptdilatatioiieii  Äj,  "i-^,  >.,,  die  jetzt 
gdandcn  sind,  aubstituire  man  in  die  Gleichung  (l).  Drückt 
man  dann  nocli  das  Glciiient  di-a  Volumens  der  Platte  durch 
df.dz  aus,  indem  man  unter  df  dan  Elniieul  di-r  Mitlcltlilrhe 
Yenteht,  B4J  erhält  man  die  Uleichuug 

(7,  0=./.-A-.;/./..{(|i)V(^)%(^)' 

Bezcicfauet  mau  die  Dicke  <Ior  Platt«  durch  2t,  su  bt  die  In- 
tegration in  Bezug  auf  t  Ton  x=  —  a  bis  mczu  uehmciu 
Wir  wollen  jetzt  zeigea,  dass  sich  die  eine  der  Haupt- 

dilataUoDen  ^  durch  die  beiden  andern  —  und  '    auadrUckeu 

lUst,  ob»  dus  dazu  die  Kenntnis»  der  KrAfle  nöthig  war«, 
welche  die  Form-Aendeniug  der  Füllte  bewii*kt  haben.  Es 
ist  zu  dem  Zwecke  der  Wetth  roa  äP.  der  dm-cb  die  Glei- 


-  >• 


1 
J- 
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Ueber  dos  Olviohgewicht  und  die  Bewegung 


cbung  (2)  gegeben  üt,  näber  UDtemucli^iL  Das  rechtwinklige 
Coordinatensvstem,  auf  welches  sich  Aivss  Gleichung  bezieht, 
v(ä\t\e  inaii  to,  class  die  xtf  Ebene  die  MittelflScbe  in  dem  na- 
türlichen  Zustande  der  Platte  ist;  dann  bebält  r  die  Bedeutung. 
die  ihm  hier  gegeben  wurde.  Man  bezeicfaue  die  AViukel. 
welche  die  Normale  der  Mittelililche,  z',  mit  den  Cooi-diniit«-!!- 
Axeii  bihiet,  durch  (z',  j),  (z',  y),  {z,  z),  die  ursprOnglicben 
Cooriliiiaten  dea  Fosspuiilrts  Ton  ä'  durch  a-,,,  y^,  0,  die  Ver- 
rQckungcn,  die  dieser  Punkt  in  den  Richtungen  der  Axcn  er- 
litten   bat   durch  «„  v^,,  rr„  so  ist  der  Annahme  (1)  zufolge: 

jr  +  K  =  .t„  +  «(,  +  j'  C09(ä',  *), 
^  +  P  =  y«  +  "o  +  i'  cos(r',  y), 
r  +  IT  =  »0  +  *'  cobKi  ^ 

oder,  du  i'  —  t  unendlich  klein  gegen  z  ist: 
x  +  v  =  jr^  +  u„  +  zcos(s\  *)t 

y^»  - i»« +  ",.  +  * cos (z'.jf), 

a  +  rc  =  Wg  +  r  COS  {:',  s). 

Hieraus  ergiebt  sich : 

du  =  ^Mp  +f ^008(7*,  j), 
äw=  iw„+  z3C09(i^f  c). 

Diese  Wejtlte  to»  Su,  dt>  ätc  sbd  in  die  Gleichung  (2) 
substitulrcn.  Die  zweiten  ThoUc  deisclben  Bind,  da  sie  den 
Faktor  <  enthalten,  uueodlich  klein  gegen  diu  ersten  und 
können  daher  gegen  diese  im  Allgemeinen  vernachlässigt 
werden;  nir  haben  Bio  beibehalten,  um  den  Fall  tod  den  obigen 
Betrachtungen  nicht  auüzuüclilieiisen,  in  dem  die  IntegnUo 
+'  >•  --I  -t-i  ■*-*  - . 

JX:ä:,Jyidt,fZt(li,f[X)c<t!,f(Y)tdz,f{Z)adz 

Ton  derselben  Ordnung  sind  wie  die  Intcgralo 

+  ■  +•  ■••  +*  ■»■•  -ri 

fxdt,fr(i:JZifz,j\x)ds,J{T)dz,J(Z)dT. 
—t  -•  —t  -f  —I  — • 

Stellt  mim  »ich  die  Werthe  Ton  Su^  3v,  3w  aas  (6)  in 


tiaer  dsatiachen  Hcbcibc. 


2« 


oder 


sobfitituirt  Tor,  m  siebt  man,  dass  JfJ*  iiiialilmii^g  vou  5g  titt: 
es  folgt  daran»,  dass  das  run  är/  nlihängige  Glied  des  Kwciten 
Theils  der  Gleichung  (7)  (ür  sich  verschwinden  mues.  Daraas 
folgt 

Setzt  man  diesen  Werth  von  «^  in  die  tileichoug  (7),  so 
giebt  sie: 

o_.i.-ic^//./..-.-={,^  +  i  +  r^.(^  +  '.)'}, 

oder,  wenn  man  die  Integration  niLch  z  aasfUhrt: 

4  3. 
Die  gelbndeni!  allgemt^ine  Qteichgewiohtsbedingung  ftlr 
eine  Platte  wollen  wir  nun  auf  den  Fall  anwenden,  den  Poisson 
beliandelt  hat;  auf  den  Fall  iiilmlicli.  das.»  die  Platte  sich  nur 
unendlich  wenig  von  ilirer  uraprönglidien  Gleichgcmriclitslage 
CDtfenit  hat  Wir  beginnen  mit  der  weiteren  £iitwickeluiig 
des  Werths  rou  SP. 

Ist  ic^  eine  unctullich  kleine  Gri>S90  fr^ter  Ontnung,  so 
Verden,  da  die  MittelHäche  keine  Dilatationen  crhttcii  haben 
soll,  M,  und  i:,,  uneiidUcb  kh-iiie  Grössen  zweiter  Ordnung  sein; 
daher  loeseii  sich  S%  und  öv,,  aU  oncndüch  klein  gegen  d«'„ 
betrachten  und  die  GleichangeD  (8)  wie  folgt  schreiben; 

5k  =  rd'cos(i',  x), 

5»=  sicos(c',  y), 

6w  =  äiCff  +  si cos (s,  i). 
Ferner   ist  in  dem   vorliegeaiden  Falle,  wenn  man  wiederum 
nur  uneudlich  kleine  Grüraen  erster  Ordnung  berücksichtigt: 

and  daher  wird: 
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^löcltgewiclit  nnd  di«  Bowtgnig 


s« 


9t 


Sie  ^  Sw^ 


Diese  Wertbe  substituir«  maii  in  die  Gleichung  (2). 
uiiui  dauu  wieder  das  Element  des  Volumens  der  Platte  durch 
d/  dl  aas  und  das  EU-mcnt  der  Oberflüchu  ilires  Raodos  durch 
dg  di,  indem  man  unter  dt  das  Element  des  Umfangefi  ihrer 
MittulßScIic  Tei'stcht,  uud  schreibt  der  Bequemlicbkeit  vn^cn 
IC,  Tf  y  statt  «•(,,  r^  y^,  so  ci^ebt  äch: 


ÖJ' 


Die  KiMe  A',  }',  Z  und  die  Druckkräfte  (A'),  {}'),  [Z)  Ussea 
sich  hier  ul»  unabliüiigig  roii  u*  betrachten,  wl-ü  w  unrndlidi 
klein  sein  eolL  Den  Ausdruck  toq  HP  wollen  wir  noch  um- 
formen.   Er  lässt  sicli  zouäch&t  Auf  folgende  Weiä«  schreiben: 


',BX  .  erU 


»Ydw 


-///'  -"  ">  <"  '-j'P"  -  fSI'  ■>'  *>  "■  -i, 

Das   zweite  und  dritte  dieser  vier  Integrale  läast  sich  uinee* 
stalten  durch  Anwendung  der  Formeln: 

j'^^^Sfji^  -fti'costpF, 
fdsdy^=  -jd,^mq.F. 

In  denselben  bedeutet  /'  eine  beliebige  Funktion  toq  j-  und  y: 
die  zweifikcbe  Integration  ist  Über  eine  begrenzt«  Fläche,  die 
einfache  Qber  den  Umfang  derselben  auszudehnen;  tp  bezeichui-t 
denjiniigeii  Wiuki-1,  den  die  nach  dem  luncru  der  begrt'ii2teü_ 
Flache  gerichtete  Nei-mnie  des  Umfanftjs  mit  der  positii 
x-Axe  büdet.  und  den  diese  Axe  beschreibt,  wenn  sie  in  d( 
jenigen  Riclitiing  gedreht  irird  (bis  sie  jener  Normale  panüld 
ist),  in  der  sie  gedreht  werden  muss,  damit  sie  naeb  einer 
Drehung    um    90*'  die  Lage  der  posiÜTea  ^Aie   einnimmt. 


(10) 


einer  elastischen  Scheibo. 
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Durcli  BenatzuDg  dieser  Formeln  erliält  maii  Atr  SP  folgeudea 
Werth: 


+  Jf  da  ds{iZ)  +  s  {Xeon  (/>  +  rainy)}*«! 


r    In  den  letxt«n  dieMr  drei  ThcHu  von  SP  Mae  man  an  die 
f     Stelle  Ton  -^  irod  -g^  den  Difforcntialtiuotienten    von    Sw 

nach  der  nuch  Innen  gmchtcttn  Normale  dea  Umfange,  ,-^, 

und  den  Differcntiatquotienten  von  Sk  nach  dem  Bogen  des 

ümfuigs,-«-^ ,  ein.    Man  ncbmu  den  Bogen  «  in  der  Ricbtuug 

als  vachsend  an,  dass  der  Winkel,  den  die  in  der  Richtung 
de3  wachsenden  Bogen«  gezogene  Tangente  mit  der  positiven 
x-Axe  bildet,  und  den  dies«  Axc  besclircibt,  wenn  sie  in  der 
Weise  gedreht  wini,  die  bei  der  Definition  von  71  beMicIiiiet 
worden  ist,  bis  sie  der  Tangente  paraLel  wird,  =  y  —  90''  ist 
Dann  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 


(tl) 


Es  wird  daher: 


diw       ddio    -  ddte 


jJ.ä.äz[(Xf-^  +  (T) 


+ffidtds{{X}&ii-  (iTcos-yj  J^l^. 


r  Das  zweit«  der  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser  GLei* 
chung  stellen  wir  uns  parti«U  nach  s  inti;grirt  vor;  dabei  ver- 
schwindet da»  aus  (1cm  Integralzeichen  herTortretendo  Glied, 
indem  die  Integration  mh  auf  «ine  g^ncblos^eue  Cuitc  be- 
mht;  dann  Eubstituirc  man  für  die  linke  Seite  der  Gleichung 
die  rechte  in  den  Ausdruck  Ton  dP.    Dies  giebt 


2M  Uelter  daa  Gteichgvwicbt  uad  die  BoFregong 

(12)        SF=fff.Udyä,{z+z[^  +  ^)]eu, 

Nun  bilde  man  deu  zwc-iUm  Tlieil  der  reclitca  Seite  der  Glei- 
chung (9).  Wir  stellen  uns  durch  eben  Punkt  der  Mittel- 
fläche,  der  die  Coordinaten  x,  y.  tr  hat.  eine  Ebene  gelegt  ror, 
die  der  r-Äxi*  iiiuiillßl  ist  und  mit  drr  .f:-El)cno  deu  Winkel 
iV^  bildet;  g  sei  der  Krümmungsradius  des  Schnitte«  dtewr 
Ebene  und  der  WittelHäche  für  deu  Punkt  (j*.  y,  ic) ;  dum  ist 

-!-  =  J^CM'*  +  2  fr  co3i*-sin*  +  S««»'#. 

Die  Wcrtbe  von  —  und  —  sind  das  Haximam   und  das  Mini- 

mum  Ton— ;  sie  sind  daher  die  Wurzeln  der  Gleichung 


[Z-^m-^HtJ-o- 


Hieraus  folgt: 


i    ,     1        S'<e   ,   «'w 

—  +  —  =  g^s  +  ji;t  . 


Vi 


9» 


a,. 


Diese  Wertlie  sind  in  dit  Gleichung  (9)  zu  suhätituii-en.  Mau  setie 


(IS) 


80  gicbt  die  Gleichung  (9) 


(U) 


tf/'-|e»Ä'U«  +  ,-^„JÄ)-0, 


:1 


Nmi  ist  die  Bildung  Ton  3Q  und  SU  nöthig.    Es  findet 

(15)  5«-2jJrfxrfy(^^-,  -g^  +2___  .^^^+  _^^_^). 
Es  ist  aber: 


eilUr  eliatiMlwn  BcIiiHIm. 
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ffd^ä, 


.fjä..l!, 


m. 


9*»  esw 


tmd  auch 


+Jj''-"'J's?V*''' 


s*w  Sit» 


.S^teüAw 


+.ü'^^''^Ä**x-**''' 


Diese  vier  Glejclmiig«?«  addire  man.  Aiif  der  üuk^D  Seite  der 
n-sultin-ndi-n  Gli.'ic.limig  erliiilt  mau  dann  \!iQ;  aufdrr  n-chU-u 
Seite  derselben  verwandele  mau  diejeiügeu  Integrale,  weklift 
unter  den  Iiitegralzviclien  das  Klemmt  der  Fläclie  mit  einem 
tmcli  X  oder  nach  y  genommenen  Differentialquotieiitcn  multi- 
plicirt  enthalten,  mit  Htüfe  der  Fonuclo  (lOj  in  Integrale,  die 
sich   auf  den  UmJang  der  Mittclflüclic  bczicheu.    la  einem 

Thc-ile  dieser  Integrale  kommen  die  DiffereDtiolquoticnten  -^ 


und 


vor;  diese  drücke  man  mit  Hülfe  der  Gleictiuiigen 


(II)  durcli  'J-^  und  -_  "  aus  und  intcgrire  die  Glieder,  welche 

-g^  entlialten,  partiell  uitcli  >.    Die  Glieder,  -welche  lüerbei 

Tor  die  Integral^chen  treten,  versehwinden,  weil  die  Integi'a- 
Uon  sich  auf  eine  gesclilosseue  Oorre  bezieht  and  es  ergiebt  sich: 


256 


Ueber  du  Gleicbgowidit  uiul  Ate  Bevefjtu^ 


(.6,    ^<i-2fP^Ml~-+^i^-+i^\'-' 


5r 


FlTllLT  ist 

Es  ist  aber,  wenn  F  und  G  zwei  beliebige  Fimktioaen  tob  j 
uod  j/  bezeiclmen: 

»etzt  maa  also 


G  =  Sto 


and  berücksichtigt,  dass 

öf      ÖP  ,  BF  • 

ißty  was  aus  den  Gleicbuitgea  (11)  folgt;  so  vrgiebt  ach 


6Uc\ 


(18)    iR=2jfä.„y{^  +  2,^:f^.+ 

Mit  HQlfc  der  Olcicbungen  [12),  (16)  nud  (18)  bilde  man 
nun  die  Öleicbung  (14);  die  Unke  Seite  derselben  l3ssC  ach 
ilar>L<.-llfn  »Is  dit*  Stimme  von  drei  Integralen,  von  denen  du 
erste  über  die  Mittelä&cbe  selbst,  die  beiden  andern  Qber  den 
Umfang  derselben  auäxudelmen  sind,  und  von  denen  die  beiden 
erst<-n  unter  den  IntegraLieicben  den  Faktor  6k>  haben,  das 

letjrt«   den  Faktor  j^  bat.    Den  Principicn  der  Variation*- 


einer  elafltiscbeii  Scheibe. 
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rt'cluiung  gemJtss  milssen  die  Grössen,  mit  deiieu  dw  und  ■—' 

multiiilicirt  vurkommt-^u,  verschwinden.  Man  erliiUt  dctniiach 
die  partielle  Difft-rentialgkichung 

—t  — j  — » 

uud  di«  beiden  (iren^bedingiuigeii 

+»  4"  +« 

(20)  J(Z)rf«  +  ^(«n.yJ'(J)r</e  — cos¥/(10'<'') 
— f  — (  — • 

-ff  4-1 

+  cosyj  Xsdz  +  äntf.  j  Yzdx 

s  { s*fe ,     ,        -11,  i's*»"     e'»\  \  \ 

+.  +. 

(21)  C0S(pJ  (jr)z(/z  +  sin  y J  ( 1")  z  rfz 

Die  Gleichung  (IS)  stimmt  mit  der  partiellen  Diä'erentialgtei" 
changf  welche  Poissou  abgeleitet  hat,  abereia;  abit^eiäehen 
davon,  daas  Poiason  <^  =  }  gesetzt  Iiut,  wilbrend  hier  &  unbß- 
stinunt  gelassen  i&t.  Die  di-ei  Grenzbedinfpingen  von  Foisson 
lueen  äcb  darstellen  durch  die  Gleicliungen  (20),  (21)  und  die 
Gleichung 


(22) 


+.  +. 

sin^p  J  (X)z  dz  —  cosy  f  [T)edz 


=  -t«'if(fl-Jöv«^os'^-siii'y)+(|^-|^]coäy  sin.^). 
Ich  w«rde  jetzt  nächweiseQ,  dass  tr  bis  auf  eine  additive  lineare 

n  1 1  li  li  iiTf.  Iiiiiiiinrl'i    AbbiniHiiiitm,  |7 
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Ueber  du  Oleicbf^oiricht  uad  die  UowoifUiic; 


Funktion  von  '  und  y,  die  wtllkUrticli  bleibt,  durcb  die  Ul 
duuigen  (19),  (20),  (21)  bestimmt  ist.    Daraus  folgt  dann.  da.tä 
den  PoisHon'acb«Q  OleichuTiKCD  nur  in  den  speciellcn  FAlkn 
genügt  werden  kanu.  in  welche»  dio  gcgcbünen  Kilifte  von  de^^ 
Art  sind,  d&ss  die  (Gleichung  (23)  von  selbst  erfüllt  wird,  i^| 
bald  die  Gleichungen  fI9),  (2U),  {21j  erflUlt  sind. 

Es  seien  rr,  und  w,  zwei  Funktionen,  die,  statt  te  gesetat 
den  Gleichungen  (19),  (20)  (21)  genügen;  dann  erfüllt  »r, — ip, 
=  w  die  Gleicbungon.  die  aus  den  obeBgenaiinten  eatstelieo. 
venn  an  die  Stolle  der  linken  Tlieile  derselben  0  gesetzt  wird. 
Ich  werde  beweisen,  dass  dinsen  Gleiclmngen  nur  durch  eine 
lineare  Funktion  von  j  und  j;  genUgt  werden  kann. 

Mau  stelle  sicli  den  Werth  von 

iQ  +  j^^Ä 

gebildet  vor:  einmal  mit  HQlfo  der  Gleichungen  (15)  und 
dtiiin  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (16)  ntid  (18),  und  die  beid 
Ausdrücke,  die  man  dadurcli   erh&lt,  einander  gleich    gewtzt 
In  der  identischen  Gleichung,  die  man  dann  hat,  mache  mazt 
iv)  E  i'ir,   wobei  unter  i  eine  unendlich  kleine  Constaote 
standen  wird.    Läs^t  man  darauf  den  Faktor  2i,  der  sich 
derselben  findet,  weg.  so  wird  ido: 


d  i  d* 


cosf^sinyi 


d'tP 


'9+2 


GonOgt  nun  k  den  Gleichungen,  in  welche  die  Gleichungca 
(19),  (20j,  (21)  übergeben,  wenn  man  auSt«Ue  ihrer  linken  Theile 
0  setzt,  &o  verschwindet  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung; 


einer  eksüschea  Scheibe. 
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venichwtuitet  al«o  auch  die  linke?.  Dit^se  bestellt  aber,  da  0 
podtiv  üt,  au.s  einer  Summe  von  lauter  positivon  Grßssen:  es 
müs*e!i  daher  alle  diese  Grössen  für  sicli  TerKcliwinden,  und 
also  fiir  alle  Punkte  der  Mittelfläclie  der  Scheibe  die  Glei- 
chungen 


=  0. 


dxdv~   ' 


=  0 


OTfUUt  werden.    Diesen  Gleichungen  aber  kann  Dur  durch  eine 
lineare  Fuuktion  vou  j-  uad  y  genügt  werdfii. 


§4- 

Die  Gleichungen  (19),  (20),  (21)  dos  vorigen  Paragraphen 
will  ich  nun  anwenden,  am  die  Gesetze  der  Schwingungen 
einer  Ir^icn,  kreisfcSnnigen  Scheibe  herzuleiten.  Aus  danselbon 
ergiebt  sich  ftLr  die  ScUwiiigungeu  einet'  beliebig  gestalteten 
Scheibe  die  partielle  0ifi"frentialgleichuiig 

in  welcher  p  die  Dichtigkeit  der  Scheibe  bezeichnet,  nebst  den 
Greozbedingongen 


+ 


(2)       -^(^^(''^«'T-«"^')  +  (';^-^^)cosvsinv  ), 
Man  erhält  diese  Gleichungen,  indem  man  in  jenen  (X)  =  (F) 


«»M 


5» 


Ö'ir 


=  (Z)==0,X=-(.f^,  r=-p|^,  Z=~p"^8etztaad 

bcrücksicbtigt,  dass  den  beiden  in  (^  2)  gemachten  Annahmen 

zofoige  i^  und  s4  nicht  unendlich  gross  gegon  ^  aein  können. 

Zu  den  Bedingungen  (1)  und  (3)   amd  noch   die  hinzuzutUgcn, 

dass  (ff  and  J^  ^   '  =  0  in  zwei    gegebene   Funktionen    ron 

a  und  t/  Übergehen;  dann  irird  w  roUkommeu  bestimmt  sein. 
Wir  Sachen  zuerst  eine  partikulÄro  Lösung  der  Differential- 

IT 


260 


Uebei  daa  Glc^cbgewicht  nnd  di«  B«w<sitsg 


gleichiiug  (1),  die  die  Gleichungen  (2)  erflUlt    Diese  winl  iich 

dann  so  Terallgemeineni  lassen,  dass  auch  den  Bedingungen. 

die  für  /=  0  gelt*-n,  K''iiügt  wird. 

Mau  setze  der  Kürze  wegen 


I  +  ae  ,E 


and 

(3)  !r  =  «sin(4i'«0' 

wo  tt  eine  Fonkoon  ron  x  und  y,  X  eine  Coostante  bezeichnet. 

aber  die   zu   vcrlugen   wii>  uns   vorbehalten.    Durch  [H]  wird 

der  Gtcicbong  (1)  genügt  wenWn,  wenn  m  folgende  Gleichung 

erfüllt: 

Dicee  Icaim  ersetzt  werden  durch  die  zwei  Gleichongea 


(5) 


Macht  man 

(6)  tt=  S+D,     i-=  S-  D, 

Bcp  folgen  für  ^^  und  D  die  Biffexentialgleichungen 


4*»* 


«.'  + 


Kun  Alhn  nun  an  die  Stolle  der  rechtvi-inkligoii  CoordinM^n 
Polarcoordinaten  r,  ^  ein;  datm  werden  die  li>t2ten  GU-iehungen: 

ö'S      lös  .     l  6'S 

I  S*2> 


4i*5=i  ;-  +  fi^  + 


Dieseo  wird  genUgt,  wenn  man 

{S  —  A> CCS  n  ti/ .  Xt 

setot,  wo  ri  und  B  villkürliche  Coastanten.  »  eine  ganze 
und  X  und  Y  zwei  Funktionen  ron  r  bezeichnen,  die  die  Glti- 
chuDgen 


(7) 


ciutir  claetücbeu  ävkeibe. 
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(6) 


(»0) 


erfiUlen.    Führt  man 

x  =  lr 

ein,  so  werden  diese  Gleichtmgen 
Particuläre  Integrale  derselben  sind: 

IJA..«\       l.w  +  l      1.2.B  +  1.H  +  2     1.2. 


,  1.8.8...«^       l.it+l^l.2.n+l.ii4-S     1.2.S.S-4-1.; 

und  andere  part,icu^e  Integrale: 


3ju-)-I.b4-X.n+S 


,«+2.«+ 8 


+etc. 


Xw 


^'"*/. 


y(")'=  yduf-    *** 


rt-iTW 


wo  j-« 


.„  eine  beliebige,  endliche  Grösse  bezeichnet.    Die  allgc- 
meinen  Integrale  der  Gleichungen  (9)  sind  also 

X=oX""  4-o'XW, 

Ana  den  tileichungen  (U)  geht  hervor,  dass  X'"''  und  X^"*" 
für  *  =  0  unondhch  werden;  wir  nehmen  an^  dass  die  Scheibe 
eine  ToIle,  keine  ringförmige  ist;  dann  mil^sen  für  c  =  0,  d.  h. 
für  j-  =  0,  n  und  v,  also  auch  X  uiid  T  endlich  bleiben,  und 
daher  müssen  a  und  (T  verscliwinden.  Die  Coiistanten  a  und 
ß  lassen  sich,  ohne  der  AJlgemeiidieit  zu  schaden.  ^  1  setzen, 
da  wir  in  die  G-leichuiigen  (7)  die  Constanteu  A  und  ß  ein- 
geftlhrt  haben,  und  daher  kann  man  statt  der  Gleichungen  (7) 
fichreibea: 
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(12) 


S=  A cos  n-\fi.X<*if 
Z>=  Bcosnifi.  3-i»>, 


WO  ^""  trnd  1^"'  die  durch  die  Gleidmngen  (10)  bestimmten 
Funktioneu  bedeuten.    leb  bemerke,  dasa   !'*">  die  Fuukti< 
ist,  iÜT  welche  Bessel  die  Bezeicbtiong 


eiogeiUirt  bat 

Wir  werden  jetzt  über  die  Constaiitcn  .4,  Ji,  k  sa  zu  ycfr 
fiigen  suchen,  dass  den  Gleichungen  (2)  geDügt  wird.  In 
diesen  Gleichvm^en  ist  der  Bogen  i  in  derjenigen  Richtung 
als  wachsend  anzusehen,  die  bei  den  Gleichungen  (11)  (^3) 
bezeichnet  ist.  Aus  der  dort  gemachten  Bestinunung  gebt 
her^'or,  tlass,  wenn  miui  i/'  in  deijenigen  Richtung  wachsen 
iSsst  und  den  AnlongEpunkt  von  s  so  wfihlt,  dass 

s  =  h>f 
wird,  wo  /  den  Bndius  der  Scheibe  bezeichnet, 

(f  =  MJ+  ISO* 
ist  Benutzt  man  dies,  so  nehmen  die  Gleichungen  (2)  durch 
Einführung  der  Folarcoonlinaten  r,  ip,  statt  der  rechtwinkligen, 
folgende  Gestalt  an: 


(18) 


l-f-20 

"i+o  & 


,    1  fir  ,    I  e*n\  ,    1     d 


0. 


Diese  (üeichuiigen  mhaxen  für  r  =  l,  fbr  alle  Wertbe  Tun 
erfüllt  werden,  und  lür  alle  Wertbe  von  t.  JSach  (3)  ml 
daher  auch  die  Gleichungen  bestehen,  welche  man  bu&  (13) 
findet,  wenn  man  man  n  statt  n-  schreibt.  Dii'KC  Gleichungen 
geben,  wenn  man  berücksichtigt,  da&s 

ist,  was  die  erst«  der  Gleichungen  (5)  aus&agt: 


*^*lf«" 


-^'^-0- 


Führt  man  hier  für  k  und  u  ihre  Werthe  ein,  die  sich  aus  (6) 


einer  eluti«ch«ii  Suheibe. 
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and  (12)  ergeben,  ersetzt  t  durch  ~,  «Irürkt  die  zweiten  Diffe- 

rciitial<iiiotienten  von  -f!"*  and  3^"*  mit  Hillfe  von  i9)  durch 
diese  Punktionen  selbst  und  ihre  ersten  Differentialquotienten 
aus  ujid  macht  i-ndlicb 

1+2» 


1+9 


Y* 


(14) 


so  (.Tgiobt  sich 

0=  ^[n'X<">— »(»2-  4y,S)  ^jl*} 

Diese  ßleichungen  sind  zu  erfÜlU-n  (llr  '■=/,  d.  b.  fllr 
s  =  Xi.  Hierzu  ist  nöthig,  da^a  ihre  Determinante  Terscli winde, 
da  A  und  B  nicht  »  0  sein  sollen.     E»  masH  also  fUr  .r=il/: 

(15)  0- 


8y  a».r*  J("' 


-(■»{»'— 1)1+16;'' x'll.rt«» 


+  87r* 


dl 


T*"' 


rf*    ; 


I     sein.    Bestimmt  man   ans   dieser  Gleichung  3.  und  aus  einer 
I     der  beiden  Gleichungen  (14)  das  Verbültniss  von  /(  und   ö, 
60  i»t  den  Bedinfciingen  (2)  genügt.     Wir  wollea  eine  Wurzel 
I     der  Gleichung  (15)  durch  K^  bezeichnen  uod 


(18) 


U..  =  Zc-){  («»-4,.«)  Y<-^-.^l^^^^j 


TC>{(fi«  +  4;'*a)Jf)— * 


wird  den  Gleicbungeo  (t)  und  [2)  durch 
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oder  auch  durcli 

(17)  w  =  |co8(4A;^arf)(^^co8iivJ  4-  A^siDHifj) 

geaUgt;  -wo  A,,,  B^,  C^^,  D^  willkftrliche  Constaoten 
zoichnen. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  (15)  otüier  untersuchen  und 
zuerst  die  rechte  Seite  derselben  in  eine  Reilie  entwickebi.  die 
nftch  positiven  Pot<'iizeti  von  r  fortschreitet.  Wii-  rnttwien  zu- 
nlclut  da«  Produkt  von  A''"*  3''"*  LUdeii.  HiiTbei  lässt  sich 
aber  die  direkte  Multi|ilikatioii  der  unendlichen  Beihen  (10) 
umgehen.  Man  kann  nämlich  durch  Benutzung  der  Difleren- 
tjalglciihungeu  (9),  denen  JT'*'  und  I'**'  genügen,  eine  Uneare 
Differenlialgleicliung  vierter  Ordnung  fiir  A"(»>   Ii"'  Budeo  und 

dieser  das  Produkt  bestimmen,  indem  man  auf  die  Form 


»US 


UUcksicht   nimmt. 
Mau  setze 


die   dasäelbe   augcuüchciuhch  haben   m^ 


//=A-<-'  r<-i 


und  bilde  durch  wiederholte  Differentiation  dieser  Gleichung 
die  Werthe  der  vier  ersten  Differetittalquotienten  von  //  oach 
X.  Daun  drücke  man  die  zweiten  tind  höheren  Differeutial- 
quotienten  von  ,1''"'  und  !"'■>  mit  Hiilfi-  von  (9)  durch  die« 
Ftmktionen  selbü^t  und  ihre  ersten  Differetttiiilqnotientcn  aas. 
Dadurch  erhält  man  fUnf  Gleichongen.  welche  //  und  deeaeo 
vier  eritto  Differeutialquotienten  angaben  als  lineare  homogene 
Funktionen  der  x\vx  Grössen 


1 


xw  i^-i,  j[wi^,  >-(-) 


dXM 


Die  erste  dieser  Htiif  Gleichuugeu  mtiltiplizire  man  mit  l, 
die  andern  der  Keilic  nach  mit  den  unbestimmten  Coi^fBcienten 
A,,  ,4,.  w4„  A^,  addire  alle  und  bestimme  diese  CoelKf-ieuten 
ao,  dass  in  der  Summe  die  Faktoren  jener  vier  Orftssen  vtr* 
schwinden;  dann  ergiebt  eich  identisch: 


(18) 


0 


Schreibt  man  die  Gleichungen,  durch  welche  die  iweilen 
und    hohem  Diffei-entialquotienteii   von  X'"'   und    i'<"   durch 


tSner  dwtiichcn  Sch«iba. 
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dies«  Gr&sscQ  sclb«t   Qod  deren  erste  DifF<?rentialquotientan 
ausgedrückt  werdeu,  tolgendt-'rmaQsen: 


Ä*' 


if« 


SO  ergehen  sich  för  die  Co5fSci9iiteii  A  die  Glekliutigpii: 

Substitairt  man  in  diese  Gleirlrnngeii  für  die  Grössen  n,  4  ihre 
Wcrthc,  die  eich  am  (9)  ergeben,  löst  dieselben  auf  und  setzt 
die  WertJie  to«  vi,,  A^,  A^,  A^,  die  man  findet,  in  die  Gleichung 
(18)r  SD  vird  diese: 

AoB  (10)  folgt  aber,  doss 


(19) 


sein  muss;  subHtimirt  man  diese  Seihe  in  die  eben  gefundene 
Differeiitinlgleichung.  sn  tiiiilet  sich 


5*=- 


Ä  = 


(-1)» 


1.2...J-.I1  +  l.ii+2...n+A.f(-}-  1.«  +2...n-f-2*' 
Um  die  Gleichung  (15)   zu   bilden,   sind  ferner  die  Au»- 
drttcke: 


X'"* 


dTi") 


J-Cv) 


rfX(-)     <i3:(»)rfrw 


ZU  entwickeln.    Wir  beuutzoii  lüerzu  die  folgenden  Gleichungen, 
die  identiscb  sind  in  Ktickeicbt  auf  die  Gleichungen  (9): 


26B 


Ueb«r  iIm  Gkichgewidit  und  di« 


e»' 


A'<")  r(M 


x<->  y<'>  + 


.rfrf») 


,d;r«i 


4n»  +  2(' 

rf*" 


'V  <!'  da    I        X     <x       ix 

Durch  AuflSsung  dieser  Gleichungen  erb&lt  man 


.rfroOdF««! 


=  j-t  -T  -  -r: -IT  "• 


Durch  Berücksichtigung  il«r  Gleichungen  (19)  und  (20)  werden 
dies«  drei  Grüsscn  der  Reihe  nach: 

iniTTiv/S'  M"  +  *)  {"  +  2*)  B»x**, 

Hiernach  wird  die  ölelchmig  (15),  wenn  man  den  Faktor  x'"** 

wfgliUst, 

(21)  0=(4y- !)«'(»- l)+2'*~*^'s^k'"' 

1 

WO 

£■»  =  _i,'(ii>_l)  +  4y(n  +  2*)(FH-2ji+l)(rt(rt-  I)-2*' 

+  4;'*  (»  +  *)), 
A/k=  1.2...j(.n  +  l.n+2...]i  +  jt-.ii-f-l,ii+2...ii+2i+l- 

Man  sieht,  dase  die  Gleichung  (21),  deren  Wurzeln,  durch 
t  dhridirt,  die  Werthe  sind,  die  fUr  >.„  gesetzt  wei-den  IcAuneo, 
nur  die  Potenzen  ron  x  enthält,  deren  £xponent6n  Vielfache 
Ton  4  tünd.  Ea  folgt  daraas,  dasii,  wenn  H  eine  ihrer  Wni- 
zek  ist,  auch  —IX.   IkV—l    und    —lky—\   ihre  Warsein 


einer  elutisc^vü  Scheibe. 
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sind.  Ich  vül  jetzt  DAchwctsen,  dasg  die  vierten  Poteuzen  aller 
Wurzeln  der  Gleichang  (21)  reell  und  positiv  sind;  daraus 
wird  dann  hervorgehen,  dass  unter  jwlw  Gruppe  von  vier 
Wurzeln,  wie  die  angegebene  deren  eine  ist,  sich  eine  reelle 
positive  "Wureel  hefindeti  musa.     Wie  schon   früher  bemerkt, 

i»t  6  eine  posifeive  Grösse;  e»  ist  aJso  y,  welches  =  j^,-^-  ge- 
setzt wurde,  grösser  als  1.  Hieraus  folgt,  das»  Ei,  immer  po- 
sitiv  ist,  dass  also  die  (ilieder  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(21]  abwechselnde  Zeiclien  liabou.  Hit-riiach  i»!  es  unmöglich, 
dass  die  vierte  Potenz  einer  Wurzel  dieser  Gleichung  n(^tiT 
sei.  Dasa  sie  auch  nicht  imaginär  sein  kann,  lässt  sich  auf 
folgende,  indirekte  Weise  dartlmn. 

Es  seien  il  und  tÜ  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (21). 
FOr  die  erste  derselben  sei  die  durcli  (16)  bestimmt«  Funktion 
t'«^  =  l/t  filr  die  zweite  =  U' :  dann  lässt  sicli  zeigen,  dass 

t 
(22)  [l* ->:*)]"  UÜrdr^O 

a 

ist.  Wir  wollen  es  als  bewiesen  atmehuten  und  wollen  zeigen, 
dass  dann  X*  nicht  imaginär  sein  kann.    Es  sei 

X=p  +  gV-\, 

Eine  andere  Wurzel  der  Gleichung  (21)  mnss  dann  (p—^V—l)i 
sein.    Wir  setzen 

l=p  -  yy-  1: 
dann  wird 

Die  Gletchong  (22)  wird  dann: 

r 

0 

Das  Her  vorkommende  Integral  kann  nicht  rerscliwinden,  da 
ee  eine  Summe  von  lautci-  positiven  Gri^saen  ist,  also  muss 

P9{p^-7'}  =  0 

sein;  und  dieses  irt  die  Bedingung  dafür,  dass  l*  reell  ist. 
Wir  wollen  nun  die  Kichtigkeit  der  Gleichung   (22)  er- 
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weisen.    Daraus,   dass  der  in  (17)  gegebene  Ausdruck  Air 
der  Qleichung  (1)  genügt,  folgt,  duss,  wenn  man 

setzt,  gleickzoitig 


4X'V 


(23) 


ist.    Daraus,   dasa   dei-sclbe  Ausdruck  filr  tr  die  Gleic 
(2)  oder  dit-  GKncliungen  (13).   wulcbe  dieselben  sind, 
folgt,  dasä  für  r  =  /, 


(24) 


t  1  +  4»  d  {d*U  ^  tdü      «•  «\      "'ß^       »  /r\ 
aeia  wird.    Die  Gleicbungen  (23)  lassen  sich  schreiben: 


i  +  » 


**'f^-''— i;^ 


r"K 


Durch  Substitution  des  Wertha  roa   1'  aus  der  ersten 
beiden  Gleichungen  in  die  zweite  erlüüt  man 


(25)        16;.'r-r— i/ 


1 


l     d 


Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  eine  Gleichung,  die 

dieser  erhält,  wenn  mau  IT  uud  Ä'  statt  17  und  i.  setzt.   Sdb- 

stituirt  man  den  Wertll  ron  iOÄ*  U  aus  (2&)  iii  das  Int^^ral 

\6l*JUU'rdr 

und  integrirt  riermal  partiell,  so  kommt  man  auf  das 
d      i      4    ,._,  d      1      d 


/' 


rrfrt/.r— ' 
uud  dieses  ist 


drri—ldr'^         drr*»~\  ir       ^  " 


Man  erhalt  auf  dem  angedeuteten  Wege  die  OleichuDfi 


einer  elwtischeu  Sdielbe. 
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-  a- 

i 


r»r 


\dr' 


r'iri 


Nan  lägst  sich  zeigen,  ilass  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  sowohl  fdr  r  =  0,  als  ftlr  r  =  i  rer- 
schwindet.  Dass  er  für  r  =  0  verschwindet,  ist  einzusehen, 
wenn  man  erwügt,  dass  Ü  und  U'  \on  der  Form 

er'  +  rir"+»  +  c„r'+*  +  ... 
sind.    Dm  zu  beweisen,  dass  er  iUr  r  =  ^  vcrschwind^rt,  wenden 
wir  die  Gleichungen   (24)  an.     Diese   lassen   sich  folgender* 
raassen  schreiben: 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  derer,  welche  aus  ibnen 
entstehen,  wenn  man  C"  statt  U  setzt,  drUcke  man  die  zuzeiten 
und  drittoo  Differeiitiiütju«tienteii  von  U  und  U',  iiuf  welche 
man  kommt,  wenn  man  die  in  (26)  angegebenen  Differentin- 
tionen  flusfübrt,  dui-ch  U  und  U'  selbst  und  ilu-e  ersten  Diffo- 
rentiaI(|UOti«riten  aus;  man  fiudet  dann,  dass  <lie  Glieder  auf 
der  rechten  Seite  von  (2ß)  sich  gegenseitig  aufheben.    Es  folgt 

idarang  die  Bichtigkeit  der  Gleichung  (22). 
Es  ist  bis  jptit  auf  die  Bedingungen   nicht  Rücksicht  ge- 
1     nonimen  wonien,  welche  die  Lösung  unserer  partiellen  Diflc- 
f     rcntialgleichuug  för  /  =  0  critÜlen  soU.     Wii-  werden  nun  die 

igefandcnc  Lösung  (17)  so  zu  veraUgemcinern  suchen,  dasä  auch 
diesen  Bedingungen  genügt  wei-den  kann.  Von  dem  Ausdrucke, 
der  in  (17)  =  tr  gesetzt  ist,  kann  mau  die  Summe  in  Beziehung 
auf  fA  und  in  Beziehung  auf  n  nehmen,  und  diese  Do]>pelsumm$ 
=  IC  setzen.  Bei  der  ersten  der  beiden  Summationen  kann 
nuu)  sich  darauf  beschränken,  die  reellen  positiven  Werthe  '/.„^ 
m  herückaichtigeD;  durch  die  Berücksichtigung  der  negativen 
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und  imagiDäroo  Wertbe  }.,„  gowinot  man  nichts  an  Allgemein- 
beit  d«;  Ausdrucks  von  m.';  denn:  ist  wiederum 

Ü,^=ü  fllr  i,^  =  X 
und 

80  ist  für  denselben  Wt-i-Üi  toq  t: 

ü=  V,  falls  >.  =  -  i' 

mid 

£;•=(_  ])-Hitr,  faUs  1  =  Ä'V-1. 

Wir  wollen  jutjct  unter 

•^iS»   '^»i»   '^»j?   ■••'An^i   ••• 

dio  positiven  reeüen  WurpId  der  Gleicliung  (21)  Terstehen. 
dieselben  itirer  Gr&sse  nach  so  geordnet,  dass  /ä«,  die  kleinst« 
ist,  und  wollen 

tl        0 

Ketzeu.  Di«  Constanten  A,  B,  C.  D  luttäseo  nun  so  bestinuni 
werden,  dass 

für  /  =  0.    IT  =  Fir,  ii>), 

wird,  wo  F  und  <D  zwei  gegebene  Funktionen  ron  r  und  v  be* 
deuten.  Aas  der  ersten  Bedingung  werden  sich  die  Wertbe 
der  Grössen  A,  B  ergeben,  aus  der  zweiten  die  Wertbe  der 
Qrösseri  C,  D;  und  Kwar  die«e  auf  ganz  Ähnliche  Weis«,  wie 
jene;  es  ist  also  hinreichend,  zu  zeigen,  wie  jene  gefimdei 
werden  können.    Die  erste  Bedingung  erfordert,  dasa 

F(f,w)  =  ^J>'(,'<,„C08nv  +  Ä.^siniiv)  ü^^ 
0     a 

werde.  Wir  stellen  uns  F{r,  v)  nach  den  Cosinus  und  Sinn* 
der  Vielfachen  von  ip  entwickelt  vor,  so  dass 

>>,  V)  =  F^  [r]  +  /■-  [r]  cos  v  +  F,  (r)co«2v  +  ■•■ 
+  F^\r) sin  V  +  ^,'W sin 2«»  + ... 
ist,  und  dann  diese  Entwickelung  für  /"(r,  y)  substituirt. 
zeigt  sich,  dasa 


(27) 


einer  daatitcbcu  tkbeib& 

D 
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sein  muss.  Die  Punktionen  F^{r)  und  ^„(r)  lassen  eich  als 
gegeben  betrachte»;  die  Beetlmmang  der  Urössen  A  und  li 
ist  »Iso  Hilf  <üe  Aufgabe  rcducirt,  eine  gegebene  Funktion  von 
r  nach  den  Funktioneu  f/^,,  t.^,,  t'«,.-..  zu  entwickeln. 
Vorausgesetzt,  dass  diese  Entwickelung  möglich  ist  kann  man 
die  CoBfficienten  derselboii  nüt  Hülfe  des  Satzes  finden,  der 
durch  die  Gleichung  (22)  ausgesproclien  wird.  Diese  Gleichung 
zeigt,  dass,  wenn  ft  und  ii'  zwei  verschiedene  /nlilen  sind, 
I 

o 

ist;  es  folgt  daher  aus  den  Gleichangen  (27): 
I  [ 

0  0 

I  ( 

Ifn^Ju^  UnM  rar  =//^,(r)  U.^rdr. 


4  6. 

Fnr  die  ^'orgloiclmng  der  Theorie  mit  der  Erfaln-ung  ist 
die  ITntersuchiing  den  Falles  wichtig,  in  welchem  die  Sohwiii- 
gungeo  der  Scheibe  von  der  Axt  sind,  dass  sie  einen  reinen 
Ton  erzeugen.  Die  Verhältais-«?  der  Scliwingungizahh'n  der 
verschifdcncn  Töne,  welclie  eine  8clteibe  geben  kann,  und  die 
KnotenhmeD;.  die  bei  jedem  einzelnen  vorhanden  sind,  bieten 
sich  hier  als  die  hauptsächlichsten  Vergleich imgapunkte  dar. 
Mit  diesem  Falle  wollen  wir  uns  jetzt  bescliÄftigen.  In  dem- 
selben iniua  w  durch  folgenden  Ausdnick  dargestellt  sein: 
(28)  w  =  {cos{4ii„a(}{Acoi)itf>-i-  BHinny)) 

Der  Ton  ist  durch  k^u  in  der  Ait  bestimmt,  dass  seine  Scbwin- 
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Ucbcr  iln«  Glciclig«mcbt  und  die  Bewegung 


giLiigsiutbl,  d.  h.  di«  Anzahl  der  eiofacliea  ächwmsnngeo,  dic_ 
in  der  Einheit  ilt-r  Zeit  vollfiUirt  -werden, 

ist.    Die  Knotenlinien  sind  tlifjcitigcii  Linien,  fßr  welc 
alle  Wtitihe    von   /,  ir  =  0  i&t;    sie    werden    daher  die 
entliiiltcii.  ttlr  welche  (;iitwudt.T  dir  Gleichung 

(29)  r„.  =  0 

erfllUt  wird,  öder  die  beiden  Gleichungen 

{A  cos  ntii  +  B  sinn  yf  =  Of 
('cos  H »(/  +  />  sin  rt  V  =  0 
hestehcn.  Die  Gleichung  (29)  liefert  gewisse  Werthe 
aU  Wurzeln.  So  viele  reelle  Wurzeln  sie  hat,  die  UeiDeraiU 
/  sind,  50  viclr,  mit  der  Peripherie  der  Scheil«  concentrisctc 
Kreise  werden  in  der  Klaugfigur  vorkommen;  die  Anzahl  omi 
GrrQssG  derselben  wird  allein  von  dem  Tone  abhängen  und 
unabhängig  sein  «oii  den  Wcrthc-n  dfr  CoSflicienten  A,  B,  C. 
D.  Die  Uleichungea  {30)  werden  für  keinen  Punkt 
wenn  nicht 

A'.B^C.D 

ist;   in   diesen  Falle   sind  jene  Kreise   die  einzigen  Ssioxt^ 
liiiien.    Besteilt  diese  Proportion,   so  geben  die  Gleichungen 
[30)  «  Werthe  ton  tf,  von  denen  je  zwei  aufeinanderfolgende 

um  —  unterschiedet!  sind;  dann  kommen  also  zu  jenen  KrdsHt 

n 

noch  n  Durcluneiiser  lü-t  Knotenlinicn  liinzu,  welche  die  Ptn- 
pheric  der  Scheibe  in  gleiche  Theile  theilen. 

Diese  allgemeinen  Besultat«  der  Theorie  sind  im  Weseirt- 
lichen  mit  der  Ei-falming  in  üebereinftünmung.  Der  Vorsuct 
zeigt,  daes  dii^  Knotenlinicn  aus  Kreisen  bestehen,  die  mit  Her 
Periplierie  der  Seheibe  conceiitrisch  sind,  und  aus  Durch- 
messern, die  diese  in  gleiche  Theile  theilen,  wenn  nun  tos 
gewis^n  Verzerrung:en  abneht^  die  diese  Linien  erleiden  und 
die,  wie  mir  ttcliptnt,  hauptsächlich  darin  ihren  Grund  haben, 
dass  die  Scheibe  nicht  vollkommen  frei  ist,  wie  die  Theorie 
sie  voranssetzt.  Der  Versuch  zeigt  aber  ancli,  ilass  bei  einem 
Tone,   bei  dem   zuweilen  Durchmesser  als  Kootenli 


fintn  eU>H>cIieii  Scheibe^ 
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kommt'D,  (iic  Dnrdimesser  zuwuiK'ii  lelileii.  Fehlen  sie.  so 
ordn^  sich  der  auf  die  Scheibe  gestreute  Sand  zwar  auch  in 
Durcliiufssern  au:  diese  bleiben  ab«r  nicht  fest  während  der 
Bewegung  der  Scheibe,  sondern  osc-üliren.  Wollte  mau  diesft 
interessante  Erscheinung  zu  erklären  versuchen,  so  mOsstemaai 
ilie  Bewegung  eines  SanOkortii-f*  verfolgen',  welches,  von  einer 
Stelle  der  Scheibe  fortgeschneilt,  auf  eine  andere  fallt,  und 
so  von  einer  Stelle  zur  andern  geschleudert  wird,  wähj-end  die 
Scheibe  selb^^t  die  diircli  die  äleicliung  [28)  uuHgedrlloktr  He- 
wegOQg  rolIAihrt.  Auf  diese  Betrachtung  'nill  ich  iiidessen 
hier  nicht  näher  eingehen. 

Chtadni  hat  durch  Versuche  gefunden,  dass  die  Schwin- 
gungssahlen  der  Töne,  die  in  i]in.'D  Klaogfiguren  dieselbe  An- 
zahl von  DnrclimesHem  haben,  (d.  h.  der  Töne,  die  demselben 
AVertho  von  n  ent-fprccheo)  mit  AuBnahmo  der  tieften,  sich 
nahe  wie  lüe  Quttdrate  aufeinanderfolgender,  gerader  oder  un- 
gerader Zohlpn  «erhalten,  je  naelidein  die  Zahl  der  Durch- 
meeser  gerade  oder  iiugeradp  ii^t.  leb  nill  jetzt  nachweisen, 
daSH  die  Theorie  dasselbe  G-e^tetz  lietert.  Es  geht  die»  aun 
einer  L'mfonuung  der  öleicliung  (21j  hervor. 

Für  die  Funktion  I'*'^,  die  durch  die  zweite  der  ülei- 
chmigen  (10)  bestimmt  ist,  hat  Poigson')  folgende  somicon- 
rergeute  Iteihe  entwickelt: 


^"^  =?l;;ii{t'=°^2"'- ''"'^^ 


(1.$)»     I         (1.3^.7]' 


1.2    063-]*     1.2.S.4     (ISa 
Auf  eine  ähnliche  Weise  fiadet  man 


Tüvn  folgt  aus  den  Gleichungen  (10) 


I.S.3    (l&F)* 


JT*+1)- 


jr<"+'>  ■ 


')  Jounui  de  t'Ecile  Folftvcbn.  cap.  19  pag.  349. 

Klrthboff,  CMMMDttU  AbhuaiODI^. 
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Ueber  du  GKrichgcwidtt  und  lUo 


Set^t  man  hier  n  =  U  and  wlwtitmi-t  füi  Y*"*,  y^>  die  ebeu 
gebeiien  Beiben,  so  erlililt  man  ZLluiHclie  Beihen  fttr  T*^\ 
aus  diesen  findet  man  wiederum  äUnliche  Reilien  ftlr  1**, 
IL  8.  £.    So  orgiobt  sjch: 


^  I.1.8.4  IK«) 

__  (1  — 4w')(fl-4»*lfW-4»i')      l 


r.+ 


1.2.9 


4«> 


1(9-40       1 


+ 


l.S 

(I— 4»^  (»-«■')(»— 4»»J 


+ 


J_ 

Die  erste  dieser  beiden  BeiheD  ist  in  einer  ein  wenig  andern 
Form  acbon  von  Hcrni  •Facübi  in  Schuhmachers  aatrunu- 
nuschen  N'acbricbteii  Bd.  28,  S.  94  aogegeben.  Substituiil 
QUUi  diese  WerÜie  von  l'''^  und  X*"'  iu  die  üleicbaug  (15;. 
wdiclu-  idculisch  mit  dur  Gleichung  (21)  ist,  so  kann  man  ans 
der  resoltirenden  Gleicbang  taug   (2«— |»n)   ausdiücken  als 

den  Quotienten  zweier  Beiben,  die  nach  den  Potenzen  itoqj^ 

fortschreiten.    Ks  ei-giebt  sich 


(31)         tang(2*— iHffl  = 


wo 

»  =  ;-(l-4»«)-8, 
(i-y(l-4n»)(9  — 4ii»)  +  48(l+4«»); 

S)  =  — j'jf(l— 4ii»)(9  — 4ii*)(]3— 4n»))+8(9+l36n»+80M•)■ 
Ist  7  gross,  so  kann  man  die  rechte  Seite  der  Gleicbuog  |S1) 
=  0  setzen;  dadurch  erhält  ma»,  als  Nftberungswerth«  der 
Warzoln  dereclboii.  die  Werthe,  welche  der  Aaadmok 

i«(a  +  2A) 


«iaer  elasttachoi  Scheiba 
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it,  TOQo  ftlr  h  ganze  Zahlen  gesetzt  v^i-dcn.  Es  folgt 
das  oben  au3g(>sprodit>iitt,  von  Cbladni  gefandenc 
3«8etK.  da  die  SchwiiigiuigszatileD  der  Töno  den  Quadraten 
der  Wuraelii  der  Glficliuiig  (31)  proportioual  sind.  Diese 
Gleichung  zeigt  ferner,  diiss  die  Proportionalität  der  Schmu- 
gongszahlen  mit  den  Quadraten  aofeiiianderfolgender  gerader 
oder  uugerader  Zaldeii  um  so  iiälier  Slatt  finden  wird,  je  liölier 
die  Töne  sind;  itnd  sii-  liefert  ein  Mittel,  auf  eine  bequeme 
Weise  alle  Töne,  die  zu  einem  Wertbe  von  n  gehören,  mit 
Au&uabnie  der  tiefsten,  mit  grosser  Gcimuigkeit  zu  bestimmeo. 
Was  die  Zahl  A  in  dem  Näherungswertlie  von  11^  aabetriffk, 
so  Ksigt  die  numi-risclie  Rechnung,  dass  äß  =i  pt  ist;  so  dass 
alao  ilmit  ^  grosse  Weitbc  vou  «  nabpzu  =»  \7[{n-i-2(i)  bt; 
ein  Resultat  vrelcbea  in  Tollkonimner  Uebereinatinuuuug  mit 
den  Beobachtungen  von  Cliladni  ist. 

Dm  die  tiefsten  Töne  fUr  einen  Wcrth  von  «  au  ermittcin, 
mosB  muL  die  kleiasteii  Wurzeln  der  Gleichung  (21]  borechnen. 
Diese  Gleichung  Icann  man  auf  die  Fwnn 

bnngL'ii,  indem  mau  sie  ftU'  »  ^  0  imd  n  =  1  durch  x*  diiidirt 
Die  Recbnung  giebt  folgende  Wertlie  von  log  A^,  log  A^, . ..: 

f&T  9  =  ^  aUo  y  =  J  (nach  Poisson) : 


'og-^i 
log^ 

losA 

log'*» 

log^ 
log^ 
log  .4, 


0,ftd4  2079 
2,53ä  ]  132 
5,097  3650 
8,149  924 

11,5634 

15^3 


U34S0266 
3,588  0591 
G,40Ö  5347 
9.G55078 

13,249  6 

17,130 

2M 


0,285  0703 
2,0ßl  5798 
4.5S8  9514 
7,6208431 

11,040  582 

14,776  04 

18,7780 

23,01 


0.973  3073 
8,105  2465 
5,888  2055 
9,083  199 

12,653  148 

16,516  13 

20,(3290 

24,96 

29,48 

18« 
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lieber  ilu  OkHQnDl  uad  die  Bewqmif           ^^H 

filr  d=  1, 

also  7  =  1  (nach  Wertheim):        ^^B 

n  =  0 

pi=I 

11  =  2 

.-.■ 

log-*, 

0,681 2413 

I.3Ö2182C 

0.224  2632 

0,93930» 

log^ 

2^568026 

3.594  Ü911 

2.018  9332 

3,006  4444 

log  .4, 

5,1204304 

6,413  ß351 

4.M62236 

5,827  0058 

logj, 

8,174  058 

9,64)3  (GS 

7,578  3037 

9,042  324 

HA 

11.U083 

13,'>578 

10.998263 

12,612  03U 

log  ,4, 

15^ 

17,138 

14,73392 

10,474  931 

lü^Aj 

21,3 

18,736 

20,587  7   1 

log  .4, 

22,97 

24,92        1 

log^ 

29,44        1 

Hieraus 

gehen  folgende  Wcrtbe  von 

^H 

»og(A-«/) 

1 

^H 

herror: 

fOr  e  =  { 

fl 

« 

11  =  0 

M=    1 

.1  =  2 

«  =  3       1 

0 

— 



0,278  37 

1,00651       1 

1 

O.ttSS  67 

1,41553 

1,891 17 

2,24693       1 

2 

1,96308 

2,34829 

nir  0  =  1 

, 

J 

0 

— 

— 

023688 

0,970  H^l 

1 

0,71 1 08 

1,420  12 

1.88997 

2(24298       1 

2  1.96712  2.35022 
In  der  fülgundeii  TiitV'l  Hiiid  dio Tonrertutltnisse,  weldie  Chladni 
gefhnden  hui,  zusammengestellt  mit  deneQ.  welche  die  Kecluiong 
giebt  Es  äintl  die  TOae  angegobeu,  welche  eüic  Scheibe 
geben  kanu^  deruo  tiefster  Tod  C  ist.  In  den  mit  CA.  ßli«f- 
schriebenon  Coluiniien  Buden  aicb  die  Töne,  welche  ChUdni 
beobachtet  hat,  in  den  mit  P.  abersclihebeuen  die,  welche  die 
Bechnang  unter  der  Voraussetzung  fl  =  |,  in  dcD  mit  II'.  Bber- 
schriebenen  die,  welche  die  Hechnung  unter  der  VorausKtzniig 
0=1  gelierert  bat.    Die  Angaben  beziehen  sich  nllo  äul  dd« 


euer  «iWtiaoliiMi  ScbcilH- 
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gleiclischwcbendü  Temperatur.  ^1  Jeder  bereclmete  Tod  ist 
durch  den  üim  zuiiäclii^t  licgüiidru  Ton  der  Snaic  bciteichnet, 
dem  ein  +  oder  —  bcig&fägt  ist,  je  oacfadem  jener  etwas 
höher  oder  tiefer  als  dieser  war. 


f 

A  =  0 

n=  1 

n  =  2 

n  =  a 

ca.  1  p. 

W. 

CL 

P. 

w. 

a. 

P.   \  W. 

ca.     p.  1  »: 

0 

_  1  _ 

— 

— 

— 

C 

c  1  c 

d      .äi*  —  idw  — 

l 

Git   Sil  + 

A  + 
64- 

T + 

7* 

c  — 

9 

^*+    0  — 

1 

Es  Mlgen  sich  hier  nicht  unerhebliche  Abweichoiigen  der  hö- 
obachteten  Tön»  von  den  durch  dii-  lieidfti  Rächiituigen  er* 
nuttelton.  Die  beohachtetpD  Töne  stinimeu  mit  den  aus  der 
PoissoD'achen  Annahme  (Ö  =  J)  t-niiiltehen  etwas  besser 
tthcrcin,  als  mit  den  aus  der  Wcrtheim'schen  Annahme 
(fl  =  l)  berechneten:  doch  ist  die  Ahweiehiing  bei  jenen  zu 
gross,  als  doNs  hii-rau^s  uiu  Si-hluss  gegen  diese  Annahme  ge- 
zogen Verden  könnt«. 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Yergleichuiig  einiger  numerischer 
Besultate,  welche  die  Theorie  in  Uezug  auf  die  Knotenlinien 
giebt,  mit  den  entsprechenden  Ke^^ultaten  der  Beobachtung. 
Hr.  Professor  Strohlke  bat  die  Gütt-  gehabt,  mir  die  Ergtb- 
oi&se  einiger  Messungen  von  ausgezeichneter  Genauigkeit  mit- 
ztithetlen,  die  er  an  zwei  h-eisförmißen  Glasscheiben  angestellt 
hat.  Diese  Scheiben  waren  mit  derselben  Sorgfalt  gearheitet, 
wie  die  quadratischen  Scheiben,  an  denen  er  die  Messungen 
angestellt  hat.  die  von  ihm  in  D  ovo 's  Rcpertorium  Bd.  HI. 
8.  113  bekannt  gemacht  sind;  die  eine  von  ihnen  hatte  migo- 
ffihr  6  Zoll  Durchmeswr  und  1  Lini«  Dicke,  die  andere  7  Zoll 
Durchmesser  und  1,1  Linie  Dicke.  Zum  Beweise  der  Voll- 
kommenheit der  Scheiht'U  und  der  Genauigkeit  der  Me^rsungs- 
methode  kann  die  Kleinheit  iler  Unterschiede  der  folgeudeu 
Zahli»!  dienen,  die  durch  Messung  verschiedener  Durchmesser 


1)  Chtadni  Mgt  snu  nicht  «ludrilcküdi  hi  tieincr  Akiutik,  aus 
w«lelier  seina  Aofcabt-n  (^i-numint-ii  «iml,  diUK  dieHi'lbeii  sich  auf  die 
glekliBchwvbcDde  Tempcrutur  hcziehuu;  dvcli  Hchciiil  es  auzweifcHinft, 
tlui  ileiii  K>  bt. 
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Ucber  das  GleichgewkhL  und  die  Bew«guug  etc. 


des  Kaotenkr«isea  obie  Knoteodurclimes&er  auf  ein«! 


gefeinden  wurdciL 

Erst«  Seite. 

Kehrseite  derselben  Scheibe. 

24'-.4l5 

24S42 

43 

44 

44 

425 

A26 

43 

406 

415 

Mittel    24S423  24'-.426 

Eben  so  regelmässig  al»  diese  Scheibe,  welche  mit  I  bczeiä- 
uet  werden  mag,  zeigte  sieb  die  andere  TxölUge,  welche  EI  (ct- 
uiuuit  werdon  boU.  Ich  will  die  "Werthe  der  Radien  der 
Knotenkrtise,  welche  diese  beiden  Scheiben  ergeben  bähen, 
zusammenstelien  mit  den  Werthen,  welche  die  Rechnung  hä 
der  Poisson'scben  oder  der  Wurtheim'sclien  Annahme  ran 
e  giebt 


Beobachtung 


n 


Rechnung 


P. 


IT, 


/.  0,8702 

/.  0,7811 


/.  0,6782 

/.  0,7802 


/.  0,88062 

l.  0,78196 


l.O,e794V 

t, 0,1906» 


Den  Radios  des  Kuotcnkieises.  der  dem  Tone  (n  =>  0,  ft 
entepriclit,  hat  anch  Savart  gemessen;  er  fand  bei  dnn 
Bchiedenen  Scheiben  die  folgende»  Wt^rthe: 

;. 0,6819,    /. 0,6798,    /. 0,6812. 

Die«c  Angaben  tbeilt  Foiäson  bei  Gelegenheit  seiner  Unter- 
sncbungen  Ober  die  Schwingungen  einer  kreisförmigeD  Platte 
in  der  oben  citirten  Abliandhing  mit.  Foiäson  hat  dort 
den  Fall  n  —  i)  und  unter  der  Annahme  tt  =  ^  die  tieftr 
Tüne  und  die  eu  diesen  gehörigen  Knoteukretse  berechneL 

Die  aus  der  Wertheim'scbeu  Anoabme  abj;eleitcten  ß^ 
sultttte  weichen  Ton  den  auü  der  PoisBOQ*scheu  abgeleiteten 
nur  wenig  ab;  mit  den  Strehlke'scbeo  Beobachtungen  stiiii- 
men  jeue   noch  besser  Ubereia,  als  diese.    Wie  mir  schein 
Erhebt  diesi's  aber  nicht  gegen  die  Poisson'sche  Annobc 
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denn  eine  rotlkommene  Uabitreinstiininung  zwischen  der  Theorie 
nod  dem  Versucbe  darf  man  nicht  erwarten,  weil  di«  dem 
Versuche  untcrworfoiwn  Scheiben  nicht  die  EigeuscLafteD  in 
aller  Strenge  besitzen,  welche  in  der  Theorie  ünicn  btiigclegb 
werden. 

Hon-  Strvltllcc  hat,  ausser  den  angeführten,  ntir  noch 
die  Beäultatö  einigf^r  Anderer  Messungen  mitgeUieiit,  die  von 
ihm  an  weniger  ToUbommenen  Scheiben  angestellt  sind.  Ich 
lasse  dieselben  folgen,  ungleich  mit  den  entsprechenden  Zahlen, 
welche  die  Kechnung  unter  der  Annahme  #  =  J  und  unter  der 
Ämwhiae  0=  \  gegeben  hat 

Radien  der  Knotenkreise. 


Rechnung 

Beobachtung 

tf^l    j    0=1 

RS 

=  1, 

ö  = 

=  1 

0,761 

0,783 

0.781 

0,783 

0,78136  1  0,78088 

n= 

=2, 

f^ 

=  1 

0,79 

0,81 

032 

0,02194 

0,82274 

»= 

=  3. 

h  = 

=  1 

0.838 

0,84S 

0.84r>23 

0,84681 

M  = 

=  1, 

f^ 

=  2 

0,488 
0,869 

0,492 
0,868 

0.49774 
0,87057 

0,49715 
0,87015 

Der  Rftdius  der  Scheibe  ist  lüerbei   =  1  geKctzt 


Heber  die  Sphwingnngen  einer  kreisförmigen 
elastischen  Scheibe. ') 

Die  Entdeclcnng  Chladni*8,  die  Ruhelinien  «ner  ^chwin- 
gendm  Scheibe  durch  aufgestreuten  Sand  sichtbar  zu  machen, 
leitete  auch  die  Aufint-rksamkcit  der  Mathematiker  auf  das 
Problem  der  scbwingenden  Scheiben.  Frl.  Sophie  Germain 
hat  das  Verdienst,  zuei-st  einen  Vt-rsuch  zur  Lösniig  des  Pro- 
blema  gemacht  zu  haben;  au»  einer  Hypothese,  die  sie  über  die 
Ki&fte  ersonnen  Jiatte.  mit  der  eine  elastische  Platt«  Form- 
rerftnderungen    widerstrebt,    entwickelte    sie,    unterstutzt  von 


1)  Pogg.  Am.  ßd.  Sl.  tfOü. 
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Lagrniigo,  die  DifTorential^leidiiingeii  Atr  die  Schwingung 
einer  solchen.  Sie  war  im  Stande  diese  Gleirbungen  Air  deD 
Fall  einer  rechteckigen  Sclicibe  zu  integrireo,  uiid  erhielt  b 
Bu^L-hting  auf  die  H&be  der  Töne  and  die  Knutculieti,  die 
diese  begleiten,  Kesultate,  die  mit  ihren  B«;obachtungea  io 
CebemiiatimuiuDf;  wureii.  Diese  Ucbcreinatiminaag  kaiui  in- 
dessen nui'  üU  eine  /ufdllige  angesehen  werden;  jene  Difieno* 
tialgleichnngcn  sind  nicht  die  richtigen;  denn  es  l&sst  st^ 
nachweisen,  dass  sie  einen  Widerspruch  gegen  ^cb  selbtt  in 
sich  tragen.  Die  Schuld  hiervon  fUUt  auf  die  Hypothese, 
der  Frl.  Germain  auägegaiigen  ist. 

Auf  einer   festeren  Grundlage   hat.  Poissnn    eine  zwei 
Theorie  der  Scbwinguugou  eioor  ScJieibo  aufgebaut.    Die 
gemeinen  Gleiohung<-u    Itlr   das  Gleichgewicht   und    die  Bei 
gang  eines  beliebig  gestalteten  elastischen  Köi-pers  wni'ciid 
JJavier  und   durch  Um  aufgyatellt;  aus  diesen  leitete  er 
niiuprecbciideii  Gleichungen  für  den  Fall  ab,  das»  der  Ktl 
eine  selir  dUune  Platte  ist.    Diese  Gieichnngen  hat  er  integrirt 
unter  der  Annahme,  dass  die  Platte  eijie  kreiafSnulge  iat,  im^^ 
80   schwingt   dass   alle  Pankte,    die   gleich    weit    vom    Mitt«i^^ 
punkte  abstehen,  sich  immer  in  demselben  Schwingungszustandc 
befinden.    Kr  fand,   diuis   eine   solche  Platte   unendlich  vids 
Töne  geben  kann,  von  denen  der  tiefet«  Ton  ron  l.  der 
von  2,  der  diitte  von  B  Kiiotenkreiäeu  etc.  begleitet  wird; 
berechnete  die  Radien  der  Knoten  kreise,   die   zu  den 
tiefsten  Tönen  gehören,  und  luiid  yiue  gute  Vebereinstimmi 
mit  den  Werthen,  die  Savart  durch  Messung  dieser  Radien 
erhalten  hatte. 

Aber  auch  die  PoissonVhe  Theorie  der  Schwingungea 
einer  Platte  bedurfte  einer  Berichtigung.    Icli  habe  nachge- 
wiesen, das:«  den  dreiGretLEbedinguugen,  die  Poisson  entwickt 
hat,   im  AUgemeiufU   nicht  gleichzeitig  geaUgt  werden 
und  habe  zwei  Gn*n:(bcdiiigung<-n  entwickelt,  die  au  die 
jener  zu  setxon  und.    Hiernach  hatte  es  keine  Schwierig 
die  Schwingungen   einer  kreisförmigen  Platte  im  allgei 
Falle  durch  die  Rcdinung   zu   verfolgen.     Nach  diT  Tb 
Poisson'a  war  dieses  nicht  möglich,  da  lüer  sich  schon  der 
Widersprach  seiner  drei  Greuzbedingungen  zeigt,  wiÜLreitd 
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dem  von  ihm  öebandeltea  speciellen  Falle  dieaan  gleictuKitig 
genUgt  werden  kann,  und  dicsellie»  gk'ieiibedeutcnd  lajnd  mit 
den  beiden  von  mir  aufK(*KleIlti-n. 

Bevor  ich  die  Resultate  meiner  Recliiiiuig  angebe,  niutss  ich 
SaügBDde  Bemerkung  voraiiS(!bickeii.  In  den  Gleicbungeii.  dio 
sich  auf  das  Gleicligewicfit  und  die  Bewegung  eines  beliebig 
gestalteten  plasliachen  Köqiej-s  beziehen,  koninit  eine  Grösse 
vor,  die  icli  fi  nennen  will,  fiir  ilie  bisbcr,  den  theoretischen 
BptTachttmgenPoia&ou's  und  den  Beobachtungen  vonCagiiiard- 
Latour  gemäss,  der  "Wertb  J  angenommen  wurden  int,  '  Hr. 
Wertbeim  hat  aus  tncincn  Versuchen  aiil  c'mvn  nndern  Werth 
TOn  0  ächliesscn  zu  müssen  geglaubt,  uämJicb  auf  den  Werth 
0  =  1.  Da  die  Grösse  0  auch  in  den  Gleichungen  vorkonmit, 
die  sich  aul'  die  Sch^^'iILguugen  einer  Pkttc-  beziehen,  bo  habe 
ich  die  H«chDUiig  in  Beziehung  auf  die  Tödc  und  die  Knotcn- 
linien  einer  Kreisseheibe  fili-  beide  Wertho  von  ti  angestellt. 
Es  zeigte  sieli,  daes  der  Xlnterseliicd  beider  Kecluiungoii  immer 
nicht  erheblich  und  ilpsto  kleiner  miHf^lll,  je  höher  der  Ton 
ist.  Ich  begnflgte  mich  daher  filr  dip  höheren  Töne  die 
Rechnung  allein  unter  der  älteren  Annahme  fQr  0  durchzu- 
fOhren. 

I>io  KnoteiJinion,  die  zu  irgend  einem  Tone  der  Kreis- 
Bcheibe  gehören,  bestellen  drr  Thi.ijrie  gcmiss,  welches  auch 
der  Wertb  von  Q  sei,  aus  Kreisen,  die  concentiisch  sind  mit 
der  Peripherie  der  Scheibe,  und  Durchmessern,  die  dieselbe 
in  gleiche  Theilc  thnilen.  Einen  jeden  Ton  kiuin  man  cliantk- 
terisinm  durch  die  Zahl  der  Durclimesser  imd  die  der  Kreise, 
die  in  der  rugehftngen  Knotentigur  sich  finden.  Es  bezeii:hne 
n  die  Anzahl  der  Durchnieüner,  fi  <he  der  Kreise;  dann  wenlen 
neb  die  Schiringungszahlen  der  Töne,  welche  eine  und  dieselbe 
Scheibe  geb«nkawi,  ordnen  lassen  in  eine  Tafel  mit  doppeltom 
Eingänge,  mit  einem  in  Bezic-hungauf  nund  einem  in  Beziehung 
auf  p.  Die  Höhe  der  Töne,  die  eine  Sc^beibe  liefert,  is*t  alt- 
hängig  von  ihrer  Grösse.  Dicke  oiid  Uirom  Stoffe;  jedoch  sind 
die  Inter\'alle  zwitiolieii  zwei  entspi'echenden  Tönen  vi»n  diesen 
Bedingungen  unabhiiiigiK  und  bei  allen  Krei^^nchmbeu  die  näni* 
liehen.  Die  beiden  folgenden  Tafeln  enthalten  diese  InteiTalle; 
die  erst«  ist  unter  der  Annahme  ö  =  |,  die  zweite  unter  der 


2fö    Vebtt  die  Üdnnaemgm  cfav  knäfUnoigeB 


Scbciki- 


Aonahnie  d  =  1  berechnet;  in  jeder  ist  die  Amahl  der  Scbrö- 
gUDgen  ftiigeigebeD,  die  bei  den  einzelneD  Tönen  in  der  Ztil 
ToUftUut  werden,  in  der  bei  dem  Gnmdtor  der  Scbeib»  eni 
Schwingung  gcsdüehL  Der  Gnuultou  ist  derjenige  Ton,  deaMi 
Knotenfigor  ma  zwei  auf  einaader  senkrecbten  PhhIiiiii— <ri 
besteht. 

ö  =  i. 
fi     B^O.      n=il.     11  =  3.      11=3.      n  =  4.      ■■  =  &. 

0  1,0000    2.3124    4.0485     6,1982 

1  1.6131     3.7032    6.4033    9.6445  13.3937  17,8304 

2  6,9559  10,8383  15,3052  20,3249 

3  15,1)031. 

Ö  =  I. 
u     n  =  0.      R  =  I.       n  =  2.      «=3. 

0  1.0000     2..3274 

1  1,7284    3,9072    6,7111  10,0762 

2  7,3344  11,4008. 

Chladni  bat  in  seiner  Akustik  Beobachtungen  idier 
TSne  einer  kreiai&ruiigen  Schcibi.!  mitgetlitill;  sus  diesen 
gaben  sich  die  folgenden  Schwingung&zahlen: 


M 

n=a 

»  =  ]. 

I,  =  2.      a  =  3. 

ft  — 4.     hbSl 

0 

1 

2 
3 

1,Ö 
6.4  + 
14.3.. .15,1. 

3,6 

to,i 

1,0      -2,2 
6,0       9,0...  9,5 
14,3     19,0 

4.0      6,0...W 
12,7     17AJ      _ 

Daa  hinTiigefbgie  Zeichen  +  dentet  hier  sn,  das 
U-obachtt^'t^'  Toti  etwas  höber  war.  Die  beobachteten  Tovi 
bältiüä&e  stimmen  etwas  bes.ser  mit  denjenigen  Qbereixi,  dir 
unter  der  Aiiiiahinr  0  =  {  b«-rcchnet  sind,  als  mit  deq}enigeik 
die  sich  bei  dvr  Annahme  0  =  \  ergeben  haben;  indeasen 
zu  hoffen,  dass  genauere  Bcubaclitnngen  äet  Tüdd  auf 
bestimmte  Weise  ALr  diä  eine  oder  die  andere  dieser 
sprechen  werden. 

In  Beziehung  auf  die  TonverfalÜtoissie   bemerke   ich 
noch  Fotgi-odrs.     Wie  die  Scbwingungszahlen   der  TSne.  die 
ein  frei  schwingender  Stab  gehen  kann,  sich  immer  mehr  aad 
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nii'hr  don  QuiulraLon  der  ungcrndcn  Zahlen  lühcm,  je  höher 
die  Tfue  werden;  so  nähern  sich  auch  die  SchvringDii(;8sahleu 
der  höheren  Töne  der  kreieiömiiROn  Scheibe  den  Quaxhateo 
gewisser  Zahlen,  n&mhcii  den  Quadraten  von  m  +  2u.  Diese 
Tbatsacbe  hat  schon  Chladni  durch  Beobachtungen  festge- 
stellt; und  die  Theorie  bestätigt  sie,  welchen  Werth  miui  auch 
fUr  0  annehme. 

Um  mit  Hülfe  der  bisherigen  Angaben  die  absolute  Höhe 
der  Töne  einer  Kreis&cheibe  berechnen  z«  können,  ist  es  noch 
nöthig  di©  Bestimmung  für  die  Höhe  dos  Gniiidtones  liier  her- 
zusetzen. Dieser  iKt  von  den  Dimt-ii.-^ionen  und  dem  SloflTe  der 
Scheibe  abfa^gig;  bezeichnet  l  ihren  Radius,  i  ihi-e  halbe 
Dicke,  g  deu  Elasticitättco^fädeiiteu  und  g  die  DiciiUgkeit 
ihres  Stoffes,  so  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  Scliwingungen, 
die  in  der  Zeiteinheit  bei  dem  (rrundton  TolUtihrt  werden: 

bd  der  Ännalime  Ö  =  l:  ^|/^  1,04604, 

und  bei  der  Annohme  t)=l:  ^l/T  1,02357. 

Darcb  Beobai'htung  ist  diese  Grösse,  goriel  mir  bekannt,  bis- 
her nicht  f-rrailtelt  worden. 

Ich  komme  jetxt  zur  Augabe  der  Werthe  der  Badien  der 
EnotenkreiäC,  die  za  den  vei*schiedenen  Tönen  gfhöreii,  wie 
sie  dir  JRcehnang  unter  den  beiden  Annidaaen  ftlr  0  und  wie 
die  Beobachtung  sie  geliefert  liui.  Die  Anordnung  der  fol- 
genden Tafeln,  in  dciuMi  diene  Wcrlbe  enthalten  sind,  ist  ent- 
sprechend der  Anordnung  in  den  Tafeln  für  die  Höhe  der 
Töne;  der  Kadius  der  Scheibe  ist  =  l  gesetzt. 


/» 

n=0. 

a  =  1.        fl  =  2. 

a=3. 

B  =  4.        »  =  5. 

t    0.68063 

0,78136    0,82194 

0,84523 

0,86005    0,87256 

(  aSftlöl 
»  0.842OO 

0,49774    0,56043 

0,60365 

0,87057    0,88747 

0,89894 

0.25670 

2 

0„=>9U7 
0,89381. 
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ff      N=0.        n  =  I.         «  =  2.         n=3. 

1     0,07941     ÜJ8U88     0,8227-1    0,84681 

„I  0.49715 

'^i  U.87015. 

Die-  Boohachtiiiigen.  deren  Resultate  nun  folgen,  sind 

Hi'ti.  Strchlkc    angeäteUt,   der   die  Gute  gehabt  Imt,  sie 

iiiitzutlicilcu.    Hr.  Strchlko   hat  seine  Messungen   an  secbt 

sebi'  sorgfaltig  gearbeiteten  Scheiben  aufgeführt,  die  durch  L 

n,  in.  XV.  V,  VI  bezeichnet  werden  soUca;  die  vier  ersten 

waren  von  Glas,   die   beiden   letzten   von  Metall;  Dicko  und 

Durcbniet^ser  der  Seheiben  waren,  mich  Pariser  Maas,  ans^ 

Hüir  die  folgt'ndcn; 

Dicke. 
Scheibe  I  I     Linie 

..       II  1,1     ., 

:   1?     I   : 
.  "   VI      I    ;: 

Die  ati  diesen  Scheiben  gemessenen  Badien  der  Knotenkrei.« 
waren  in  Theilen  des  XlAdiu:«  der  Scheibe  ausgedrückt: 

Scheibe  I. 


1 


«  =  0. 
0,6792 

11  =  0. 
03782 

«=0. 
0,6780 

0,3915 
.  0,ä-IH 


;i     n  =  0. 
1     0,6770 

9  f  0,3911 

^\o.s4n 

10,2575 
0,59*.' 1 
0,8954 


19=1. 

0,7811. 

a=  1. 
0,7802. 

n  =  l. 

0,7800 
0.4977 
0,8697 

it  =  l. 
0.7792 
0.4971 
0.8698 


Scheibe  IL 

Scheibe  IIL 
n  =  2.      «  =  3.     »  =  4. 
0,8210    0,8447     0,8t(0l 
0,.'J60ö     0,«038 
0,8867    0,8981. 

Scheibe  IV. 
R=2.      11  =  3.      n  —  4. 

0.8205  0.844%  0,8601 
Ü,ö(i0«  0.6043 
0.8870  0,8Ö83 


N=5. 

0,Ö717. 
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Scheibe  \. 

U         «  =  0.        B  =  l. 

1     0,678 1     0,7796 

Scheibe  VI. 
fi      n=0.      »  =  !.      it  =  2. 
l     0,6783     0,7802     0,8213. 

Die  an  tlen  verschiedenen  Sclieibpn  erhaltenen  Resultate 
stimm«»  auf  eine  ausgt?;:eicluiele  Wei^e  unter  einäiuKT  üher- 
ein  nnd  mit  den  Resultaten  der  Rochnung,  sowolil  derjenigen, 
die  unter  der  Äniialime  Ö  =  j,  als  derjenigen,  die  luiter  der 
Annahme  0  =  \  angestellt  i^^t  PUr  die  eine  oder  die  andere 
dieser  Ajuiahmen  entscheiden  die  Messungen  der  Radicu  der 
Kuotenkreiae  nicht,  da  der  Unterschied  der  AVertlie,  die  die 
Rechnung  bei  beiden  ergicbt,  ein  zu  geringer  ist. 


Vfber  das  Gleich  gewicht  nud  dif  Bene^niig  eines 
nneadlieh  dilnueu  ela^tischeu  Stabes. ') 

Poiaaon  hsX  m  seinem  Trait6  de  möcanique  eijie  Theorie 

der  endlichen  Formänderungen    entwickelt,   die  ein    unendlich 

dünner,  uraprüngUeh  gerader  oder  krummer,    elastischer  Stab 

durch  Kräfte,  die  tlieiU  auf  sein  Inneres,  tbeila  auf  »eine  Enden 

^^ndBBDf  erfiUirt.    De  Saint-Venant  tuit  jcdorh  nacligeisie»en, 

j^^^Fdie  Voraussetzungen,  tod   denen  Poisson  dort  nu^ge- 

gftogcn  ist,  theilweisc  unrichtig  sind,  und  bat  nun  ersten  Male 

die  Torsion  und  Biogung  eines  unendlicb   dünneu  Stabes  von 

beliebigeni  Quer-icbnitt.  von  den  Grandgleicbuiigeii  dor  Theorie 

der  Elostieitilt  ausgehend,  mit  Strenge  untersucht.    De  Saint- 

Venaut   hat  dabei   nber  nui-  den  Fall   bohaudclt,   daes   der 

Stab   ursprilnghch  cjUnibisch    ist,    dass   die   Formänderungen 

unendlich    klein   sind,    lutd    dass    die    Axe  des   Stabes    eine 

Äie    der    ElaÄticität    i»!t.     In    der    vorliegeuden    Äbhaiidlnng 

unteranche  ieb,  von  den  Gleichungen   der  Theorie  der  £la9ti- 


1)  Borcfaudfa  Jgiunal  Bd.  M.    I8fiB. 
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cität  aoägehend,  die  Formäiideruiigen  eines  uneiKllicti 
Stibew  von  überall  gleichem  Querscbuitt  ohne  diese  beschrftQ- 
kendeii  Annahmen. 

Iii  dem  «r8ton  Faragrapheu  stelle  ich  UWr  die  GtUnd- 
gleicbuiigeii  der  Thi>onp  der  Elasticität  gevisse  Betrachtungen 
au,  welch«  die  Anwendung  dprselbt'ti  auf  den  Fall  einM  ud- 
eiidlich  dttimeu  Stabes  vurbcreLteu;  im  ^.  2  wird  diese  An- 
wendung in  ihrer  AllgetUHinhuit,  in  Bt>ziehung  auf  das  Gieich* 
gewicht  und  diu  Bewegung,  gemacht;  ^  3  bdiaodelt  das 
Gleichgewicht  eine»  iirs|)rUiiglich  cyliudiiscben  Stabes,  der 
dui'ch  Ki-äfte,  die  iiiif  die  Enden  wirken,  eine  endliche  Form* 
äiiderong  erlitten  liat;  ea  ergiebt  sich  hier,  dass  die  Aufgabe, 
die  G<---^luit  des  Stube»  /u  bLüttiiniiieii.  auf  dicselU'H  DifferCQ* 
tinlgleicbuugen  fUhrt,  wie-  dii«  IVoblem  der  ßotatiou  eines 
scliwereu  Körpci-s  um  eineu  festen  Pmdct ;  im  §.  4  endlich  oit- 
wickle  ich  ein  Beispiel  ßli'  duH  Gleichgewicht  eines  umprib^- 
Uch  krummen  Stabes  unter  dem  EiuÜUää  von  KräfleUr  diu 
diu  Enden  wirken,  iodem  ich  die  Form&odcrung  antersG 
diu  eine  &uä  eiuem  Drahte  von  kreiBförmtgem  Qaetecbnitt 
bildete  Schraubenlinie  durch  eine  Kraft  erfUhrt,  die  auf  eil 
mit  dem  Endo  dc-räclbcn  fest  rerbundenea  Punkt  der  Axe 
in  der  Richtung  diei^er  wirkt 


§1. 

Es  seien  ;r,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaben 
Punktes  eiues  homogenen  ela&tiachen  Körpers  in  seinem  oatttr- 
lichen  Zustande;  mit  diesem  Namen  will  ich  den  Zustand  eines 
Körpers  bezeichnen,  bei  dem  au  keinem  Orte  Dilatatioi 
(oder  Coutractioucn)  Htatlfinden.  Durch  D&endlich 
KtlUte,  die  theils  auf  das  Innere,  theik  auf  die  Obet 
wirken,  und  die  ich  äussere  nennen  will,  um  Bie  Ton 
elaütischen  zu  unterscheiden,  miige  der  Körper  eine  Fe  _ 
Änderung  erleiden;  nach  derselben  seien  '  +  »,  y  +  v,  x-f-r 
die  Cooi-diaatcu  dea  vorher  beti-achtetvn  Punktes,  den  ich  als 
den  Punkt  (j-,  y,  t)  bczeicbnen  will.  Durch  diesen  Punkt  denke 
man  sich  nach  dem  Eintreten  der  FonnSodcning  eine  Ebene 
wnkrectit  zur  ^Axe  gelegt;  diese  theilt  den  KSrpcr  in  tmi 
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Theile;  die  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  der  auf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  elastischen  Kraft,  welche  der 
Theil,  dem  die  grösseren  "Werthe  von  x  entsprechen,  auf  den 
andern  im  Funlrtie  {x,  y,  z)  ausübt,  seien: 

und  die  analoge  Bedeutung  sollen  die  Zeichen 


■^j 

yy, 

^r 

-ST., 

r., 

2. 

haben. 

Dabei  ist  dann: 

r. 

=  X^,  Z^ 

,= 

Vi,  x.= 

=  z>. 

Ich  setze  femer: 

^x- 

du 

=  r, 

8v> 

dv 

Vv 

dv 

=  3-. 

8z^ 

fl«  - 

dv  , 

du 

bezeichne  durch 

iX,  i  y,  iZ 
die  Componenten  der  äusseren,  auf  die  Einheit  des  Volumens 
bezogenen  Kraft,    die    nach    der  Formänderung    im  Punkte 
{x,  y,  z)  im  Lmem  des  Körpers  wirksam  ist,  femer  durch 

i{X),  i(Yl  i[Z) 

die  Componenten  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  äusse- 
ren Kraft,  die  auf  die  Oberfläche  im  Funkte  {r,  y,  z)  ausgeübt 
wird,  wobei  ich  unter  i  eine  unendlich  kleine  Constante,  unter 
X,  Y,  Z,  (X),  {T),  {Z)  endliche  Gh-össen  verstehe,  und  schreibe 
endlich  die  G-leichung  der  Oberfläche  des  Körpers  in  seinem 
natürlichen  Zustande: 

^  =  0.  • 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  9  Differentialquotienten  von 
u,  V,  tr  nach  X,  y,  z  unendhch  klein  sind,  sind  dann  die  6 
Grössen  X«,  Xj,, .. .  lineare  homogene  Punktionen  der  6  Grös- 
sen ij,  *,,  ...,  deren  Coefficienten  die  Constanten  der  Elasti- 
cität  des  Körpers  sind,  und  für  den  Fall  des  Gleichgewichts 
ist  für  jeden  Funkt  im  Innern  des  Körpers: 


28S 


Ceber  cUa  Oleictgewicbt  tuid  die  Bewegung 


(i) 


5* 


er,     sji     *r,  _      .„ 


und  fikr  jeden  Pnnkt  der  Ob«rfl&che : 

n  'A  +  >-.  U  +  V.  I'.  -  '■(  n  l/(l)'T(fT(]jf, 


(S) 


^.  li + ^  ^ + ^  ^-^ = '■'^)  i/(IFlvp 


wo  die  WurwjlgriVisc  positiv  zu  nehmten  ist,  wenn  fttr  die  Pnnlrte 
im  InnerD  des  Körpi-rs  ij  negativ  ist. 

Iii  den  ullgcmeiueD  Losuugeu  dieser  DüfercDttalf^lcicfaungCB 
füir  u,  V,  1"  kommvii  6  willkürlicliu  Ccnustaiiten  vor;  die  An*- 
drücke  von  u,  v,  w  cnthaltca  Dämlich  die  additiTen  Glied«* 

in  dcnea  a^,  b^,,  «,„  a,  b,  c  willkOrlicho  Constontfln  sind. 
folgt  das  daratu),  da)»  diu  tirösäeu  u,  t>,  w  nur  in  so  It^vn 
den  Gleichungen  {1}  und  (2)  vorkommeQ,  ais  sie  die  Woi 
ron  -^s, -Ty, ...  hedingen,  und  diese  Werthc  iin^cäjulort  bidl 
w«im  man  zu  tr,  v,  w  die  ang^ebein'n  Glitnler  hinzufagt. 
&  Coiistant«n  a^,  b^,  e^,  a,  b,  e  solle»  dnrch  die  FestsetZBOg 
ihre  Bestimmung  erhalten,  dass  fUr  den  Punkt  (x  »0,  y«0^ 
r  =  0),  der  in  dem  Kiiqwr  liegen  nii>jje. 


äv 


(8)  K  =  ü,  r  =  0,  w  =  0,  g-^ 

tst    Da  voD  deu  9  Grösäea: 


^r;=o 


1, 


I. 


Ir 


■BcacUich  dtlnncii  cliuliaclieD  Stabea. 


289 


die  8  der  obersten  Homontalreihe  die  Cosinus  der  Wmkel 
sind,  die  ciu  urspriUiglicIi  der  r-Aie  paralleles  Liiiioaelemeiit 
nach  der  Formämlirning  mit  den  Axen  bUdet,  uiid  dio  Übrigen 
die  eotsprechende  Bedeutung  haben,  so  sagirn  die  drei  letzten 
der  GlcicbuiigtD  (3)  aus,  dass  ein  dorcb  den  Punkt  [x  =  0, 
y  =  0,  x  =  Q)  der  J-Axe  ursprünglich  parallel  gelegtes  Linien- 
«lenHnt  seine  Rtchttmg  nicht  iLndcit,  und  ein  durch  deoäelbea 
Punkt  der  y-Axe  ursprünglich  parallel  gelegtes  Liniouclcmcnt 
»enkrecht  auf  der  2-Axe  bleibt. 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  {3)  bestimmen  die  FuiJttioiiea 
u,  f,  IV  eindeutig,  wie  sp&tor,  nach  der  Gleivliuiig  (9),  nscbge* 
wiesen  werden  soll.  Dih  AuKdrüc.kc  von  w,  w,  w  und  ihre 
DifiVrentiiilquoticnten  nach  j-,  >/,  z  müssen  hienmch  den  Faktor 
I  enthalten;  sie  werden  daher  von  der  Oi'dnujig  von  i  nein, 
wenn  alle  Dimensionen  des  Körpi-rit  eiidlich  itind,  oder,  um 
mich  präciser  auszudrücken,  wenn  iu  der  Funktion  t/  nur  end- 
liche C-oa»tanten  vorkommen.  In  diesem  Falle  ist  also  die 
VoranssetzHDg ,  dass  dio  il  Difi"eii;iitial(|Uottent<ni  von  k,  v,  w 
nach  e,  tj,  z  unendlich  klein  sind,  unter  wek-her  die  Gleichungen 
(!)  und  (3)  U1U-  richtig  »md,  orRltlt.  iOulhiUt  </  eine  unendlich 
kleine  Constante,  so  winl  diese  VorautssetKung  im  Allgemeinen 
nicht  erfüllt;  ihr  TÖrd  aber  auch  genügt  in  dem  Falle,  der  jetzt 
betrachtet  werden  soll. 

Es  s«icn  alle  Dimensionen  des  Körpers  unendlich  klein 
UDd  von  derselben  Ordnung;  oder,  um  boalimmtcti*  zu  sprechen, 
es  sei  die  Gleichung  jr  =  U  der  Art,  ilass,  wenn  mau  in  ihr 
setzt: 

(4)  .r=  ii:.  .v  =  ii),  z=\i. 

HO  \  eine  unendlich  klvin^^  Constante  bedeutet,  sie  übergeht  in 

eine  Gleichung 

9  =  0, 

deren  linker  Theil  eine  Funktion  ran  j,  5,  j  ist,  die  nur  end- 
liche Conütanten  entliiUt.  Die  Grössen  JT,  P,  Z,  {£),  {Y),  (Z) 
sollen  Funktionen  von  j-,  t/y  ■*  und  i  sein,  aber  solche,  die  end- 
Ueh  bleiben  lür  alle  Werthc,  die  j-,  y,  i  in  dem  Körper  er- 
baltcn. 

Dio  Substitutionen  (4)  denke  man  sich  auch  iu  den  Glei- 
cbnngen  (I),  (2)  und  (3]  au&geXtÜu-t.    Macht  man 


390 


Ud>er  du  Gleiotigewicht  aad  die  Bewegong 


dl     ^        am    ,    9v 


«if  r 


und  bezeichnet  durch  Sei  ?)*)  S«i  ■  ■  ^^  Ausdrücke,  die  oud 
erhalt,  wenn  man  jt,,  y,,  a„  ...  eweUit  durch  f,,  9,,  ^. ...  in 
den  Au-sdrückeu,  die  Ks,  K,,  7,,  ...  als  Fuiiktiouon  tob 
jTs,  :«,  ...  dantelleii,  so  ei'bält  maa  dadurch: 


(6) 


fUr  9»0; 


H 


(6) 


Ar  ' 


«  =  0,t.  =  (^»  =  O,|?  =  O,"^f  =  0.  1^  =  0. 


und  fBr  j  =  0,  1)  =  0,  J  =  0: 

Wenn  durdi  die  Ausführung  der  Subslitutioneo  (4)  in  den 
AusdrQcJton  von  A",  Y,  Z,  {X).  (J'),  [Z)  die  Grösse  i  oicfat 
recacfawundon  ist,  so  kann  man  doch  filr  dieno  6  GrAflsen  fit 
endlichen  (Trenzwcrthc  setzen,  denen  sie  steh  der  gemadtteb 
Anuahme  zufolge  nähern  mUssen,  wenn  i  sich  der  Null  oSLert; 
d.  h.  man  kann  A',  Y,  Z,  (A'],  (K),  [Z)  als  endliche  und  von  1 
unabhängige  Funktionen  von  i,  Q,  j  betrachten.  Ans  diecvD 
Grunde  mOssen  die  Wetthe,  die  flir  u,  c,  w  aui^  den  Gleicbnageo 
(5).  (6)(  (7)  sich  ergeben,  von  der  Ordnung  des  ProdiÜEtfi  i» 
sein;  von  derselben  Onlnting  nind  die  Differentialquotientai 
TOD  M.  t>,  w  nach  ;,  Q,  ),  und  daher  sind  die  Diffi-rentialfioo- 
tient«n  Ton  k,  p,  ic»  nach  x,  y,  i  ron  der  Ordnung  von  i. 


eines  unendlic})  ddnncn  elostiRcbra  Subc«. 
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Die  GHeichungen  {])  und  [2)  gelten  deshiUb  ooch  fllr  d«n 
jetzt  betracbteten  FaU;  sie  veroinfuchcn  sieb  in  dcmsolbea  aber 
wesentlicb.  Erwagt  maD  nämlich,  dass  die  rechten  Theile  der 
Gleicbuiigt^a  (5)  unendlich  klein  sind  gegen  diu  revbten  Theile 
der  Gleicliungen  (6),  so  si«ht  man,  dass  die  Grössen  J",  J',  Z 
nur  einen  verschwindend  kleinen  Eiufluss  auf  die  Wertlie  von 
Uf  V,  K  äUAllbeii.  dass  man  »iie  daher  vernachlüK-iigen  und  die 
öteichangen  (1)  ersetzen  kann  durch  dir  folgfudeu: 


W 


B^     ^     By     ■*"    d. 

=  0. 

9  y.    ,  «  1',   .  *  r, 

ä»  "*'  fi>   "*"  a« 

=  0. 

fl»    *^    öj(     ■**    dz 

=  0. 

Diese  Gleicbungen  «ind  unter  der  Voraussetzung  abgelei- 
tet, dass  iX,  i  1',  iZ  von  dereelbcn  Ordnung  wio  i{X),  i(J'), 
i{Z)  sind;  nie  gelten  offünbai-  auch  iti  dem  Falle,  dass  jene 
3  Kräftf  unendlicli  klein  gegen  diese  sind,  sie  gelten  aber 
nicht  in  dem  umgekelu-tf^n  F»lle.  Die  SchllUse,  welche  weiter 
unten  aus  den  Gleichangen  (ft»  gezogen  werden  wilou.  gelten 
also  auch  nur  unter  der  Voraussetzung,  da&s  der  letzte  FaU 
nicht  stattfindet 

Die  Glnchungen  (1)  und  (2]  lassen  sich  in  eine  Gleichung 
zusiunmenfassen.  Von,  den  30  Constanten,  welche  di«  Gleich- 
ungen enthalten,  die  X^,  Y„  ...  als  Funktionen  toti  r,,  y,,  ... 
darstellen,  mUsHen  15  anderen  IS  gleich  selu^  so  dass  der 
Äasdruck 

X.rfj-,  +  i;rfy,  +  Z,di,  +  l,dy,  -h  Z^ds,  +  X^dx, 

das   vollatändige   Differential   einer  homogeneu  Funktion  2**° 
Grades  der  6  Variabein  x,,  y,.  ;,,  jf„  r,,  ly  ist.')    Ist  F  dieee 

1)  Die  Richtigkeit  diesDr  Bclia:u|)tiiiig  folgt  leitet  wm  iIod  Prinapien 
(icr  mechaniscbeii  WfirMCtlioarie-  Ware  iittiiüich  Avv  ungegftbene  Aitt- 
dnick  kcdn  vollBtandig««  UüF^rvtitial,  so  kCunte  tnnn  mit  HüLf«  des  eU* 
«ti»cli«ti  Körper*  Arliotl  g<'\rinncn,  indem  man  DnickkrJlfw  auf  dleObcr- 
flidie  deaKlbcn  wirki:»  ISmi,  die  nuui  na  ritriirt,  iliiw  ili'.r  Kclrpnr  wiiedfir 
in  aein^D  urtprOngliduiu  Zuntjuid  xiirUckgefilhrt  wird;  ca  kannte  dasnaeh 
JCDDD  Prinxipicu   niclit   der  Fall  eeiii  olme  ciiieii  eiitaiirechenden  V«cluat 
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Ueber  daa  Gkäcbgevictit  umj  die  Bnregang 


FunktioD,  fio  «datl  die  Gleicliuugeu  (1)  und  (2)  gleiclibedeoteo^ 
mit  der  einen: 


m 


sü~-8JFdxdydt  =  a, 


in  der  das  erste  Ulied  der  linken  Seite  das  Moment  der 

ren  Kräfte  fllr  unt'ttdlicb  kleine  Aendeituigen  von  u,  r,  tr,  und 

6sA  zweite  dii-  entsiirccbonüc  VamtioD  des  iu  ihm  voriEomiben* 

den,  Über  das  Votumea  des  Körpers  ausgedeluitcD  Integral», 

bedeatct 

Aus  einer  gewissen  Eig^'nachaft  der  Funktion  F  l&sst  sidT 
die    oben   auügesproclienc    Bvlutuptuug,    das«   die  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  die  Funküunea   k,  o,  it  eindeutig  bestimnieu,   be- 
weisen. 

Wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  mUsste  es  tob  Null  Ter* 
schiedene  Werthe  tod  u,  v,  k  geben,  die  den  Gleichung 
(l),  (2),  (8)  gcniigt^i,  wenn  die  rechten  Seiten  der  Oleichungi-ii 

(1)  und  (2)  gleich  ^oll  ge:»etzt  »ind.  Ks  »oll  gezeigt  werden, 
da$3  es  solche  Werthe  nicht  giebt  Multiplicirt  man  die  Glei- 
chungen (1)  mit  udxdifäz,  vdsdyde,  wäxdydz  und  integrirt 
sie  Über  dAs  Volumen  des  Körpers,  diridirt  man  die  Gleich« 

(2)  durch 


VWFWF^' 


multiplicirt  sie  mit  vdO,  vrtO,  tedO,  vo  dO  tm  Element 
Oberfläche  des  Körpero  bedeutet,  und  bitegiirt  sie  Qber  d 
Obertläcbe,  so  erhält  man  fUi-  dcu  Fall,  doas  X,  V,  Z,  (X), 
{}■),  (Ä)  =  0  äml,  durch  Addition: 

0=fFdxdyfi3. 

Für  emen  KOrpor,  dessen  Elaslicität  in  uUeu  Richtongen  ätT 


KD  Wime;  Oadc  ciu  eolch«r  atktt,  so  yritie  aber  dcBUMck  die  UebtrriD- 
Htimtnung  mii  den  gwiMiaMn  Prinspien  nicht  hetgwteUt.  ämut  nsB 
kfiuiitc  mit  UtUfv  dem  «lattweben  IiSrp«n  WBrme  b  Arbeit  TcnraadelB. 
ohiH  dam  KüiTper  rmi  rcnrhieden«' Tompenttir  oSthig  za  haben.  Obwr 
BetnuihtiDig  tat,  wie  ich  glaube,  tivsa  vo»  W,  Tlioneou  in  Qaartvri; 
Matlieinatical  Journal  (April  1855)  ui^eit«rllt-,.icli  habe  die  eltlite  SleAl 
»cht  eiD»eh«i  kOtuwn. 


oinca  mendltch  dllnncn  eUatiachea  i^tabe«. 
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selbe  ist,  ist  die  Ftinictioa  F  weiter  unten,  in  der  Gleichnng 
(29),  aufRestüIU;  es  hjit  hier  F  die  Eigpuschait,  nie  negatiT  m 
werden  und  nur  zu  x'crgcliwiiidon,  wenn  die  ti  Argumente  x,. 
jy,..  =  0  sind;  da  bei  denjeuigon  Köijieni,  welclie  in  vei-scliie- 
denen  Riclitungen  eint^  Terschiedent?  EI».sticität  besitzen,  die 
Unterschiede  der  Elasticitftt  nur  klein  sind,  so  wird  man  an- 
nehmen dörfen.  dass  bei  allen  in  der  Natur  vorkommenden 
Kßrpeni  F  dieselbe  Eigenscimft  hat.  Es  folgt  dauii  aus  der 
abgeleiteten  r-ileichung,  dii»s  äif.  f{  ßrüssen  j-,,  rg,...  in  dem 
ganzen  Korper  gleich  ^ull  sind.  Um  xa  beweisen,  das^  hieraus 
und  aus  den  Gleichungen  [3)  fär  den  ganzen  Körper  u  =  Ü, 
ff  = «,  ir  =  ü  sich  crgiebt,  entwickle  ich,  wie  man  u  finden 
bann,  wenn  j-,,  7„."  gegeben  sind.    E«  ist 


Sa 


da 


wo  {m)(,  den  Werlh  von  k  fUr  .r  =  0,  ,^  =0,  ;  =0  bedeutet, 
und  wo  die  Integration  auf  einem  beliebigen  Woge  roa  dem 
Punkte  (j-  =  0,  >  =  0,  .-  =  0)  bia  zu  dem  Punkte  (r.  y,  r)  aus- 
zudehnen ist    Bei  ähnUcher  Bezeichnung  hat  man; 

du        (du\    ,     rl  ö'i*     ,      ,   ö'c.  .      ,     ö'«     .  \ 
J-,  =  läi^UJ  W.ö/''  +Ö?''*'  +M'''*J' 


6u. 


Diese  Werthe  ttenke  man  sich  in  die  Gleiehnng  (Ür  ^-  substituirt; 
einen  Ähnlichen  Ausdruck,   wie   man  ihn  dann  filr  ^  erhlH, 

kann  man  fUr  ^  ableiten;  ?"    hat  den  einfacheren   Äusdi-uck 

»,.      Wenn    nun    die    6    Ürösaen   *, ,    .i-^,   .  .   .   =0    sind 
und  die  Gleichungen   (S)  bestehen,  so  folgt  hicnuts  mnUchst, 


dass 


8u    du    du 

5i'  9>'  dt 


=  0  sind,  und  dann  veiter,   dass  u  =  0  ist. 
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Ueber  rias  Gleichgewicht  und  «lis  Bewegung 


Auf  dieselbe  Weise  Iftsst  sieb  offenbar  ableiteo,  daaa  auch  ^^ 
und  H>  verscbwinden.  ^H 

Di«  QloiciiUDg  (9)  gill  —  vie  die  Gleichungen  (1)  tuod 
(2)  —  nur,  wenn  alle  PimensioDen  des  Körpers  Ton  gloicber 
Ordnung  siad^  eine  Gleichung  von  ähnlicher  Form  lässt  sidi 
ftbcr  auch  für  den  Fall  aofetellen,  dass  diese  Bedingong  nicht  ' 
erfQllt  iet.  Iii  diesem  Falle  denke  man  sich  den  Körper  in  I 
Theile  zerlegt,  von  deiivn  ein  jeder  Dimensionen  von  gleicher 
Ordntmg  liat.  Einen  von  diesen  Theilen  stelle  man  sich  vor 
in  seinen  natUrlichcu  Zu><tand  und  in  eine  Lage  gebracht,  die 
8<tgleick  charakteri»ii-t  werdt^n  soll;  jr,  y,  z  seien  dann  die 
Coorduiaten  eines  Punktes  des  Theiles  in  Beziehung  auf  ein 
recht^-inkliges  Coordiiiatens^'slem,  dessen  Anfangspunkt  in  dem 
Theile  selbst  liegen  möge;  x  +  u.  ;/  +  r,  z  +  te  seien  dieCoOT- 
dinaten  desselben  Punktes  in  Beziehung  ntif  das^clho  Coonli> 
natensystem,  wenn  der  Tlieil  in  seine  veninderte  Form  und 
Lage  zurückgebracht  ist ;  jene  noch  unbestimmt  gelassene  Lage 
des  ThciLes  bei  seinem  natOrlicben  Zustande  soll  so  gev^Üt 
sein,  dass  f&r  ;r  =  0,  y  =  0,  ;  ~  0  die  Gleichungen  (3)  besteben. 
Es  gilt  dann  fUr  den  betrachteten  Theil  die  Gleichung  (9), 
wenn  man  bei  der  Bildung  von  Sit  die  olastischen  Kri&fte  be- 
rtkcksiehtigt,  die  auf  seine  Oberfläclio  von  den  benachbarten 
Theilen  auKgeübt  werden.  Stellt  man  die  Gleichung  (9)  fOr 
alle  Tlieile  auf,  in  die  der  Körper  zerlegt  gedacht  ist,  nml 
nimmt  die  Summe,  so  erhält  man: 


(10) 


Sii  —  S2JFäx  </y  <h  =  0, 


wo  SU  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  betlentet,  die  theils 
auf  das  Innere,  tbeils  auf  die  Oberfläche  des  ESt|Hjrs  n-irken, 
da  daä  Moment  der  auf  die  Grenzflächen  der  einzelnen  Theile 
nirkendeu  elastischen  Kräfte  verschwindet. 

Die  Gleichung  (10),  die  die  Gleichung  (9)  als  speciell« 
Fall  enthiüt,  lässt  «och  eine  weitere  nützliche  Venülgemeine»^ 
mng  z\i;    sie   lässt  sich  nämUch  Ton  der  VoraussctjEan^ 
bängig  machen,  doKs  t,g,  ;,  u,  v,  tc  sich  auf  den  oatQrltcbci 
Zustand  des   entsprechenden  Theilcs  des  Körpers  bexiebeai 
bezteben  sich  4-,  y,  ;,  »,  c,  ir  auf  einen  Zustand,  in  dem  bei 


ekca  anendücl)  öühmd  «UetiKbcti  Stäben. 
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bige,  DIU*  uneDtllicb  klein«  Düatationeo  stattfinden,  und  sind 
u',  v\  IC  die  Wc'i-Oie,  welche  u,  c,  u-  anuchmc».  wcua  man  den 
betrachU-ten  Theil  in  seinen  n&tUi-Uchen  Zuätand  and  in  eine 
beliebige  Lage  übergehen  lässt,  so  sind  die  (ileicbnugeu  (1), 
(2),  (3)  riclilig,  wenn  man  in  ihnen  fllr  w,  «,  hc  setzt  u  —  a*, 
V  — »',  K—K.  Dieselbe  Substitution  muss  daher  auch  die 
Gleichungen  (0)  und  (10)  ftlr  diesen  Fall  glütig  machen. 

Von  der  Gleichung  (10),  die  sich  auf  das  (JleJchgewicht 
des  elastischen  Körpern  bezieht,  kann  man  durch  ein  bekanntes 
Prinzip  der  Mechanik  leicht  tvbergelion  auf  den  Fall  der  Be- 
wegung desselben;  ist  t  die  Zeit  und  T  die  lebendige  Kraft, 
so  ^t  fllr  die  Bewegoi^  die  0-leicbung: 

Ul)  jdt\sT+SSi—S2ijFdxdsdz  )  =  0. 


§2. 

Es  »ollcn  jetzt  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  auf  einen 
unendlich  dOnnen  Stab  von  überall  gleichem  Querschnitte,  aul 
dessen  ManteUläclie  keine  äusseren  KiS/te  ivirken,  augewandt 
werden. 

Zunächst  möge  voraasgesetzt  werden,  daas  der  Stab  in 
»einem  oatOrlichen  Zustande  cytindiisch  ist.  Bei  diesem  Zu- 
stande denke  man  sich  in  dem  Stabe  ein  rechtwinkliges  Axeu- 
system;  die  erste  Axe  soll  die  Linie  sein,  in  der  die  Schwer- 
punkte der  Querschnitte  liegen,  die  beiden  andern  sollen  pa- 
rallel den  Hauptoxcii  eines  Qucifchnitt«  sein,  die  diu-cli  den 
Schweqjunkt  desM'lben  geben.  Auf  der  ersten  Axo  wähle  man 
einen  Punkt  P  und  gisse  drei  Linienelemente  ine  Auge,  welche 
von  P  aii*i  in  den  Bichtungen  der  drei  Axcn  gezogen  sind; 
ich  nenne  sie  0, 1 , 2 ;  dabei  soll  0  dasjenige  sein,  welches  die  Rich- 
tung der  L&nge  der  Cylindors  hat.  Diese  droi  Linienelementä 
werdi*n,  wenn  der  Stab  eine  Aendemng  der  (restalt  erlitten  hat,  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  senkrecht  aufeinander  stehen,  sondern 
Winkel  bilden,  die  von  rechten  um  Grössen  abweichen,  die 
von  der  Ordnung  der  Dihitalionen  sind,  die  Htattgeßinden  hallen. 
Es  soll  die  Lage  der  Punkte  des  Stabes  in  der  JJ&he  von  P 


20Ö  lieber  das  Gtaichgewkht  und  die  Uewe^^ong 

aul    eiD    rtrcUl winkliges  Coordinatensfütem    bezogen    werd»B. 
dessen  Anfon^punkt  P  ist,  degson  it^Axe  die  Richtung  des 
Linienelemeiites  0  hat,  und   deisseii  z*Äxc  senkrecht  auf  dei 
Lüiieuctemeiite   1   atubt.    lu  Bezug  auf  dieses  Coordiuatci 
stem  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Stabes: 

,r  -i-  K,  y  +  i:,  :  +  ir,  wenn  der  Stab  seine  Teränderte  Po 

und  Lage  hat,  und 

7,  y,  z  wenn  der  Stab  iu  »einem  uraprünglicken  Zustande 

und  ia  der  Lage  sich  befindet,  bei  der  die  Linionelement 

0,  1,  2  iu  die  Ajieii  der  f,  ^,  z  fidlea. 

Setzt   man  noch  lest,  dass  x  nur  Wi-rthe   erhalten 
die   Ton   der  Ordnung   der  Querdimensionen   des  Btabes 
80  haben  dann  die  Zeichen  x,  g,  z.  w,  i>,  ir  dieselbe  Bedeuti 
die    üujen   bei    der  Ableitung   der  Glcichang    (lü)  uuterge-U 
ist    Es  seian  weiter  |,  »/,  J  die  Coordinaten  des  Punktes  P 
nach  der  Konmändenuig  des  Stabes  in  Beziehung  auf  ein  an- 
deres, behebig  im  Rj»ume  gewähltes,  rechtwiakliges  Cooi 
System;  ich  bezeichne  durch 

''O'      Pf>>      ^0' 

«1»   A'   rv 

«3.       A.       Ti 

dl«  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Axen  der  s,  y,  z  bildea 
mit  den  Axen  der  f.  r/,  f.  so  dasa  der  Index  0  auf  die  x>Axe. 
der  Index  1  anf  die  y-Axe,  der  Index  2  auf  die  z'Axe  üdi 
bezieht  E»  soll  angenommen  werden,  dass  die  In^idun  in  Bed» 
stehenden  Coordinatensjsteme  die  Eigenschaft  haben,  dos» 
durch  Drehung  des  einen  die  i-Äse  der  ^«Axe,  die  y-Axe 
der  rj-Axc,  die  s-Axc  der  £-Axe  parallel  gemacht  werden  kamt. 

Mit  Hälfe  der  eingeführten  Zeichen  lassen  sich  dieGoordinat4|^| 
in  Beziehung  auf  die  Axeu  der  |,  ?;,  C  des  Punktes  ausdrlcken. 
dessen  Coordinaten   in  Beziehung   auf  die  Axen  der   ',  y. 
tdnd:  j-  f  H,  y  -|-  V,  j  +  w;  es  sind  die  genaimten  Coordinairi 

!f  +  «„(*  +  a)  +  «,  (5f  +  o)  +  a,  (f  +  «•), 
.,  +  ^„  (,  +  k)  +  ^,  (y  +  u)  +  /9,  (-•  +  «). 
;  +  n  {'  -f  «)  +  ?',  (y  +  '')  +  r,  i-  +  «>)• 

Bedeutet  m  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  dem  AüDauge 
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des  Stabes  in  dem  ursprünglichen  Zustande  desselben,  so  müssen 
diese  drei  Grössen  Funktionen  Ton  s  +  «  sein,  d.  h.  ihre  par- 
tiellen Differentialquotienten  nach  x  sind  gleich  ihren  partiellen 
Differentialc^uotienteD  nach  s.  Erwägt  man,  dass  £,  ^,  ^  und 
die  Grrössen  a,  ß,  y  nicht  x  enthalten,  so  folgt  hieraus: 

Diese  Gleichungen  sollen  einmal  mit  a^,  ß^,  y^,  dann  mit 
«ij  ß\>  Vu  endlidi  mit  «j,  ß,,  y^  nmltiplicirt  und  jedesmal 
addirt  werden.    Setzt  man: 


(13) 


woraus  folgt: 

^  =  «„(l+«),^  =  Ä(I+*),§f  =  n(H-.), 


und  setzt  man  weiter: 

P      "i  dt  ^^>  d»  ^'1  dt' 

SO  findet  man   auf  die  angegebene  Weise  bei  Bücksicht  auf 
die  bekannten  Relationen  zwischen  den  GhrÖBsen  a,  ß,  y: 

du       du   ,      /      ,     .  ^     ,      \   , 

fl^  *  ^  +  '^  fy  +  ")  ~  ?  (*  +  '"^  +  *' 

Äi  ^  ä7 + p  ^*  +  ^"J  ~  *■  t*  +  ")' 
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Uebfer  du  Oldchgoncht  noA  dt»  Betregnag 


Aqs  BctT&cbtongcD,  die  im  ^  1  angestellt  sind,  geht  aber  her- 
vor, dass  V,  r,  ir  unendlich  klein  gegen  ä^t  5^1  ä^  ^^'*  "' 

ausgesetzt,  das»  -w^  j  -^j  ^  nicht  unendlich   gross  ftind 

M,  V,  h;  sind  also  jene  DÜferentinlquotienten  nach  t  unendlic 
klein  gegen  die  nach  x;  bei  VeriiachUu&Igimg  unendlich  kleii 
GriSsifen  liSherer  Orilnutig  Imt  man  dalier: 


du 


q'  +  *, 


9v 

6» 

Durch  Litegration  findet  man  hieraus: 

«  -  "«  +  ('■*—?-  +  0*. 
»  =  «'0  +pss  —  ~x\ 


(W) 


ir= 


■■o-r-g-    -pXtf, 


WO  M^T  i'p,  «Pg  Ton  j-  unabhängige  GrSssen  hej^ichnea. 

Bildet  man  mit  Hülfe  dieser  Aosdi^cke  tou  t^  e,  to 
Wcrthe  von  x«,  y«, . . . ,  »o  ergiebt  sich: 


»•  =  ry  —  yz  +  t. 


(15) 


f,  = 


_  öw» 


o* 


Alle  diese  Wertlie   sind   von  j-  luiahb&ngig;  in  Folge 
nehmen  die  Gleichungen   (8),  die  für  die  Gleichungen  (1)  ge- 
setzt werden  dürfen,  die  folgende  Form  an: 


(18) 


«DM  naradUch  diinaeii  elwliecheo  Stube«. 


2«9 


\'6r3t«bt  man  unter  ^  =  0  die  Qlelcbuug  des  Umfangcs  de» 
Querschnitts  des  Stabes,  berflcksichtigt,  dass  //  naabhängig  ron 
*  ist,  und  dass  für  dio  MantclflÄche  des  Stabes  (X),  (Y),  {Z) 
=  0  sind,  so  g«beu  die  öleichiuigen  (2)  für  jr  =  0: 


(IT) 


Die  Gleicbungen  (8)  endlich  sagen  aus,  dass  iUr  ^  =  0,  2  =  0: 


«„  =  0,    «0=0, 


0 


Substituirt  man  in  den  Gleichungen  (16)  and  (17}  fUr  X^t 
.\\, ...  ihre  Ausdi-ücbe  durch  r„  2>y, ...  und  für  diese  GriSsseu 
die  in  (15]  angegebenen  Werthe,  so  bestimmeri  die  Gleichungen 
(16),  (17),  (18)  die  Grössen  m„,  v„,  w^  eindeutig,  und  zwar  aJs 
lineare  homogene  Funktionen  von  p,  r/,  r,  t.  Dass  u^,  v^,  to„ 
durch  die  genannten  Gleichungen  eindeutig  bestimmt  sind,  folgt 
daraus,  dass.  weiui  man  p  —  <i,  y=0,  r  =  Ü,  e  =  0  setzt,  die 
Gleichungen  (16),  (17),  (18)  nicht  auders  erfüllt  werden  können, 
ab  wenn  m„  =  0,  tJo  =  0,  «■„  =  0  ist.  Die  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  ergiebt  sich  duich  ganz  ähnliche  Betnichtungen, 
wie  nie  oben  ]>.  202  u.  293  angestellt  sind.  Substituirt  man  die 
Werthe  Ton  v  fß,  vr^,  die  sich  aus  (löj,  (17),  (18)  ergeben,  in  die 
Gleichongen  (14),  so  tindet  man  äacb  u,  v,  u-  als  lineare  homo- 
geoe  Fonktioncn  von  ;>,  7,  r,  «;  die  Coefficienteu  derselben 

emd  unabhängig  Ton  «;  wenn  diUier  '^i  ^t  r-^  t  ™^^^  *"'■ 

endlich  gross  sind  gegen  ;>,  q,  r,  e  respective,  so  werden  die 

Gleichungen  (14)  die  über  ~^,  b^,  -ß  gi-maclite  Voraussetzung 

erfüllen.  Substituirt  man  die  Werthe  von  b^,  W(,,  ip„  in  die 
Gleichungen  (15),  so  ergeben  sich  auch  j*,,  ■>*,,...  als  lineare 
homogene  Fuiüttioncn  von  p,  q,  r.  t,  und  setzt  man  die.<M'  in 
den  ÄasdrurJt  von  F  ein,  so  erhält  man  iür  F  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  derselben  vier  Grössen.   Diese  Funk- 
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U«1>0T  du  Glolc 


QIC  BMnwuw 


tion  ist  unabiutngig  von  j-,  da  x,,  r,,  ...  von  z  iinzl 
sind.    Setzt  mnn 


jFdfjdi=f, 


wo  <lie  Integration  Ul>er  iten  Qaer^hnitt  des  Stabes  aasg^t 
gedacht  ist,  so  ist  /  eme  boraogene  Fuuktioo  zweiten  Grad« 
Ton  p,  y,  r,  e,  deren  Coefficit-nteii  allein  von  deu  CoastanleD 
des  QuencJinitts  otkI  der  Elästicitftt  des  Stabes  ahhängea. 
Darch  Einftllining  dieser  Grösse  /  werden  die  Glekliaiigai 
(10)  und  (11): 

und 

Di«  Bestimmiuig  der  Ooefficiontcn  drr  Functioa  f  erfonl«7l 
nach  den  angestellten  Betrachtungen  im  Allgemeinen  die  LAsomg 
dreier  simultanen  partiellen  DiffercntialgleichungcQ.  Diow  B»* 
Stimmung  wij-d  bedeutend  erleichtert,  wenn  man  anoimint,  dius 
die  Ajce  des  eyliudriachen  Stabes  ciaor  Eta.4ticitJU8a»  ponllvl 
ist.  tn  diewm  Falle  sind  die  AusdrQcko  Ton  Xg,  X^,  . . ,  dorcli 
r„  r^,  ...  die  folgpadcn:') 

Jx  =  A,^f,  +  A^iifg  +  ^«,  +  J„^„ 

IS,  =  ^jjr,  +  A^i^g  +  A„i,  +  Afiif,, 
Y,  =  Af^x,  +  4„3f,  +  ^.•,  +  -ij,y,, 

-Vy  =  A^^-»  +  -^sj'i» 


WD 


j4„]  —  ^|,„  ^^  —  At^,  .... 


I>ie  erste  der  Cjleicliungeo  (16)  wird  liiemaeh  bei  RllcksicM 
auf  die  Gleichungen  (,15^: 


(21) 


und  die  erste  der  Gleichungen  (17): 


1}  BerL  Bor.  „aber  tlie  PorUebritto  der  Phjrslk  In  den  Jalom  iM 
■ad  1851",  p.  245. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  aud  der  ei'sten  der  üleichungea 
(18)  ist  Mq  zu  bestimmeD.  Die  Qbrigeu  der  Gleicbuiigea  (16), 
(17]f  (16)  dienen  £ur  Bvstiminuiig  von  v^  uud  tr,,;  man  gcntigt 
ihnen,  me  zuerst  de  Saint-Vriiitiit  bei  seinen  Untersucbungän 
über  die  Torsion  von  Prismen  bemerkt  hat,  indem  man 

(23)  i',=  (K  'f.=  0,  y,=  l) 

setzt.  Löst  man  uÄmlich  diese  Gleichungen  nach  t/y,  «,,  y,  auf, 
so  erbält  mau  tUr  diese  3  GrüBseu,  neuu  mau  für  t„  Steinen 
WertJi  aus  (15)  setzt,  lineare  Ausdrücke  von  y  und  ;,  also 
Ausdrdcke,  welche  die  Gleicbiuig  erfüllen: 

Bz'  ■**  «y»  ~  BifBa* 

welcliB  die  Bedingung  dafUr  ist,  da^s  die  beiden  GriSssen  v^ 
w„  den  drei  Gleichungen 


gemäss  bestimmt  werden  können;  die  Intt^gration  dieser  drei 
Gleichungen  ftlhx-t  drei  willkürliche  Constanten  ein,  durch  deren 
pasöeudc  Wahl  den  drei  lelütt-n  der  Gleichungen  (18)  genügt 
werden  kann. 

Ee  fioll  jetzt  noch  der  M'erth  von  T  in  der  Glcicbimg 
(2ü)  entwickelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Ans- 
drücke  (12)  nach  t  zu  differenziren  und  die  Summe  der  t^midrate 
der  DifTercntialquoticntcn  zu  bilden.    £s  ist 

«  =  °vV  +  "W  +  "«'  +  "»«» 
wo  Ofl.  a,t  fl,,  o,  von  /  unabhängig  sind,  und  wo,  wenn  die 
Dimensionen  des  Qacrschnitt»  do»  Stabes  als  unendlich  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  bezeichnet  werden,  «,  von  der  ersten 
Ordnung  ist,  o,.,  a„  a^  von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Aehn- 
Uche  Aosdröcke  gelten  fllr  v  nnd  w.  Dass  die  Ortbungen  der 
Coeffieienten  a  richtig  angegeben  sind,  sieht  man  am  leicJitesten 
ans  den  Gleichungen  (14).    Aus  dem  Ausdiiickc  von  u  folgt 
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[Jeber  das  Olcichgcnicht  uixl  die  Bcwc^uttg 


i^     iXi     i^     d^     d^ 

dt'   dl'  rff  '   it  '    df' 


du  dp   ,        da  dr  dt_ 

älinlicbe  öleicliuiigea  werden  ftr  ^  und  j^  gelten.  Ans  4«b 
Wei-tbe  von  t,  der  in  (13)  angegeben  ist,  kann  man  Kbliesseit. 
daas  ~    mchi   uueodUcU  gross  ist  gegen  die  drei  (yrSasen   .-. 

^'  rfi>   vorausgesetzt,   dass  die  Differentialquotienten  dieser 

Gh'össen  nach  s  nicht  unendlich  gross  gegen  sie  selbst  sind; 
aus  den  Werthea  von  p,  q.  r  folgt  bei  einer  ihnlichen  "N'oraoi- 

setrung,  da«s  keine  von  den  (irösscn  ^i  ^i  jf  unendlich  gio>? 

ist  gegen  die  neun  Grössen 

dog       <t£o       d^       ! 

dt'  dt*  dt' 

Daraus  ergiebt  sieb,  dags  man  bei  Vemaclil&.^siguiig  oneudlicb 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Differenlialquolienten  dw 
Ausdrücke  (12)  zunächst  schreiben  kann: 

äf  +  ''*'+/^  +  ''^' 
Aus  den  Gleichnngen  (IS)  folgt  nun  weiten-,  dass  keine  too  det 
Gröwea  ^'j  ^%  "^  unendlich  gross  ist  gegen  die  drei  Gi 

sen  ~f  ^,  j^';  aus  diesem  Grunde  kOonon  Jn  den  eben 

gegelwnen  AnsdrQcken  die  mit  x  behafteten  Glieder  Temtdi- 
llsdgt  werden;  die  Glieder,  welche  y  und  i  enthalten,  darin 
dagegen  im  Allgemeinen  nicht  fortgelassen  wenlen,   weil  ihr? 

Ooefficteuten  unendlich  gi'oss  gegen  ~,  ~^,  ~  sein  kOonen. 

Bildet  man  mit  ROokaicbt  hientardie  Summe  der  Quadnti 
der  augegebeiieii  Aiwdrilcke.  niuitiplioirt  die&olbe  lait  ftytl;  ui 
integrirt  Dbur  den  Querschnitt  des  Stabes,  so  erb&lt  man.  h 
nach  den  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gemachten  Petf- 
Setzungen 
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j  ydydz  =  0,   j  zdydi  =  0,    j  yzdydz  =  0 
ist: 

Man  setze  nun 

«.w-  +  At +  '■■%-* 

"i  dt  ^P^dt  ^"i  dt  ■"' 

dann  ist; 

Substitoirt  man  diese  "Werthe  in  den  letzten  Ausdruck  und 
berücksichtigt,  dass  von  den  Grössen  P,  Q,  R  nur  die  erste 

tmendiich  gross  gegen  jf)  jj»  jf  sein  kann,  so  wird  derselbe, 

wenn  man  der  EOrze  wegen 

fdyds  =  X,  /(y'+  ^')  dydz  =  it 
setzt; 

Multiplizirt  man  diesen  Ausdruck  ndt  )  q  ds,  indem  man  unter 
^  die  Dichtigkeit  des  Stabes  versteht,  und  integrirt  ihn  über 
die  Länge  des  Stabes,  so  erhfilt  man  den  Werth  von  T,  der 
in  die  Gleichung  (20)  zu  setzen  ist.  Wirken  auf  den  Stab 
keine  äusseren  EJäfte,  so  wird  diese  Gleichung: 

Die  Gleichimgen  (19),  (20)  und  (24)  sind  unter  der  Voraus- 
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Ueber  du  Oklci^ceirioht  und  dio  Bewegoo« 


setzoDg  abgeleitet,  ilutis  der  Stab  in  seinem  oatArLicheo  Zmtuik 
cylindrisch  ist;  mit  ein«r  gewissen  ModiJicatioD  geltea  aio  abtx 
auch,  wenn  der  Stab  in  aeinom  natürlichen  Zustande  uek 
cylindriacb  und  beliebig  gebUouat  ist,  fAUs  nur  der  Qaendnili 
iÄerall  derselbe  ist  Unter  dieser  Bedingung  wird  der  StAl 
durch  pausende,  aof  sein  Inneres  wirkende  Kräfte  crlindriici 
gemacht  werden  können;  dabei  worden  weine  Tbeile  anendlici 
kleine  Dilatationen  erleidi?ti;  beüieht  man  die  Qrösaen  x,  jr.  •' 
und  M,  p.  w  ttuf  den  Zustand,  in  dorn  der  Slali  Kieh  dann  be- 
findet, statt  nof  »einen  nnttlrtichcn  Zustand,  und  bezächoel 
dnrcb  u',  v',  w'  die  Wertbe,  die  »,  v,  «r  annehmen,  wenn  nai 
den  Stab  in  seinen  iiatÜrLicheii  Zuntaiid  und  in  eine  bcÜebiipi 
Lage  üliergcben  l^sst,  so  werden  die  Grlcichongen  (10)  and  (U] 
richtig,  wenn  man  in  F  statt  m,  o,  «j  aetrt:  n— «',  •  — /, 
w  —  tc.  Daher  werden  die  ßleiclmngen  (19) ,  (20)  und  (34; 
auch  jetzt   gelten,   wenn  man  infßkp,  q,  r,  e   goaetlt  btl: 

P — Pi  y~yt  *■  —  '''»  « —  <*  ""o  P*  9\  »■'•  <  ^0  Weiibe  W- 
deuten,  die  p,  q,  r,  i  annehmen,  wenn  man  den  Stab  in  stma 
natOrlichen  Zustand  und  in  eine  bcUcbige  Lage  tkbe^obes 
Itsst.  Bä  sind  Dfinilich  in  diet>-em  Falle  u  —  ti',  v  ~  v,  w  —  »' 
dieselben  linearen  Funktionen  von  p  ~p',q  —  q,  r  —  r\  t  —  i. 
nie  in  dem  frUhereu  »,  p,  h>  von  p.  ij^  r.  c.  TJm  die  WafatfaiA 
dieser  Behauptung  einzuKehen,  muss  man  nur  erwftj^,  dui 
die  Gleichungen  (14)  anch  hier  gelten,  das»  auf  demselboi 
Wege,  wie  diese,  sich  die  Gleichnngen  ableiten  lassen,  die  lai 
(l-I)  entstehen,  wenn  mau  den  Zeichen  k,  f,  «p,  Uy„  v^,  «,, 
9,  r,  e  einen  Strirh  beiHiet  (in  denen  dann  k'«,  e',,  w*, 
Werthe  von  u',  n\  vs  för  j  =  0  bedeuten),  und  daes  die 
chungen  (10),  (17),  (18)  richtig  sind,  wenn  mau  in  ihnen^ 
w  ersetzt  hat  durch  «  —  «',  r  —  u',  w  —  w. 


§8. 

Es  KoU  jetzt  die  Gleichung  (19)  weiter  entwickelt 
unter   der  Vorau]>8etznug,    dass   auf  den  Stab    keine 
äusseren  Kräfte  wirken  als  solche,  die  in  den  Enden  deiiselbeB 
ihre  AngiifTüpunktc  liabeii. 

In  dem  Ausdrucke  Ton  /  kommen  nur  vier  gesachte 
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tionen  von  s  vor,  nämlich  p,  q,  r,  s;  diese  sind  aber  definirt 
durch  die  Diflerentialquotienten  von  |,  ij,  f,  a^,  ^„,  y^,  a^,  ß^, 
Yn  ffff  ßn  Yti  zwischen  denen  gewisse  Bedingungsgleichungen 
bestehen.  Die  16  genannten  unbekannten  Funktionen  von  a 
will  ich  für  den  Augenblick  durch  y,,  y^,  ■••  bezeichnen  und 
die  Bedingungsgleichungen,  die  zwischen  ihnen  bestehen,  durch 
qpj  =  0,  ^2  =:  0, Setzt  man 

wo  Aj,  A,, . . .  neue  unbekannte  Funktionen  von  s  bedeuten,  so 
ist  die  Gleichung  (19)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

(25)  0  =  3i2  -  sjuds, 

in  welcher  Jy,,  d'y,,  ...  dX,,  SJl^,  ...  aJa  unabhängig  von 
einander  zu  betrachten  sind.  Da  nach  der  gemachten  Annahme 
3Si  HOT  von  Variationen,  die  sich  auf  die  Enden  des  Stabes 
beziehen,  abhängen  soll,  so  muss  hiemach  für  jedes  y 

dt 

sein. 

Ich  stelle  nun  die  Bedinguugsgleichungen  ff^  =0,  ^3  =  0, 
...  zusammen  und  füge  die  Bezeichnungen  der  Faktoren  \, 
Xf,  ...,  die  ich  einiühren  will,  hinzn. 

Bedingungsgleichungen.  Faktoren. 

§f-«o(l+«)  =  0,  4 
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^^^^^_          806                 Ueher  das  (ileichfjicwicfat  uud  die  I^K^ 

■ 

^^^^B                    BediQgungsgloichuagen. 

Faktor«" 

^^H              «i«s  +  ßißi  +  Yirt       =  0,                        ift, 
^^m             «.«<.  + A,'^«  +  ;'iy«       =0.                        i«. 
^M                 «o«i  +  ßoßi  +  uri       =  *>.                       Kf 

^H               Setzt  man  in  der  G-Ieichuiig  {26)  fUr  y  der  Reihe  nach:  p.  ^ 
^H               r,  e,  J,  »;,  ^  u^.  >%,  /o^  ct^,  j*,,  y^,  tt,,  j^^  y^  ao  vrk&lt  w^i 
^^M               lütrnioch:                                                                                          ^H 

^H              §j-^''«.+flÄ+(>.» 

^H 

^1 

^H              ^C^)=Af,^»  +  Ä^«„  +  a«.a,+i„a,- 

•^(i+«!^H 

^H              ^^  =  ^^+C/?o  +  A„,/?,+i„Ä- 

^(1+-).  j 

^H            ^JaMLl  =  A//^  +  Oo4-;.«y,  +  i„,;',- 

<?(i+<]^  ■ 

^H             '^^*  =  A/o7;'  +  i.o«o  +  Ä„«.+i..«„ 

^fl 

^H              '^^  =  ^oS  +  *wA  +  A»iS,+A.,A. 

^^^^^^^^H 

^V               %^*-Jtfo^Ä  +  ^oy.  +  An^  +  ii.?'r 

^1 

^■e                 rf(^)  =  jm;  ^'  +  i,„«,  +  Ä„a.  +  i„«,, 

^1 

^H            '^^  =  •*'.  ^  +  ^»A  +  A,.  A  +  ^,  A 

^H 

^H         ^T^^-^^'  +  ^oJ-o  +  a^ri  +  ^y«. 

H 

^^H                                                 '-31  ~  *ij'  'ü!  ~  '■la'  ^<j  ^  ^i'                     ^^^^^ 
^H              Aas  den  drei  letzten  Gruppen  dieser  Gleichungen  zu  je  drö« 
^^H              findet  man  durch  MultiplicuÜOQ  mit  a^,  ß^,  y^  mit  a^,  ß^,  t^f 
^H              mit  CT,,  ß^  ;-,  und  Addition  die  folgeiülen:                            ^J 

M,P  =  kl  -  (1  +  i) {Aa,  +  Bß,  +  O,), 

Da  nuQ  A,,  =  1,,,  ^  =  Ä^,  Ajo  =t  ^,  ist,  bo  orgiebt  alcU  hieraus, 
venu  mun  benutjct  dass  i  unendlicli  klein  ist; 


(27) 


''^=.V„r-.W,;,-(^«, 


rf« 


Die  Gr&ssen  M„  .V,t  ü/«.  /I.  ß,  C,  die  in  <lieaöD  Gleichungen 
vorkonuneD,  haben  eine  einfache  Bedeutung^  die  ich  ableiten  will 
Es  soll  der  Änfun^  des  Stabes  als  befestigt  angenommen 
and  dio  Gleichang  (25|  auf  den  Tbcil  des  StAbc«  vou  seinem 
Anfange  bis  zu  einem,  durch  einen  gevi!>sen  Wertb  von  t  be- 
stimmten Qnorschmtt  angewendet  werden;  es  ist  das  erlaubt, 
weun  man  unttr  $ii  dius  Monit-nt  der  elastischen  Ki'ältt'  ver- 
iiteht,  welche  auf  diesen  Quoräclmitt  von  den  TheiUin  den 
Stabes,  denen  grössere  "Werthe  von  «  entsprechen,  ausgeübt 
vorden.    Die  Ötelchung  (25)  wird  dann: 

oder  entwickelt: 

3/3  =  AS^-i-  Bdij  +  cdc 

Hieraus   folgt,  dass  A,  B,  C  die  Summen   der  Componenten 

20* 
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oacli  den  |-,  i,-,  f-Axen  der  elastischcD  Krftft«  sind,  die  auf 
den  durch  den  angonommeiien  Worth  ron  *  bestimmten  Quer- 
schnitt von  denjenigen  Tbeilen  des  Stabes,  dent^  grössere 
Wertho  von  *  entsprechen,  ausgeübt  werden,  und  dass  M„ 
;!/,,  .Vj  die  Dreliungsmoment^  dei'selbeu  KrilTte  in  Bezug  auf 
die  jv,  y-,  f-Äien  sind.  Der  Sinn,  in  welchem  diese  Drehungs- 
momentc  als  positiv  gerechnet  sind,  ]llsst  sich  folgoadenuassen 
angeben: 

Setzt  uian  die  Boiht^nfolgc  der  Axen  fest,  daits  auf  iSe 
x-Axe   die  i/-Axc,  auf  diesi-  die  r-Axe  und  auf  diese  viede^H 
die  r-Axe  folgt,  »o  ist  dos  Drehimgsnioment  in  Bezug  auf  uinlH 
der  Axcn  positiv,   wenn   e»  —   diese  Axc  ala  die  erste  ge- 
r<-chiict  —  die  Punktv  der  ilritten  Axe  nach  der  Richttuig  der 
2w«iten  zu  bewegen  Micht 

Es  möge  beiuii'rkt  wenlt^n.  daas  ans  dieser  Bedeutung  roa 
-■f,  n,  C.  3/„,  äJj,  M.  dir  Gleichungen,  welche  nwssprecbrai, 
(lass  A,  It,  C  von  t  unabhängig  aindi  und  die  öleichungeo  (27^ 
sich  leicht  herleiten  lassen,  indem  man  die  sechs  Gleichge* 
wicliLsbcdinguiigcn  eine«  »tarrcn  Köqwrs  anwendet  auf  ein 
durch  zwei  beliebige  Quersolinitte  begi-enztes  Stück  des 
Setzt  man  nüniUch: 

so  geben  die^e  Bedingungen: 

A  =  const,,        ß  =  congt.T        C  =  coni^L^ 

.Vj  4.  (ö;-  -  Cjj)  =  const., 
^t  +  {C^~  AC::  «  const, 
M;-i-[Ar,  —  Bi:  =const 

Ciffcrenzirt   man   diö  drei  letzten  Gkichungtn,  mnitiplizirt 
darauf  einmal  mit  u^,  ;%,  y^,  dann  mit  «j,  j*,,  y,.  endlich 
(^i)  ^v  Yi  ^^^  addiil  sie  jedesmal,  so  erhIÜt  man  die  61 
cliungen  (27). 

In  diesen  Glciebungcn  hat  man  nun  zu  setzen: 

B  f 

■*^o  =  ff^  =  %! O'  - F)  +  «Ol  (?  -  ?')  +  "m  ('■  —  '■')+  '^ C« - 


ciiiG«  unendlicli  tlänncu  claotiscIicD  t^ta.bce, 
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<1abei  hat  man,  wenn  mau  der  Kili-ze  wegen 
Au^  +  Bß^  +  Cy^^^  S 


^  =  57  =  «M  (/^  -  P")  +  "ji  (7—  71  +  «« (»^  -  0  +  oji  («  —0. 

Die  GrOssoD  a  sine!  hier  von  den  Conetanlou  des  QuereeUiiittfl 
und  der  Elastieitilt  des  Stabes  abliUngig,  und  zwisclmn  ilmen 
bestehet!  die  Ii«lationen  %^  =>  a,p,  ff^  =  "nt  •  ■  •  •  ^^'^  Gi'össeti 
o  sind  iiiclit  alle  ron  derselben  Ordnutig.  Da  «  —  «'  eine  Zahl 
ist»  aud  p — p',  7  —  j',  r  —  r  reciprnke  Längt-n  sind,  so  müssen 
die  GrSssen  n,  velche  einmal  den  Index  3  haben,  eine  Di- 
nn'iiaion  weniger  enthalten  als  diejenigen  Grössen  (r,  bei  welchen 
der  Index  3  nicht  rorkomnit,  und  eine  Uiniedsiun  mchi-  als 
Off]  die  Längen,  welche  in  den  Ausdrücken  der  Grössen  a 
Torkommen,  sind  aber  von  dor  Ordnung  der  Dimensionen  des 
Querschnitts  des  Stabes,  also  unendlich  klein;  es  müssen  da- 
her a^,  a,i,  Ojy  unendlich  klein  gegen  ir^^  und  unendlich  gross 
gegen  die  anderen  Grössen  a  sein;  aus  diesem  Grunde  dürfen 
die  mit  e—  i  behafteten  Glieder  in  den  eben  angogobeneii 
Gleichungen  nicht  vemiicLlfissigt  werden,  wenn  auch  p  —p, 
y  —  j',  r  —  r'  endlich  sind.  Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen 
folgt: 

(_('__  <*t<,(F—p)  +g|i(?-g')+>f'— '^>-^. 

diesen  Werth  denke  man  sich  iu  die  Ausdrücke  von  M„.  jt/,, 
3/,  substitoirt;  die  Tenno  derselben,  die  S  enthalten,  werden 
dum  wegen  der  eben  angefUhrten  Verhältnisse  zwisclien  den 
Grossen  a  unendlich  klein  gegen  A/„,  3i„  AK,  falls  S  nicht 
nnendlich  gross  gegen  J^„  ^J^,  M^  ist.  Wird  dieser  ^all  aus- 
gfschloeaeiif  80  hat  man  daher: 

f  K  =  *oü  (/'  -/O  +  *o,  (9  -  ?■)  +  *«(>■-  '■'). 

(28)  3/,  =  4,,  {p  —p)  +  A„  (5  —  ?')  +  *„  ('■  —  r). 
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Ueber  daa  Gleichgewkfal  und  die  Itewei^taig 


WO  die  Gri^ssseii  &  sich  iii  ein^icliifr  Weis«  ausdrQcken 
durch  die  Grössen  a,  und  wo  V  =  *ia'  *n  =  *iir  *»=**■ 

Die  Bediiigimg.  unter  der  diese  Gleichungen  gehwif  fi«' 
Bedingung  nämlich,  da.ss  S  nicht  luicndtich  gross  ist  gegeo 
M„,  iW,,  il/,,  wird  erfüllt,  wenu  bei  der  betrachteten  Gleich» 
gewichttifigor  des  Stabes  die  Äxe  desselben  endlich  gekrflmmt 
ist,  einerlei,  ob  im  catOrhchcii  Zustuiidu  diese  Axu  gerade  odrr 
kruQun  ist.  Aus  den  Gleicbungcti  (27)  folgt  nämliclt,  dass  dii: 
Ausdrücke  Aa^  +  Bß^  +  Cy,  und  Auj  +  Bß^  +  CV,  von  der- 
selben Ordnung  siad  wie  SJ^,  M^  M^i  dic^clbi-a  Ausdrücke 
müssen  alao  uucndlicb  klcio  gegen  S  sein,  weou  S  unetuilidi 
gro59  g^gen  M^,  Jtf,,  M^  sein  soll;  ist  jenes  der  Fall,  »o  mttsseu 
aber  die  Yerhültnisse  A:B:C  unendlich  wenig  nbwcichen  too 
den  Verhältnissen  ti„:ß(,:Yo\  ^-  ^  ^o  Richtung  der  Tangente 
der  Axe  des  Stabes  mu8s  überall  unendlich  wenig  abweichen 
Ton  der  Ricbtimg  der  Resultante  der  eynstaiiten  Krfifle  A,  B,  C. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dass  der  Stab  in  »einem 
natürlichen  Zustande  c}'lindrisch  i^t,  d.  b.  Aasap'^O,  ?'=' 
r'ssO  ist.  Substituii-t  man  diu  Wcrthe,  die  dann  *W„,  .l/^ 
in  Folge  der  Gleichuttgea  (28)  erhalten,  in  die  Qleichong 
(27),  so  gelaugt  mau  zu  Dürereiitialgleichungen,  welche  identisi 
mit  denjenigen  sind,  auf  welche  die  Uutersuchiinc  der  Rot 
eines  schweren  Körpeit^  um  einen  festen  Punkt  füJirt,  ve 
man  den  hier  gebrauchten  Zeichen  die  folgende  Bcdcutiuig  ia 
Beziebung  auf  den  rotircnden  KiJrper  ^bt: 

Die  Aien  der  ^,  jy,  ^  sind  die  Axen  eines  im  Hati 
feeten  Coordioatensystems;  die  Axeu  der  T,y,  z  niud  die 
eines  im  Körper  festen  Coonlimitensyst4'iiis  nir  Zeil  «;  der 
Anfangspunkt  de«  letzteren  ist  der  Drehungspunlit,  »eine  ^Axe 
geht  durch  den  Schwerpunkt;  A,  B.  C  sind  die  negatiTt'U  Com* 
ponenten  des  Gewichtes  des  Körpers  nach  den  !•,  <>-,  y-Azen« 
multipUcirt  mit  der  .r-Coordinat«  des  Scbwei'pnnlctes;  enc 
ist,  wenn  m  die  3la&se  eines  Raumelemcntes  des  KOrper« 
deutet,  das  die  Coordinnten  x,  y,  t  hat: 


"ao 


—  ^msjt, 


i„—  ~£mjcj/. 


einM  immdlich  dänaea  e)ft«tUc}i«-u  }>t&li««. 


3U 


Die  Bestimmung  der  Gestalt  des  elasti&cli«n  Stabes  erfordei-t, 
w^nn  das  entsprechende  Problem  der  Botation  geläst  ist,  uoch 
die  Auiiftilining  dreier  Quadraturen;  man  erhält  nämlicli  die 
laufenden  Coordinat«»  eüi&ä  i*unkte>i  der  Axe  des  Stabes  au» 


den  Gl^^icliiuigcii: 

b 

^H      Ich  wi 

f    Ztefande  i 


=  fß,ä,,        t=fr,d4. 


$.4. 


Ich  will  schliesslicb  die  entwckelte  Theorie  aui  emea  eia- 
Pull  anwi-ndcii,  in  dem  der  Stab  in  seinem  natürlichen 
Ztefande  nicht  gerade  ist;  der  Stab  sei  ein  Draht  von  kreis- 
förmigem Querschnitt  und  nach  allen  Richtungen  gleicher 
Elasticität,  dessen  Asc  im  natOrlichen  Zustande  eine  Schrauben- 
liitie  bildet. 

Bei  einem  Körper,  dessen  ElaaticitBt  in  allen  Richtungen 
dieselbe  ist,  bestehen  die  Gleichongon'): 

X  =  2Ki{\  +  0)^,  +  dg^  +  Öl.}, 
J',  =  2A-{ö.-,+(I+d)r/,-j-04 
Ä  «  2Ä-JÖJ-,  +  Öy,  +  (t  +  Ö)  t.}, 


T,  =  Ky„        Z,  =  Ar, 


Kl. 


Daraus  folgt   Hir  den  FiiII ,  dass  x,  y,  z,  u^  n,  w  sich  auf  den 

natürlichen  Zu.<<tand  des  Körpers  beziehen: 

(29)  /•=  K  {^'.  +y«,  +  »'.  -H  y\  +  Iz«,  +  jr«. 

Die  Gleichungen  (23)  geben: 


y»  =  ''  = 


I  +2«'" 


if.  =  0. 


1)  lu  die»eii  Oleicbuuf;«!)  tabeu  ilie  GrSsaeu  K  und  0  clie««tbo  Uo- 
daatnng;,  nie  in  meiner  Abhundluiig  „Über  das  tileicbgewiuht  und  die 
B««egtu)g  tSoet  «lutucbcn  Sclicibo".  Ich  bemerk«  bei  dieser  Gelegon- 
heit,  daas  (&:  Tbeoric  des  Olcicbgeviclits  und  Jcr  Bowegttiiie;  einer  un- 
eodlich  dftnncn  clut.is(:h«n  Sch^iibc  sich  stjtnger,  ata  es  <lort  gescbehen 
Wt,  enn\ick<.dn  lltwt  aiif  einem  Wege,  der  Itlitiliili  clctnji'itigon  ist,  den 
ich  in  dietcr  Abbotirltuiig  filr  eineii  Stab  eiiigi^si: klagen  habe,  und  daaa 
Bat  diwcnt  Weg«  ■udi  der  Fall  Itebandelt  werdim  kftaui,  ia  deu  die 
Scbcib«  in  TerMUedeiiea  Blcbtongen  verubledene  Etastidiat  hat. 


SL2 


Ueber  das  QUichRevicht  and  die  Bevrvguag 


Die  Gleichungen  (21)  und  (22)  wci-dcn: 
mid  for  y  =  0 1 

Da  der  Querschnitt  des  Drahtes  ein  Kr^is  sein  soll,  so  ist  y 
y'  ^  t*  —  const.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  Vorbindun^ 
mit  der  ersten  der  Gleichungen  (18)  fol^  daher  u^  =  0.  Di* 
Gleichungen  (15)  gehen  demnach: 

Es  wd  abo; 

Bildet  man  nun 

f-JFdyät, 
benutzt  dabei,  dass 

fgdydz  =  0,        ftdydt^O,        fj/idpdtw^Q, 

und  setzt,  gemllss  der  schon  büher  gebrauchten  Bezeichnung, 

fd.vdt  =  X,       fy'dydi  r^fz^djfd:^^ 

so  findet  man: 

VoD  den  Grössen  a^„  a„j,  . .  .  sind  dahi-r  all«  mit  ungleic 
Indkes  Tersehenen  gleich  Null,  und  os  ist; 

„    -  K„       -        -        1+8* 


1  +8« 


JT/i,       (h% 


g  1  +  a»  „. 


Von  den  durch  die  Glpicliungen  (28)  eingelUhrton  GrOflsea 
4^„,  ...  Bind  gleichfalU  diejenigen,  irelche   ungleiche 
haben,  gleich  Null,  und  es  ist: 

1  +a« 


"» 


Ä>,        i„  =  i„  =  x+%i^l^ 


einei  unendlich  dQimni  claatbchcn  Stab««. 
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Der  Kürze  wegen  90U  gesetzt  werden: 


*flO=  ^-t 


A.i  =  ''n  =  -'^■ 


IcU  hezeichne  durch  f,  ./,  f,  «'„,  (f^,  y\,  a\,  ^^,  y\,  «\,  /«'„  y't 
■  die  Werthe,  die  |,  5,  y  u^,  ß„  y„,  «,,  ^^  y„  «„  ^^  ^,  an- 
I  nehmen,  wetui  der  Dralit  in  soiae  nutilrliclie  Gt-estatt  und  in 
'     eine  gewisse  Lage   gebraclit  wird;   diese  Lage  liUst   sich  sa 

wiUilen,  da&s 


r  = :  sin  Ö-' .  cos  n's 


i$t,  wo  &'  und  n  Constantcu  Bind;  dabei  bcdcntot  &'  den 
Winkel,  den  eine  Tangente  der  Schraubenlinie  mit  der  Axe 

deiselbea  bildet,  und  °^^  iet  der  Radius  tier  CjUuderflilctie, 

auf  der  die  Schraubeidiiiie  hegt,  äun  die<ieii  Wertheii  von  ^, 
»/'  äT  ergeben  sich  die  folgenden  "Werthe  von  a\,  ß^^r  Y o'- 

u'a  =  CO8  &', 

^0  =  an  !?■' .  cos  n's, 

y'o  =  sin  fl' .  sin  n's. 

Iidar  Qoenchnitt  de»  Drulites  kein  Ereb.  ^o  wUrdeii  durch 
'  IStffllrTicbe  Gbstalt  desselben  auch  die  Werthe  von  «'„  (^yr\y 
t'v  ?v  '/\  ^iä  &"f  einige  Vorzeichen  bedtimmt  sein;  da  abar 
der  Qucrsdinitt  als  kreisicJrmig  Torausgesctzt  ist,  so  bleibt  eine 
dieser  Grössen  wilUcUrUch  und  kana  gteich  einer  ^^ilIkU^licbcn 
Function  von  $  angenommen  «"erden;  ich  sct^e: 

u\  =  sin  d-' .  cos  f*, 

indem  ich  unter  t  eine  willkltrlicho  Coitstante  versiehe').  Es 
ergiebt  sich  dann  aus  den  Relationen  zwischen  den  Grossen 
ff',  /?■,  Y,  wenn  mau  über  das  uubeatimmt  bleibende  Vorzeichen 
Ton  a'j  nach  WillkOr  vertilgt, 


I)  Eb   lüMi   slcli   die  RMkmiiig  etwu   abkürzen,  indem  man  /'  =:  0 
MM;  docb  «ich«  ich  ea  v^t  dien  Oonet&ntP  tiiibi?stiLniDt  xu  lAaa^^a. 
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Ud>er  du  Oleidigeiirivlit  uud  die  Bewegung 


[i\  =  —  COS  *■' .  coe  «  j .  COS  /■»  —  8Ü»  um  .  sin  (m, 
y\  =— eosi^'.sdnji'«  .C08i'j  +  coan*,tänts, 

ß^s  =  —  coa*'.c*sn'#.sin/'<  +  aiiin'*.cosr*, 
/a  =  —  coa ^' . sin itf  .sra/"«— cosii'#.co8/^*. 

HieniUB  findet  man  weiter: 

p  =  f  —  h'  cos  &', 

y' =     —  «'sind',  cos  r#, 

r'  =    —  n  sin  *' .  ain  f». 

Nun  setz«  miui  |,  »;,  2;  «„,  Äj,  y^,  o„  ^„  ;'„  «„  ^a,  y, 
den  Ausdrücken ,  dio  aus  den  Ausdrücken  von  §",  r,\  ^,  . , 
entstehen,  Tvonn  man  in  diesen  die  Conrtanten  >f.  »',  (  eiset 
durch  neue  Cont^taiiten  *>,  n,  L  Allen  DifferentialgleichD 
des  Problems  mit  Aiisnahmo  der  Gleichungen  (27)  wird  danc 
genügt,  welches  auch  die  Wertlie  von  >?,  n.  /  sein  mögen;  d> 
durch,  doAS  maa  passende  Beziebungoti  zvrisclieu  den  Constanleo 
&.  V,  f,  O'j  n\  t,  j4,  B,  C  festsetzt,  kann  man  auch  dies«  «a»- 
iWIen.  Die  Gleichungen  (27)  wenlen  uämlich,  worin  man  <Üe 
Gleichungeu  (28)  und  die  oben  eutwickidten  WtrtLe  der 
Öiösaen  b  anwendet: 


^''^-^  =  ^>?-?'0, 


iVifc«'>=ii:(,,_y-),_iV(r-0;._(^«,  +  M  +  Q-ti- 
j^iSt^  =  iVte-jV-itp-p-)?  +  Au,  +  Bß,  + 
Denselben  wird  genügt,  wenn  man  sehEt: 

A  =  -^1  7,  {«cos  1^  —  11*  cos*')  sin  ff 
sin  d  I 

—  JV  (ft  ain  «>—  n  sin  ^^  CM  I 

fi  =  o,      c=a 

Die  beidcQ  letzten  dieser  Glcichmigea  sprecheu  »De  roo 
Bedingungen  aus,  unter  denen  die  fUr  ^,  i;,  T,  . . .  aogenOfit^ 
mencn  Ausdrflcke  gelteu;  sie  sagen  aus,  dass  die  auf  das^ 


eine«  nuvniUich  dfioucn  cliLstischca  Stabes. 


SIS 


des  Droljt*3  wirkeude  Kraft  die  Richtung  dcrAx«  dcrSphraubeo- 
Unie  bubcn  niiUis.  Zu  dieser  Bedingung  tritt  noch  eine  andere 
hinzu,  die  sich  auf  die  Prehungsmomentc  beziolit,  dio  auf  dn» 
Ende  des  Drahtes  &u8geilbt  werden.  Die  ülltichungen  (28) 
geben: 

itffl  =  —  /.  (m  coa  &  —  «'  cos  *'), 

Ml  =a  ^  N(n  sin  S'  —  n'  ain  ö-')  co»  /'«, 

3ij  =  —  A  ( »  sin  t?  —  n  sin  &■']  ain  tt. 

In  diesen  tileicliungen  mög*  nnter  «  der  auf  das  Ende  des 
Brafatcä  bezügliche  Werth  Tcrstandeu  werden;  bildet  man: 

Mi  =*  M„  u.,  +  jVi  «j  -f  jl/j  tfj, 

JH:  ==«<,?■„  +  M,  ^1  +  Ml  y,, 

60  sind  dann  iW|,  A/^,  >/;  die  Dreliungsmomeute,  die  von  Äasaen 
her  auf  das  Ende  des  Drahtes  wirken,  in  Bezug  auf  drei  Äsen, 
die  durch  das  Ende  den  Axcn  der  |,  r;, ;;  parallel  gelegt  sind. 
Man  findet: 

+  .'V(nsin(9  — n'sini?>')8in#], 
-V,  =  —  {  L  («  C08  i?  —  n  C08  I*?-')  sin  ö- 

—  J</ [näa  9-  —  n  sia  &')  coe  ff]  coa  «*, 
>/;  =  —  {X  (n  coa  t>  —  n'  cos  O'}  »in  ■> 

—  iY(n  sin  &  —  n'  sin  &']  cos  Öj  sin  n». 

Die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  schreiben: 
M^  =  A:,  M:  =  —Ar;, 

wo  j;  und  (  «ich  auf  das  Ende  des  Drahtes  bczichn.  Es  folgt 
daraus,  dass  iV,  und  J/;  gerade  den  DrehungBinomeiiten  gleich 
Siiml.  <lic  die  Kraft  A  heiTorbringon  würde,  wenn  sie  ilireii  An- 
griffspunkt in  einem  mit  dem  Ende  des  Dralites  fest  verbiin- 
denen  Punkte  der  Axe  der  Schraubenlinie  hätte. 

Hiemach  gelten  die  ftlr  J,  tj,  t,  .  - .  «ngenommeiieu  Aus- 
drücke, wenn  die  Formänderung  des  Drahtes  hervorg^-hnicht 
Ut  dnrch  eine  Kraft  A,  die  auf  eioen  mit  dem  Ende  des 
Drahtes  fest  Tcrbondenen  Punkt  drr  A:tc  der  Schi-aubeidinie 
in  der  fiicfatimg  dieser  Aie  wirkt,  ond  duixh  ein  Drehuogs- 


81Q    U«b«r  dw  VcrtiXlUkUa  d'ir  Qucrcontractiffn  tut  LftDgendiUtatioa 

momi'ut  Ati  nm  dic»ullie  Az«.  Sind  .4  und  Mi  gegebcf),  M 
bestimmcD  die  Gleichungen  fUi'  A  and  At^  die  beiden  unbe* 
katuiteii  Constanteti  »  und  ä,  die  in  den  AusdrOcken  von  f.  i^i 
Torkonuncu.  Sind  diese  gefunden,  so  bat  man  Gü  die 
Ubigeruog  der  Schraubenlinie  den  Ausdruck 

8(ws&  —  eosd") 

uiid  fOr  die  Dreliting  Uires  Endes  um  ihre  Axe  den  An 

wo  I  nieder  »ich  auf  dn'i  Ende  bezieht 

üra  atif  den  Fall  zu  kommen,  der  in  der  Einleitung  als 
der  Oegeastand  dieses  Paragraphen  bezeichnet  wurde,  hat  nun 
A/f  —  0  zu  setzen.  Die^i-n  Fall  liat  schon  «T.  ThoouoD ')  be* 
handelt ;  aber  die  Betrachtungen,  die  er  Ilber  denselben 
sind  nicht  strenge,  und  das  Resultat,  zu  dem  er  gelangt. 
nicht  genau. 


rpber  das  A'erhJlltiiiss  der  (tiiprfoutrnftiou  inr 
LAugendilatatioD  bei  Stjibeu  von  IVflerhaiieiu  Stahl.*) 

Wenn  ein  homogener  cyüudmcher  Stab,  de&sen  ElasticiiSt  in 
verschiedenen  Bii^htungen  dieselb«  ist.  in  der  Richtung  seiner 
L&iigc  tlurch  einen  Zug  ausgedehnt  wird,  so  erleiden  mne 
Querdimensionen  eine  Contraction.  Nach  theoretischen  Be* 
trachtungen  von  Poisson  sollte  das  Verhfiltiiiss  der  Quercoa- 
troction  zur  liäiigendilatalion  immer  J  sein,  Werlbctm  Bchkna 
au5  seinen  ^''e^8uchc^.  dass  dasselbe  1  ist;  nach  einer  mefar^h 
ausgesprochenen  Ansicht  hat  es  weder  den  einen  noch  den 
anderen  Werth  und  ist  verschieden  bei  Terschiedencn  Sabstoni^ 
Bei  den  meisten  Körponi.  bei  denen  man  eine  gleiche  Elasti* 
cität  in  verächiedeneii  Richtungen  annehmen  kann,  stellt  aich 
der  oxperimentellen  Bestimmung  diesem  Verhältnisses  der  Ci 
stand  hindernd  in   den  Weg,   dass   bei  ihnen,  auch  bei 


1)  Hedi.  Mag.  L.  j».  160  ami  fiOT. 

2)  Pogg.  Ann.    Bd.  10».    li(&9. 


b«i  Sahen  voa  federbkrlem  St«Iil. 
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Ueiuen  Fonoändenui^eQ.  bleibende  Debinuig  und  elasüscbe 
^acbvru'koDg  in  crlieblichem  Grade  sich  zeif^cn.  £s  ist  diese» 
der  Fall  bei  aasjicgluiittii  MetaUdrMitCD  nnd  Glasst&bon,  Iki 
bart  gezogeiieo  Keialldrühteii  ist  eine  bleibende  Dehnung  und 
eine  elastische  Xac-hwirUung  riel  weniger  bemerklich;  aber  b« 
ihnen  ist  ncber  die  Elasticität  in  verschiedenen  RichtnngeD 
verschieden.  Bei  gehärletcn  Stühlstäbeu  dagegen  kann  man 
wohl  mit  Wahrsch<'iiiUclil(eit  eine  Gleiclilicit  der  ElasticitÜt 
in  reracbiedenen  Richtungen  rorauswitzen :  und  da  diese  über- 
die!><i  melir  noch  als  hart  gezogene  Dräbt«  einem  idealen  eta- 
stiscben  Körper  ähnlich  sind,  so  ersclioinen  sie  vor/ngsweise 
geeignet  zu  Versuchen  über  den  Werth  jenes  VerböJtnisaes. 
Ich  liabi'  an  mehn-n-n  rumlen  Stäben  von  federliftjtcni  Stall). 
Ton  etwa  2,65"""  DnrcbmcNscr  und  nngcItVlir  300""°  Länge, 
solche  Versuche  ausgeführt  nnd  Till  diese  hier  beecbieiben. 
Es  Htelle    in  Fig.    13  p.  g' 

A"  A  eiacn  elastischen  Stab     ,^  [|- ^^ 4^"^ ' 

Tor,    der    in  A**  horizontal  J  jf\ 

befestigt  ist;  in  A'  sei  ein  ji,.  i;^ 

horizonlaler  Arm  A'  B'  senkrecjit  auf  der  Längsriclitung  des 
Stabes  an  demselben  angebracht.  Wird  in  fl  ein  Gewicht  P 
Aageh&Dgtf  so  bewirkt  dieses  gleichzeitig  eine  Biegung  und  eiuu 
Tonion.  An  dem  ü-cien  Ende  des  Stabes  sei  ein  Spiegel  C 
so  befestigt,  dass  scriite  Fläche  nahe  bon'zontai  ist;  gegen  den 
Spiegel  sei  ?on  oben  her  ein  Femrolu-  gerichtet,  und  eine 
Seale,  die  aus  zwei  Systemen  seukroclit  eich  scliueidender, 
gleich  weit  von  einander  abstehender  Linien  besteht,  sei  hori- 
zontal 80  angebracht,  dasa  ihr  Spiegelbild  im  Femrohr  er- 
scheint. An  dieser  Scale  l&sst  mh  dann  gleichzeitig  die  ßie* 
gnng  und  die  Torsion  beobachtea.  Angenommen,  dass  der  Quer- 
schnitt des  Stabes  ein  Krei»  idt,  ^o  kitiui  man  au&  dem  Radius 
desselben,  dem  Gewicht  P,  der  Länge  A^  A  tmil  der  beob- 
acbtvtcn  Bieginig  den  E)asticitgt«co€^cienten,  aus  dem  RadiuSr 
dem  Oewicbte  P,  den  Likugen  A''  A\  A  B'  und  der  beobach- 
teten Torsion  den  Torsi onncoSfficienten  berechnen;  aus  dem 
VerbSitnisse  dieser  beiden  CoSfücienten  ändet  man  dann  leicht, 
nnler  der  Voransaetzung  der  Gleichheit  der  Ela'sticität  in  rer- 
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schiedenen  Richtungen,  das  gesucht«  Vcrli&Unies  4«r  Qaer«»- 
trfiction  zur  Längeudilatjition.  Bei  der  Bestimmung  die«« 
Verhältnisses  ist  die  Ketintniss  dos  Radius  des  Stabes  aoaOtfaig, 
da  dieser  in  gleicher  Weise  in  deu  Ausdrücken  des  Elwtici- 
tEtscoefficienten  und  dos  Torsioiiscoefficienteii  Torkomtnt. 

Die  iStäbo,  welche  ich  tlen  ^'e^^uchen  unterworfen  habe. 
sind  Stücke  von  gi-zogeneii  Drähten;  man  kann  daher  bei  ihnen 
nicht  mit  Sicherheit  voranssetxeii,  da^s  ihr  Querschnitt  cm 
Kj-eis  ist;  mau  wird  aber  ohne  merklichen  Fehler  annefamra 
dllrfeu.  das«  der  Querschnitt  eine  Ellipse  ist.  bei  der  das 
Qundral  der  Exceutricität  vcrnaWilässigt  worden  kann.  Bti 
dieser  Annahme  kann  man  sehr  leicht  den  Einiluss  der 
weichuiig  des  Querricluiittes  von  der  Kreisfona  eliminii 
]VIuu  iiiit  »ur  iiittliig,  tlcn  Stab  um  seine  Axe  um  90" 
drehen,  den  Arm  A  B'  wieder  hoiizont^U  in  /f  zu  b«fe«tigai 
und  zum  zweiten  Male  die  Formänderung  zu  b«ol>tebtab 
die  der  Stab  erleidet,  wenn  das  Gewicht  I*  in  Ji'  an^hligt 
wird.  Die  Torsion  muss  dann  eben  so  gross,  wie  bei  6rt 
ersten  Lage  des  Stabes,  gefunden  werden,  die  Biegung  im  AU- 
gomeinen  aber  auders;  die  Torsion  bei  der  einen  oder  d«r 
anderen  Lage  und  dns  arithmeti^iche  Mittel  aus  den  beite 
Biegungen  sind  so  gross,  wie  die  Torsion  und  die  Biegung  leb 
wurden,  wenn  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  Kreis  nin, 
dessen  Radius  das  Mittel  aus  den  beiden  Halbaxen  de«  eOip* 
tischen  Quersclinitt)i  ist. 

Der  Aim  A  B'  lässt  sich  nicht  leicht  mit  Genam^nH 
senkrecht  zur  Stabnxc  machen;  i*ine  geringe  Schiefe  desseixa 
hat  auf  die  Tomun  nicht  Einduss,  wohl  alter  auf  die  Biegn^ 
Diesen  Eintlui^s  habe  ich  auf  folgende  Weise  unscJiädlicii  ge- 
macht. Der  Arm  A  B  ist  die  Hälfte  eines  Qaerstabes  B  Ef', 
nachdem  dos  Gewicht  F  '\t\  ff  gewirkt  hat,  hinge  ich  e«  in 
jy  auf  und  nehme  das  Mittel  aus  den  iß  beiden  Fällen  beob- 
achteten Bii'gungen.  Die  Torsionen  milsBen  in  beiden  F&Q« 
dieselben  sein,  wenn  die  Stabnxe  durch  die  ^Gtte  Ton  H  D 
hindurchgeht;  ist  die^e  Bedingung  nicht  genau  erfttllt.  so  sia^ 
auch  die  Tomionen  verschieden,  ihr  Mittel  ist  dann  aber  bs 
gross,  wie  die  Tonion  sein  wfirde,  wenn  die  t^nge  eines  jete 
Annes  genau  der  Hälfte  von  l^  Ü  gleich  wäre. 


bei  Scsben  von  fedrarliHrtem  (irnbl. 
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Um  micli  von  der  Voraussetzung  unäbhiLngij;  zu  aadieii, 
tlass  der  Theil  dos  Stabes  bei  Ä'  genau  eoiiie  Lage  behält, 
weun  das  Gewicht  /'  an  das  Endw  seiups  Hebelurms  goliEngt 
wird,  habe  ith  dit;  Eiiirichtung  getroffen,  dass  der  Stab  A'^  A 
die  Hälfte  einea  Stabes  Ä  A'  ist,  der  bei  A'  eiiieii  Querntab 
B'  D'  TOD  densellieii  Dirnousionen  wie  ff  0  und  eine»  Spiegel 
C  trägt,  anf  wclcbt-n  ein  itweites  Pcmrolii-  gen'chtet  ist  Dei' 
8t»b  ist  bei  A^  in  einem  ddiinen  Blechst  ticke  befeätigi:  es 
-werden  gleiche  Gewichte  bei  li'  und  ff'  oder  hei  U  und  IT 
ADgeh&iigt  und  da«  BiUl  d<.>rst;ll>en  Scale  -»'ird  in  beiden  Spiegeln 
beobachtet. 

0er  Apparat,  den  ich  benutzt  habe,  ist  in  Fig.  1,  (Tat  I) 
perspectivisch  dargestellt.  An  der  Wand  des  Beobaehtuiigs- 
ziuimers  sind  vier  Bretter  .-l,  B,  B.  C  befestigt;  das  erste  von 
diesen  trägt  die  Seale,  die  beiden  folgenden  die  beiden  FeniröLre, 
das  letzte  den  deu  Versuchen  zu  unterwerfenden  Stab.  An 
dem  Bretle  A  sitzen  zwei  borizontale,  zu  üim  »eiJu-echte 
Leisten  a,  a;  an  jeder  TOn  diesen  sind  zwei  kleine,  nach  Innen 
Torspringende  Holzstücke  angebracht,  durch  welche  von  imten 
her  dJv  ScIiriLiihen  le,  u  gtiftllnt  sind:  auf  diesen  Schraubeti 
ndit  die  Scale  imd  ist  durch  sie  mit  Hälfe  einer  Libelle  hori- 
zontal gestellt.  Dit-*  Scale  ist 
auf  Papit-r  gedruckt  und  auf  eine 
Glasplatte  aufgespannt.  Fig.  14 
zeigt  einen  Theil  derselben.  Die 
eine  Axc  iat  parallel  der  Wand, 
die  andere  eenkrecht  tm  dieser; 
ich  werde  die  erste  die  J-Axe, 
die  zweite  die  j'j-Axe  nennen. 

Bie  Bretter  B,  B,  C  tragen 
die  Holzleisten  b,  t,  c,  die  etwas 
weiter  als  die  Leisten  «,  a  vor- 
spriogen,  und  von  denen  die  bei- 
den ersten  zwei  Fernrohre  fl,  (i  von  etwa  80  maliger  Ver- 
gr5sserung  hatten.  Die  Gesichts liniun  dieser  sind  vortical  go- 
(ttellt.  Um  das  zu  erreichen,  ist  unter  dem  Objektive  eines 
jeden  ein  Kreuz  von  zwei  Fäden  ausgespannt  und  das  Fern- 
rohr  80  gerichtet,  dass  das  Spiegelbild,  welches   ein  Quock- 
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silberliorizont  von  dem  Sdinittptmkte  <Ueser  f%den  g«iriUiit. 
mit  dem  Mitte IpuiJcte  des  FatlvtikrvuEos  im  Femrobr  st 
sammeiifällt. 

An  der  Leiste  c  h^gt  der  Stab,  desseu  FormHodcnrnga 
gcmc^en  wöi-dcti  ^oUeo.  In  der  N&he  de«  7order«n  fiod» 
d«r  Leist«  icit  durch  dieselbe  eine  verticale  rechteckige  OeAnug 
gestemmt,  die  theilweise  von  einem  HolzütUck  atugcfüUt  «ird, 
das  von  dcü  vier  seitlichen  Schrauleo  j-,  y,  y',  /  gehab« 
mn],  WE'kbe  mit  ihren  Spitzen  iu  Vertieftmgen  t>ingreifei],  &t 
in  demselben  angebracht  sind.  Von  diesen  rier  Schnnbeii 
liegen  die  beiden  ersten  in  einer  horizontalci),  die  beiden  letxteo 
in  filier  veiticaleri  Ebene.  Mit  Hülfe  derselben  kaim  di* 
Hokstück  in  der  Eicbtuiig  der  ^-Äxe  rerscbuben  und  am  xwn 
&xen  gedreht  werden,  von  denen  die  eine  verticai,  die  andere 
nahe  parallel  der  /,-Axe  ist  Da»  Holsstück  ist  verlical  darci- 
bohrt;  durch  diu  Durdibohruiig  ist  von  unten  nacb  oben  tiic 
Stiel  eines  kleinen  Schi'äubstockes  gefiUirt  und  mit  Hülfe  eisec 
Schraubenmutter  so  weit  an  dem  HolzätQcke  befestigt,  da«  fr 
nur  mit  starker  Reibung  in  demselben  Hieb  drehen  l&sst  b 
das  nach  nnteti  gekehrte  Maul  des  Schraubstocks  ist  ein  dOntw 
Stückchen  Stahlblech  gespannt,  welches  eine  Oeffmmg  hat,  Üe 
so  gross  wie  der  Querschnitt  des  zu  untersachendeu  Stabai 
ist.  Durcli  diese  Oeffuung  ht  der  Stftb  bis  xa  seiner  IGUe 
gesteckt  and  hier  mit  i>iner  seJir  kleinen  Menge  ^nn  fectge* 
Itithet.  Diese  Vonichttmgen  gegtatteo  dem  Stabe  (der  in  Fig.  1 
Taf.  I  durch  d  bezeichnet  ist)  eine  Lage  eu  geben,  bei  der 
seine  Axo  horizontal  und  der  |-Axc  parallel  ist,  und  die  u 
ibm  befestigten  Querst^be  r,  e  w  nahe  horizontal  lÖDd,  ab  ca 
mSglich  ist,  wenn  ^e  niclit  Tollkommon  parallcJ  eiouider  äaiL_ 
Zu  diesem  Zwecke  wird  im  den  Stab  d  eine  mit  Baken 
sehen«  Libollo  so  gehängt,  dass  ilure  Mitte  unter  der  Mit 
de«  Stabes  sich  befindet,  und  durch  Drebung  der 
/',  y'  ihre  Blase  zum  Einspielen  gebracht.  Darauf  wird  die 
Lit)e1Ie  an  einen  der  Querstäbc  r,  e  gebikngt,  and  dieser  darek 
Drt'liuug  des  Blcehntüek»,  welches  den  Stab  d  b&lt,  horiuurtal 
gemacht  Sind  beide  QuerstAbe  einander  parallel,  so  mau 
aach  der  zweite  jetzt  horizontal  sein.  Ob  das  der  Fall  itf^ 
erkennt  man,  indem  man   die  Libelle  an  ihn  anhängt 


bd  Stuben  TOD  fodcrbm-tcm  St&hl. 
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kleine  Abweichung  ist  nicht  m  fUrcbtcn.    findet  sie  statt,  so 
stollt  man  den  Stab  </  fun  zweckmäseigsten  so.  dass  die  beiden 
QaerstSbe    um   gleich    viel  nach   ODtgcgengc^etzteii  Seiten  von 
der  Horixontalon  abweichen.    Die  Bewegung  endlich,  welche 
DOthig  ist,   um   die  Axe    des  Stabes  il  der  |-Axe  parallel  zo 
richlen,  kaim  theils  durch  Drohung  des  Schraubstocks  in  dem 
Holzstücke,  das  diesen  trügt,  theils  durch   die  Scbraubeu  /,  y 
aosgelUurt  werden.     Um  zu  beurtheileu,  ob  der  beabsichtigte 
Parallelismas  besteht,  habe  ich  das  folgende  Verfahren  einge- 
schlagen.    In    zwei   Punkten    der   I-Axe   der   Scale   sind    die 
JFSden  ff  /  befestigt,  die  unten  in  zwei  Schlingt-n  endigen.     In 
diese  Schlingen  ist  ein  Stab  y  von  ghulichen  Dimensionen,  wie 
der  Stab  d,  eingelegt.    Die  Lunge  der  Fäden  ist  so  gewählt, 
da£S    beide    SUlbe    ungefähr    in    derselben   H^ihe,    der   eine 
hinter  dem  andern,  sich  befinden.    An  dem  Stabe  ff  wird  ein 
Spiegelstrotfen  nnfgchSngt,  der  mit  zwei  Haken  versehen  ist,  die 

den  Haken  einer  Libelle  äbii- 
lich  sind.  Fig.  15;  gegen  diesen 
Spiegel  richtet  rann  ein  Fcrn- 
rohr^  Tor  dessen  Objektiv  ein 
Loth  angebracht  ist,  so.  dasa 
4b0  Spiegelbild  dc^s  Lothes  ron 
jem  Verticalfaden  des  Faden-  r». «. 

kreuzes  gedeckt  wird.  Darauf  hängt  man  denaelben  Spiegel- 
streifen an  den  Stab  d  und  richtet  dic&en  so,  da^»  bei  unvcr- 
inderter  Stellung  des  Fernrohrs  dieselbe  Deckung  statt- 
findet 

An  den  Enden  des  Stabes  «/  aiud  die  Träger  zweier  Silber- 
gpiegel  A,  A  angeschraubt,  deren  Mitten  nahezu  von  den  Ge^ 
aichtslinien  der  beiden  Fernrohre  getroffen  werdtjn  sollen,  um 
zu  bcurtheiteu,  ob  das  stattfindet,  dienen  zwei  Lothe  r,  /,  die 
an  den  Schnittpunkten  der  FtUlen  aufgehängt  sind,  welche,  wio 
schon  erwähnt,  unter  jedem  der  beiden  Objectivc  sich  befinden. 
Jeder  Spiegel  kann  gegen  seinen  Träger  mit  Hülfe  dreier 
Paare  von  Schrflobcben  in  engen  Grilnzen  bewegt  und  so  ge- 
richtet werden,  das»  passende  Punkte  der  ScaJe  in  dem  Go- 
siebtsfelde  des  zngebürigeu  Ferurolirs  ei-sclieinen. 

KIrehbuff.  n»Mniinlri  Abbwillaugvn.  S| 
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Fig.  16  stellt  eiceu  der  beiden  Qucrstäbc  dar.    DecMlbe 
ifll    aus  SUblblecb  gearbeitet;  in  seiner  Mitte  hat  er  eanea 
^__^  Äuücluiitt,   dcsaeji  Sehen  a, 

^  -l^l—_    — T^^    fj,    a    Sebneidcn    siiid;   die« 

greifen,  vemi  er  auf  den  Stak 
d  ausgesetzt  ist  iu  fein«  Ein- 
rg.  ifl.  «cbnitte  ein,  die  iu  dicäcn  m 

tli^r  Feile  gemacht  sind,  tmd  gind  hier  mit  einer  sehr  UetMa 
Mt?ng(*  Zinn  ffstgelBthet.  In  die  Enden  des  Quorstabcü,  di* 
verdickt  sind,  sind  die  tutählcmyn  Spil):<*n  />,  b  eingcschraiibt 
die  dazu  dienen  die  Ringe  c,  r  zu  tragen,  an  denen  feine,  in 
Haken  endigende  Drähte  sitzen,  an  welche  die  Oeniriit«  g*- 
liitngt  werden,  die  (b>ii  Stab  <!  biegen  und  tordiren  sollen. 

Wenn  maa  sich  erlaubt  die  ATinkcl  als  tmendlich  klna 
zu  betrachten,  unter  welchen  die  in  die  Femröhre  gelangend« 
Strahlen  reflecürt  werd«u,  so  können  als  Maass  für  die  K^ 
gungen  und  Torsionen  der  beiden  StabhSlfteii  anniittelbar  iät 
Vorfindorungea  der  Coordinaton  der  Scalonpunkte  dienen,  de«» 
Spiegelbilder  von  den  Schnittpunkten  der  beiden  Fadenkmoe 
getieckt  werden.  Bei  den  angestellten  Versucben  mass  indetWD 
Rllckäicht  auf  die  endliche  Urösae  jenei'  Winkel  genonuDco 
werden.  Diese  BUcluicbt  macht  einige  näher  eingebende  B^ 
tracbtungen  nötliig. 

Ich  n^'e  ein  dreiaxigea  i'cclitwinkliges  Coordinatenaiystea 
ein;  zwei  Axeu  desselben  aoUeu  die  f-Axe  und  ij-Axe  dar  Scale^ 
sein;  Ton  diesen  hat  die  erate  die  Richtung  der  Linie  Ä 
Fig.  13,  die  zweite  die  Richtung  der  Linie  A  D\  <lie 
welche  ich  die  ^-Axe  nennen  nill,  soll  veitical  abwitrts  gekehri 
sein.  Don  den  Voi-üueheu  zu  unterwerfenden  Stab  denke  icli 
mir  zunächst  gerade  geuuicht;  es  kann  das  dadurdi  getdubM, 
dass  in  der  Nähe  .seber  Enden  Unterstützungen  angebncht 
und  diese  &o  gestellt  werden,  dasa  eiue  Libelle,  auf  die  eine 
oder  auf  die  andere  StahhälfU-  gehängt,  eiu>t«ht  Die  Stabait 
i^  dann  parallel  der  |-Ax«.'.  Von  t'inem  rariabeln  Punkt*  da 
Stabnxc  au-sgehend  stelle  ich  mii-  drei  auf  einander  rechtwinldigt 
Axcn  vor,  die  ich  bezeichnen  will  als  .r-Ase,  y-Axe,  z-Axc,  die 
fest  verbunden  mit  den  ALolukiUeu  des  Stube«  und  bei  < 
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bezeichneten  Lage  deaselben  den  Axen  der  |,  r„  ^  parnllel  sind. 
Bat  der  Stab  eine  Aenderimg  der  Lage  und  G^estalt  erlitten, 
£o  bilden  Jens  Axon  mit  diesen  Wiitkel,  deren  GosiiiuA  icli 
durch 

"v  ßv  ti 

bezeichne,  so.  tlass  die  Indices  0,  1,  2  sich  resp.  beziehen  auf 
die  *'Axe,  y-Äxe,  ;-Axe.  Weiter  seien  |,  i^,  ^  die  Coordiuateii 
iu  Beziehung  auf  die  J-.  s-y,  J-Axen  des  Punkte»,  von  dem  die 
a>,  y-,  2-Axeu  ausgehen.  Den  Zeicl^en  dieser  drei  Coordiuaten 
und  jener  neun  Cosiiim  werde  ich  oben  **  oder  '  oder  "  bei- 
fttgeii,  wenn  sie  sich  auf  die  Funkte  der  Stahaxe  A\  Äy  AT 
'Si^.  13  beziehen  sollen. 

Sind  die  Unterstütznugen,  duLch  welche  der  Stab  gerade 
gemacht  ist,  entfernt,  so  hat  sich  derselbe  gekrOmtnt  in  Felge 
seines  eigenen  dewiehtes.  des  Gewichtes  der  Spiegel,  ihrer 
Tröger  und  der  QncrstÄhe.  Um  die  Botrachtungen  nicht  uq- 
nOthig  zu  complieiren,  werde  ich  aiLnohmen,  dass  dieEie  Krilm- 
xniing  angesehen  werden  kann  aU  hervorg-ibracht  durch  gleiche 
Gewichte,  die  in  A'  und  A"  wirken:  die  Grösse  dieser  Ge- 
wichte sei  G.  Die  Grösse  der  gleichen  Gewichte,  welche  he- 
stimint  sind  in  B'  und  li"  oder  in  D'  uiid  TX'  angehängt  zu 
werdeu,  nenne  ich,  wie  frülier,  P.  Die  Hälfte  von  A  A"  be- 
zeichne ich  dui-ch  s.  den  Werten  Theil  der  Summe  von  B  D' 
und  £"  ly  durch  l.  Um  diu  Aechnungeii  etwas  zu  rereia- 
fachen,  nehme  ich  an,  dass 


und 


AA'  =  A'A" 
BA  =  DA'  =  B'A"  =  ITA- 


ist,  bemerke  aber,  dass  das  Endresultat  auch  Gültigkeit  be- 
hält, wenn  diese  Gleichungen  nicht  genau  erfüllt  sind.  Der 
Badius  des  als  krei^niiig  gedachten  Querschnitte  des  Stabes 
sei  fi.  Den  Etasticitätscoefficienteu  setze  ich  iu  Xleberein^ 
Stimmung  mit  den  Bezeiciuningen,  welche  ich  in  früheren  Ab- 
handlungen Übel-  Elasticitat  gebraucht  habe, 

81' 
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das  Verhältniss  der  Quercontraction  zur  Längendilatation  in 
dem  Falle,  dass  der  Stab  durch  einen  longitadinalen  Zug  aus- 
gedehnt -wird 

_      » 
~  1+2«* 

Der  Kürze  wegen  mache  ich  weiter: 

Die  Formänderungen  des  Stabes  sollen  als  unendlich  klein  be- 
trachtet werden;  es  ist  dann  immer: 

«0  =1.  ßi  =  It  y,  =  1» 

Ä  +  yi  =  0>    ?'o  +  «.  =0,    tt,+ß„  =  0. 

Für  den  Fall,  dass  die  Gewichte  P  nicht  wirken,  hat  man'}: 


"\  =  -%  +  ^ 

ß-z=ß'.         . 

(1) 

n          G«' 

ß-.^ß'^ 

C   ^^-ao.s  +  f^ 

woraus  folgt: 

«2-08  =  -;^ 

ß;~ß",  =  o. 

Für  den  Fall,  dass  die  Gewichte  i'  in  5'  und  R'  angebracht 
sind,  ist: 


■)  S.  oben  p.  285. 


bei  Stäben  von  federhartem  StahL 
(0  +  P)*' 


325 


«',  =  »%  + 


2jf 


(2) 


ß'^=ß'^  +  ^ 


+  <«  + 


CG  +  i>).» 


«»  =  < 2W 


r  =£"  -<<  + 


(O  +  py 

2y       ' 


woraus  folgt: 


«'s  -  «", 


2PZ. 


Ich  werde  die  Ver&ndenmgen ,  welche  die  in  Betracht  kom- 
menden Grössen  dadurch  erleiden,  daas  die  Gewichte  P  in 
S  und  B'  angehängt  werden,  durch  Vorsetzen  eines  S  be- 
zeichnen; es  ist  dann: 

tf«,  -  5«  j  =  -^ 


woraus  sich  ergiebt: 
(3) 


:^=l+_^ 


Werden  die  Gewichte  P  statt  in  B'  und  B"  in  IT  und  ZJ" 
angebracht,  so  gelten  dieselben  Gleichungen,  wenn  nur  in 
ihnen  —  /  statt  /  gesetzt  wird. 

Gs  handelt  sich  nun  darum  abzuleiten,  wie  Su^,  ^f^'%i  ^^ii 
d^\  aus  den  au  der  Scale  zu  machenden  Ablesungen  gefunden 
werden  können.  Zu  diesem  Zwecke  werde  ich  die  Richtungen 
der  nach  Unten  gekehrten  Spiegelnormalen  in  die  Betrachtimg 
einführen  und  durch  n'  und  n"  bezeichnen.  Der  Kürze  wegen 
will  ich  dabei  setzen: 

cos  (n  f )  =  «',     cos  (n'  i?)  =  /?*,     cos  (b'  £)"*/' 
cos(n"|)  =  «",    co&{n"v)^ß^',    cos {»"£)  =  /'. 
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In  Fig.  17  sei  O^  die  OetiditS' 

linio  des  ersten  Femrohrs,  0|  iiad  Oq 

seien  zwei  Linie»,  die  in  der  Ebene 

der  Scslu  dcT  §*Axc  und  der  i;>Aie 

parallel  gezogen  sind;  dabei  möge  der 

Punkt  C  der  Scimittpunkt  der  Ge^cbto- 

linie  mit  der  Spicgelcbcne  sein,  Nitt 

Schnittpunkt   der   aus  dem  Punkte  > 

gezogenen    Spiegelnormnle     mit    iler 

Ebcno  der  Scalü    und  -V  der   Punkt 

der  Scale,   desäcn  Spiegelbild  in  <l«r 

nr.  17.  <iesichtalinie     liegt.      Ich     faezeicb» 

weiter  die  Cuordinaten  in  Bezug  auf  die  £-,  t^;  ^•Ajcen  des 

Punktes  C  durch  a,  Ä',  e\  des  Punktes  Ä  durch  A",   I",  Oidei 

Punktes  A'  durch  A',  B',  0.    Es  ist  dann: 

A'~a' y;.« 

-c=-NC.Y. 
also 

r 

7 

Da  aber  die  Lime  N%  in  der  Ebene  dc3  Dreiecks  OS^ 
und  den  Winkel  desselben  bei  C  halbirt,  so  ist 


Daraus  folgt: 


(^) 


X  — a  =  —  ü , 


IrL 


Y-~i-  =  ~ß'; 


Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sieh  bei  entsprdcbender 
uung  für  den  zweiten  Spiegel: 


(5) 


2r- 


M  Stabes  von  fedfibartem  ätaU. 
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Sinti  {n'x),  (ny),  (n'r)  die  Wiukel,  ^reiche  die  Spiegebormale 
n   bildet  mit  den  von  A'  auKgelienden  Axen  der  r,  y,  f,  so  ist 

«'  =  cos  (n'  x)  +  «',  coB  (n'j/)  +  «',  cos  (n'  i) 

Es  ist  tt\,  oder  —  fl\,,  der  Winkel,  um  den  sich  der  Stab 
am  eine  Terticole  Axc  aus  der  Lage  gedreht  hat,  bei  der  seine 
Axe  der  J-Äxe  pai'allol  ist;  dieser  Wiokel  lat,  wenn  nicht  =0, 
so  doch  sicher  sehr  klein,  und  da  cos  (n'y)  uiid  cos  (n'^]  auch 
nur  kleine  Grössen  sind,  so  wird  man  setzen  dürfvn: 

«'  =  C08  (n'  x)  +  «' j  coe  {»'  t) 

ff  =  coa  (n'y)  +  ^,  co3(n'  s), 

werde  die  "Werthe,  welclie  die  in  Betracht  kommenden 
Grössen  in  dem  Falle  annehmen,  daes  der  Stab  auf  die  ob«-ii 
angegebene  Weise  gerade  gemacht  ist,  durch  Uebersetzen 
eines  —  bezeichnen.    £s  ist  dann: 

cos  (r'  jt)  =  e^  cos  (n'y)  =  (S",  cos  (n'  s\  =  /. 
Die    letzten  Gleichungen    bissen    sich   in    Folge    dessen 
schreiben: 


{«) 


Ebenso  ßndet  man: 


t^) 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  »ollen  nun  Ausdrucke  fUr 
e*  und  «"  abgeleitet  werden.  IHe  Gleichung  der  Ebene  des 
ersten  Spiegele  in  Beziehung  auf  die  aus  dem  Punkte  A'  ge- 
zogenen Axen  der  t,  y,  z  sei: 

*  C08  («'  x)  4-  jr  coe  [n  y)  +  z  cos  {n  r)  —  /y  =  0; 
die  Gleichung  derselben  Ebene  in  Beziehung  auf  die  Axen  der 
|>  71,  C  ist  dann: 
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Der  Foiikt,  fOr  den  £  =  a,  v^'i  j^»«:'  ist,  ge^iOrt  dieser 
Ebene  an;  es  ist  daher: 

K-r)  «'+{&'-«?')  iJ'+(c'-r)/-xy-o, 

woratu  folgt: 

Bei  meinem  Apparate  betragen  iX  und  V  —  ft'  wenige  3G1£> 
meter,  ^  ^a'  ist  wenige  Gentimeter,  e'  mebr  als  2  ICeter; 
man  wird  deshalb  in  Anbetracht  der  Kleinheit  Ton  a  nnd  jf 
statt  dieser  Gleichung  schreiben  dOrfen: 

c=r+D'+(5'-«')«'. 

und  fttr  a  wird  es  erlaubt  sein  einen  audi  rohen  NShenu^ 
werth  SU  setzen.    Ich  mache 


(8)  i-..     „■{ 

WO  h  eine  gegen  C  sehr  Ideme  GrOsse  ist;  dann  verde  idi  ii 
Folge  der  Gleichungen  (4)  setzen  können: 

Dadurch  erhalte  ich: 

Es  folgt  hieraus ; 

7-  r  +  n-  tf-^K^-«-). 

C  — fr  i-i'  2(j  , 

es  ist  also  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8;: 


e-=C  +h  +  C~C~ 


y  -p-        «•-«')  (X-X) 


2C 


? 


c'^C  +  A4-r-£°-^''-'''^g'-^''. 


oder,  da  ^  =>  ^  ist, 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

c"=  c-  A  +  r  -  r  -  -^"~°"l^5"~-^- 

Kun  folgt  aber  aus  den  Gleichungen  (1)  nnd  (2): 
y      ,-0 ^  • «,'  j_  ^  •  —" 


im  StSbea  von  federiisrtem  Stahl 
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aus   den  Gleichungen   (6)  und  (9)  folgt,  dass  näherungsweise: 


a, 


x-x  . 


und  ebenso  ist: 


Es  ergiebt  sich  daher: 

Diese  "Werthe  von  c  und  c"  substituire  man  in  die  Glei- 
chungen (4)  und  (6);  dabei  setze  man  für  y  und  y'  tue  NlLhe- 
rungswerthe: 

,_,      {X-aY  +  jY-hr 
—  8  C 

welche  sich  leicht  aus  der  Gleichung  (9)  und  den  dieser  ana- 
log zu  bildenden  Gleichungen  ergeben.  Bei  Vernachlässigung 
von  kleinen  Gliedern  höherer  Ordnung  findet  man  dann: 

+  8V[(t'  +  4(|'-<))(x'-^)  +  ^CX'-X')]} 


(11) 


«"=  - 


X"  -  ffl' 
2C 


/?"-- 


2C 


-8-^4i't^-^>+(T'-*(f"-«"))c^'-'^")]l 
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llit Hälfe  diaeer  Ausdrücke  kann  taan  aus  den  (7I«- 
chungen  (6)  und  (T)  die  Wertho  Ton  a\,  «"„  ^j,  j5",  bQd«n. 
Ich  will  aber  diese  'Wcrtbc  selbst  nicht  aufstellen,  sondeni  an 
ihrer  Statt  die  \on  vier  Grösaeo,  die  ich  durch  (-C"),  (1% 
(X"),  {Y")  bezeichne  und  durch  ilie  folgenden  Gleichnngn 
definire: 


(12) 


(3:') -o'- 2^(1/,  +  $) 

(X')-«"-2c(«",+  i) 


Einerseits  tbigl  hieraus: 

5[X-)=-2CSa\,  8(r)=—2Cdß'^ 
S{X')=  -2CSu\,  S{Yy 2CAß\ 

und  also  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (S) : 

(15)  /l+-^  ^öi.y)~HV)» 

Attdererseitti  folgt  aus  den  Gleichungen  (12),   wemi  man  die 
Gleichungen  (6)  und  (7)  hinzozicbt: 

(T')  =  i'_2c4 

r 

{X")  =  tr-2C^ 
r 

(n=Ä'-2c-C. 

r 

Benutzt  man  nun  die  Gleichungen  (II),  setzt  ita~Y  und  y'  & 
Xfihenuigswerthe : 

7  -  4 f^Ji » 


bd  Stäben  tob  fedcrb«i-tciD  StahL 
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die  aas  den  Gleichungen  (10)  sich  crgebt-n,  und  vernachlässigt 

6 kleine  Grössen  höherer  Ordnung,  so  findet  man: 
(X)  =  .T'  +  (J-  -  a)F' 
{X")  =  X-  ^{X"  ~-a")F' 
(n-r'  +  tr'-o^, 


wo 


1      r^. 


and 


[tx"-üT+(r"-n'— 3[{-s"'-a'?+[r"-r)*} 

Nach  diesen  Formeln  sind  die  angesteliten  Beobachtungen  be- 
rechnet Yon  den  hier  Torkommeaden  ördaaen  ergaben  sich 
X,  1",  X\  T',  X,  T,  X\  Y^'  immittelbar  aus  den  an  den 
Spiegelbildern  der  Scale  gemachten  Ablpsungen;  a,  b\  a",  h" 
wurden  gefunden  aus  den  gemessenen  Eatfemiingen  der  Lothe 
i",  I  iTai.  I  Fig.  1)  und  zweier  Lothe,  die  aus  den  Fädm/,/ ge- 
bildet waren;  {' — a  und  |"— a"  wurden  mit  einc-m  Zirkel  ge- 
messen. Einer  näheren  Auseinandersetzung  bedarf  nur  nouh 
die  Art,  wie  die  Grössen  C  und  k,  oder  die  mit  diesen  durch 
die  Gleichungen  (6)  zusammenliängendeu  Grossen  c,  c"  be- 
stimmt wurden. 

An  der  Leiste,  welche  den  der  ünterenchung  unterworfenen 
Stab  trug,  war  eine  Spitze  angebracht,  deren  Tiefe  unter  der 
Scale  an  einem  langen  Maassstabe  ein  lUr  alle  Mal  gemöfiscn 
war.  Vor  dem  elai^tischen  Stabe  war  ein  Kathctometer  auf- 
gestellt; mit  diesem  wurde,  nachdem  der  Stab  auf  die  oben 
beschriebene  Weise  eingestellt  und  gerade  gemacht  war,  die 
riefe  eines  gewissen  Punktos  einer  jeden  Spiegelfiüjihe  unter 
jttier  Spitze  gemessen.  Es  wiirde  nÄmlich,  nachdem  dio  Höhe 
der  Spitze  nn  der  Scale  des  KathelouKtcrs  »bgeleseu  war.  das 
Femrohr  desselben  durch  Drehung  um  seine  verticaleDrehungs- 
aze   so  gestellt,  dass  sein  rerlicaler  Faden  eines  der  Lothe  i 
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deckte,  aad  daim  so  lauge  geseukt  bis  der  Schnittpankt  aeina 
I^deu  in  deo  vorderen  Rand  der  entsprechenden  Spiegelflid» 
zu  fallen  scliien.  Der  Pimkt,  aaf  den  das  Fernrohr  dann  ein- 
gestellt war,  ist  der  Öchnittpunkt  dreier  Ebenen,  dereu  Gl«- 
changen  gebildet  werden  sollen.  Eidc  dieser  Ebenen  Ist  dir 
SpiegelÖ&che;  sie  ioA  die  Gleicbung  (wenn  der  Spiegel  der 
erste  ist): 

Eine  zweite  Ebene  ist  die  verticale,  durch  den  >-order«;n 
de«  Spiegels  gelegte;  ihre  Oleichung  sei; 

ij  —  r'  =  0. 

Die  drittle  Ebene  ist  die.   welche  durch  da»  Loth  i   tmd 
Drehungsaxe  des  Kathetometers  gebt;  sind  a"  and  y  die 
nnd  ff-Ordinaten  dieser  Drchungsaxe,  bo  iat  die  Gleichung  der" 
geoanntcD  Ebene: 

i^-a'Ub-'  -  b')-{v  -  i'W"  -  «')  =  0. 

Bezeichnet  m&n  durch  Z'  die  ^-Ordinate  des  Psuktes.  aaf 

den    das  Kalbet  onielerfenirohr   eingestellt   war,    so    folgt  ■** 

diesen  di'ei  Gleicliimgen: 

oder  nahcrungsweis«: 

^=  Z-  -'—^  {(Y'~6')  +  f^.(X  -a-)). 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man  bei  ähnlicher  Be^eichuuug: 

Nach  diesen  Gleichungen  sind  c  und  r"  berechnet,  iadem  Ar 
C  ein  Näherungswerth  genomineii  ist 

Ich  wende  mich  nun  zur  Angabe  der  naraeriscbea  Be- 
ftultate,  welche  die  Beobachtungen  und  die  Abniessungea  »• 
geben  haben. 

Was  zunächst  die  Scale  anbotrifft,  so  worden  die  Tlietk 
einer  jeden  Axe  derselben  zwai-  nichl  genau  gleich  gcfundea 
doch  waren  die  Utitci-ächiede ,  die  sich  zeigten,  so  kldn*  dM 
sie  liier  romachUUsigt  wurden  dOrCsiu    ErhebUcber  ergab  eicfc 
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der  Ünterschiwl  des  iiiitüereii  Weitlie«  eim^s  TheÜes  der  §-Axe 
and  dejf  mittleren  "Wertlies  eines  Thi^itt^H  der  t;-Axe;  Dach 
den  ttosgeftllirteii  Messungen  ist  jener  =  1,7993"".  dieser  = 
1,8080"". 

Ein  NäheningRwerth  fUr  Cist  SSä?""*.  Bei  den  Versuchen, 
deren  Einzelheiten  ich  mjttheilen  will,  wrt,  in  MiUimeteni  aus- 
gedrückt: 

a  =  —24,1,  h'=  -  147,0,  a  =  329,ß,  i    =  -  152,3 

«'■'  =  147,5,  fr  =  -  1512. 

2/=  108,85. 

Bei  einem  Stahlstabe  von  den  5chon  im  Eingange  ungeföhr  an* 
gegebenen  Dimenäiouen,  den  icli  als  No.  1  bezeichnen  will,  war: 

#=  145,04'"", 
ond  boi  der  erst«n  Einstellung: 

X  =  143,2    r  =  93,3  X"  =  12,4  T'  =  98,0 

Z'  =  2355,2«"»     Z'  =  2355,5™ 

r*_A-  =  _  21  ..r^—6"  -  -  20  .. 

|'_n'=       3d..|"-«"  =  -29.. 

Bei  Anwentlnng  von  Gewicliten  von  100^  wurden  ioigende 
ScalfDahlcsuQgcn  gcwotmen: 

T  Y' 

88,2 
122,8 

88,1 

53,0 

88,5 
122,8 

88,0 

52,8 

88.2 

Die  AblesTingen  wurden  gemacht  zuerst  bei  Abvcscuhcit 
der  Gewielite,  dann,  naclKlein  dieat-  in  />'  und  D"  (Pig.  1) 
angehängt  waj-en,  dann  nach  ihrer  Rntfenmtig,  dann,  als  sie  in 
Ja"  tmd  S'  mrkten,  dann  wieilor  nach  ihrer  Entfernung,  dann 
nachdem  sie  ahennahi  in  £>'  und  Z>"  angebracht  waren,  unil 
&o  fürt.     Ich  habe  den  Stab  nieluniali  unter  gleichen  Bedin- 


0 

137,2 

100 

101,2 

0 

1S7,0 

100 

101.8 

0 

137,2 

100 

101,2 

0 

137,1 

100 

101,4 

0 

187,0 

JT" 

I" 

25,8 

02,5 

03,0 

5«,4 

25.6 

92.4 

61,8 

127,3 

25,7 

92,8 

62,9 

60,4 

25,6 

92,3 

61,4 

127,1 

25,5 

93,6 
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gungeii  beobachtet,  c-innml,  um  eine  gr&sscre  Genauigkeit  n 
erziehen»  als  eine  einmalige  iJeobachtvng  sie  hätte  geben 
können,  dann  aber  auch,  um  zu  erketiueu,  ob  nacli  dem  Fon- 
neUiaen  der  Gewichte  ein  merklicbor  Theil  der  dureli  üe  ber- 
vorgebraclit&u  Bieguug  oier  Tursion  ziu-fickbtieb.  Fand  die»ei 
statt,  so  verriltli  es  sich  in  einer  Versehiedeiilieit  der  Ditfe- 
reiizen  S' —  X'  und  i^  ~  J'"  bei  den  Biiochtungen,  bei  deoöi 
die  Gewichte  uiclit  wirkten.  Eine  solche  Verscliiedeuheit  zeif. 
sich .  aber  sie  übersteigt  bei  alleu  ßeoljiicbtuiigssatzcn  nur  in 
si-ltenen  FfUlcii  0,2  eines  ScuIrntlieÜs  und  sie  kann  daher  woU 
aus  AblesungBfeblern  und  zufälligen  Störungen  erklärt  wcixien. 
Aus  den  uniuittelbar  beobaclitelea  VTerthen  von  X",  T, 
2[",  Y''  bäte  icb  dadurch,  dass  ieh  die  Mittel  nalim  zvisdiOi 
den  iUr  gleiche  Bodingungen  geltenden,  die  folgendeo  gebiJd^ 

X  r         X  r 

0         137.10  88,20         25,64  92,52 

100         101,20         122,85         62.95  50,40 

100        101,00  52,00        til.6Ü        127,20 

Aas  diesen  ergicbt  sich; 

(r)       (n      (xo      (n 

0        136.00  86.96        26.91  91^ 

100         100,20         121,07         03,45  55.81 

1 00         10 1 ,20  52,43         02,67         1 25,42 

Aus  der  ersten  und  zweiten  dieser  Horizoiitalrciheii  folgt: 

aus  der  ersten  und  drittten: 

Die  halbe  Summe  der  beidon  Werthc  ron  *l£l=it£'  «ffl 
ich   durch   B,    die  halbe   Differenz   der  beiden   'Werthfl 
^—^ — -  durch  T  bezeichnen;  es  wird  dann: 

i?  =  35,72        T=iiM. 
Bei  Anwendung  tob  Gewichten  Ton  200"  wards  gefaadw: 


^p 

bdatnm 

rou  fedtvEiarlQui  ütali. 
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^^^^p 

X 

r 

X 

^^1 

^^^^^    0 

lSlt& 

93,1 

20.1 

^^1 

^m         200 

65,8 

157.2 

100.3 

^^^H 

^m 

136,8 

87,7 

25.5 

^^^H 

^M             200 

64.2 

16,7 

95,4 

^^H 

^H 

137,0 

89,2 

25,7 

^^M 

^H               200 

66,1 

156,8 

100,5 

^^H 

^H 

136,7 

87.3 

25,3 

^^H 

^B             200 

67,0 

17.7 

98,0 

^^H 

BP 

137,2 

88,2 

25,8 

^^H 

aho  im  Mittel 

^H 

;              ^ 

135^ 

89,10 

24,48 

^^^H 

1                   200 

65,95 

157,00 

100.40 

^^^H 

^B            200 

65,60 

17.20 

90J0 

^^^H 

r   Daraus  folgt: 

^^H 

1 

(^) 

(n 

{X") 

cn            ^H 

k 

134,74 

87,86 

25,75 

^^H 

^m          200 

65,05 

154.28 

100,51 

^^H 

H      ^^ 

65,52 

17,10 

97.76 

^^H 

'  tmd  weiter 

^^1 

ü=  71,42        r= 

=  69,00. 

^^H 

Berechnet  man 

aua  diesen  Wertlien 

,  indem 

man  sie  durch  2               ^H 

dividirt,  die  'Wertlie  von 

B  miJ  T  iUi  i»^ 

WO",  so  ergiebt        ^^^B 

sieb  in  naher  Cobcrcinätiiuuiung  mit  den  roi 

her  dii-ect  gefim-       ^^^H 

i    deuea  Zolden: 

^^H 

ß  =  85,71         T= 

=  34,00. 

^H 

Der  Stab  wurde  nun  um 

90"  um  ficinc  Axe  gedroht,  es  wui'deD       ^^^^J 

die  Qiinrstäbe 

wieder   ho 

i'izoiital   HI 

ihm   befestigt  und  ikiui             ^| 

1     Versuche  derselben  Art  s 

iusg«nnirt. 

Eh  Jkuc 

^^^H 

1               X,^  138^     f = 

100,1     X 

=  23,7 

94,0                 ^^1 

^^^^^^^^^L 

Z"  =  2355,4'»"        Z' 

=  2355,8 

^^^^^^^1 

^^^^^^         — 

A'  =  —  26 

.  .r'-A" 

=  — 20 

^^H 

^^H    r- 

»'  =      32 

. .  6  —  a 

i=— 82. 

^^^^^^^^B 
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X 

T 

xr 

T" 

0 

122,6 

98,7 

33,9- 

92,6 

100 

85,2 

133,7 

68,5 

57,0 

0 

122,3 

98,7 

33,6 

92,0 

100 

84,6 

62,9 

68,7 

127,0 

0 

122,0 

98,6 

38,4 

92,6 

100 

88,2 

133,7 

66,5 

57,0 

0 

120,8 

98,7 

32,0 

92,6 

100 

85,3 

63,1 

69,8 

127,2 

0 

122,6 

98,8 

83,8 

92,8 

also  im  Mittel: 

X' 

r 

X" 

T' 

0 

122,06 

98,70 

33,34 

92,64 

100 

84,20 

133,70 

67,50 

57,00 

100 

84,95 

63,00 

69,00 

127,10 

(X) 

{T) 

(X-) 

(n 

0 

121,05 

97,35 

34,49 

91,27 

100 

88,28 

131,68 

67,95 

56,46 

100 

84,57 

62,44 

70,07 

125,11 

ß==  35,82            r=.  34,48 

X' 

r 

X" 

T" 

0 

122,5 

99,6 

33,6 

93,5 

200 

49,1 

170,0 

103,9 

22,3 

0 

121,3 

99,5 

32,5 

93,3 

200 

41,2 

27,7 

97,5 

161,9 

0 

124,5 

99,6 

35,8 

93,5 

200 

50.0 

169,6 

104,7 

21,9 

0 

122,7 

99,0 

34,0 

92,8 

200 

48,6 

27,6 

105,0 

161,8 

0 

122,6 

98,7 

83,9 

92,6 

also  im  Mittel: 

0 

122,72 

99,28 

33,96 

93,14 

200 

49,55 

169.80 

104,30 

22,10 

200 

44,90 

27,65 

101,25 

161,85 

bei  tjtaben  Ton  federbarteui  Sulil. 


B87 


12],T1 


97,93       35,1 1 


200 

200 


(3") 

91,77 

21,97 


48,75      166,61     104,39 

44,82        27,r,0     102,23      158,90 


jö  =71,56 


untl  für  P=  100. 


B  =  30,78 


r=  69,01 


r^  34,51. 


In  der  folgeitdGii  kleinen  Tafel  will  ich  die  WerÜie  von 
B  und  7*  Air  /'  =  JOO»'.  wie  de  sich  biernach  ergeben  haben, 
zosammenstellen;  dabei  will  ich  die  Temperatureu  hinzufDgen, 
die  bei  den  Versnchcn  stattfanden. 


T 

^'?J  j  bei  der  einen  Lage;    21V  C. 

^'gj  j  bei  der  andern  Lage;  22'^,ÜC. 


B 
36,72 
35,71 

35,82 

35,78 

Im  Mittel  ist  bienuLcb: 

5=35,76  7'=  34,51. 

Die  ElnheitcD,  die  iliniscn  Angilben  zu  tiruude  liegen,  sind 
aber  nicht  dieselben,  da,  wie  oben  erwähnt,  die  Theile  der 
g-Axp  und  die  der  cj-Äxe  bei  der  benutzten  Scale  merklich  ver- 
schieden Ton  einander  wuivn.  Benutzt  iiuui  die  oben  angc- 
gebeueo  mittleren  Wcrtiie  der  Scalentbeile,  so  tiadct  man 

LB  =  64.34'"'°  T  =  62,41«"» 

Nun  folgt  aber  aus  der  Qleichuug  (13); 


'  +  CT 


2» 


f.;     (1*) 


daraus  ergiebt  dcb  Itlr  den  Stahktab  2io.  1- 

Ganz  eben  solchen  Vonuchuji,  wie  der  Stahlstab  Ko.  1  sind 
zwei  audere  S^tablstäbe  ¥on  nahe  denselben  Diuieusioneu  untex- 
varfen.  Ich  begütige  mich  Tdr  diese  die  folgenden  Angaben 
ra  machen. 

Klr«b.bort,  TlnTumrlii  AbUmUuDsaa.  SS 
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BUUatab  Ng.  3. 


B 

85,83 
35,82 

3ß,16 
86,14 


3*'Jg  }  b«i  der  einen  Lag«;     12«,4C. 
g^'g^  j  bei  der  andern  Lage;  IB^SC. 


Mittel:  B=    35,99 

=    64,70"" 


T=  343« 
=  62.94»'» 


96,38 
36,33 

36,40 

36,35 


1  +  2« 


35,10 


^      0,295. 


StAhisuh  No.  S. 


gg'jJJ  j  bfii  der  einen  Lage;     22«,6C. 
*^'I?  1  bei  der  anden»  Lage;  22» 9 C. 


35 


Mitte!:  B  =    36,37 

=    65.43™ 
*  =145,16'»» 

9 


7=  35,10 

=  63,48- 


1  +  29 


=      0,294. 


Im  Mittel  iat  daher  ftlr  die  di-oi  StahlstÄbe  das  gesucht«  T«- 
kaltJiiss  der  Quei-coiitravtiou  zur  Länge  ndilutation 

=  0,294. 

Es  wäre  von  Interesse  zu  piiilfen,  ob  bei  StabliUkbeo  m 
anderem  Querschnitte,  aU  die  hier  untersucbtcn  ihn  haben,  das 
penaiuile  Verhülliiiss  sich  eben  so  gioss  findet.  Wire  du  der 
Füll,  SU  vilrde  dadurcli  ilie  hic-r  gemacht«!  AnnaluQC  beaUtigl 
werden,  dass  ein  gehärteter  Stalil^tjib  als  homogen  and  vi« 
gk-icher  Elasticitgt  in  verschiedenen  Richtungen  betradilet 
werden  darf.  Gegen  diese  Aimahme  lassen  sich  Bodenken  e^ 
heben;  in  der  Tbat  kann  man  sich  Torstellen,  dass  bei  der 
Härtung,  bei  der  diu  Wärme  von  der  Axe  nach  der  Pcripberif 
hin  abfliesst.  die  £ta««ticit£t  in  der  Kichtung  der  Ax«  tat 
andere  wird,  als  in  den  auf  diesiar  seidcrechten  Richtungen,  vai 
dass  die  Molecille  in  den  äusseren  Schichten  «ine  andere  An* 
Ordnung  aunelimeu,  als  in  den  der  Aie  näheren.    Findet  > 


bei  StilMa  v<fa  fvdcrhartom  Stahl 


statt,  so  findet  es  aber  aller  Wahracheüilichkeit  nacli  in  vcr- 
schicdcncu  Qrade  statt  je  uach  der  Dicke  des  Stabos^  und  eft 
wird  jenes  Yerliältoiss  anders  bei  dicken  als  bei  dünnen  Stäben 
sieb  ergeben  niOsaeii. 

Ich  erwfthne  schliesslich  noch  Versuche,  denen  ich  einen 
liarC  gezogenen  Meesingsttib  von  nahe  gleiclieQ  Üiineasiouen, 
wie  die  drei  imterrtuehteii  Stalilsitäbe  sie  besitzen,  unterworffo 
habe.  Die  Versuche  sind  von  genau  derselben  Alt  flie  diu*- 
jenigew,  die  mit  jedem  der  Stahlatäbe  angesteüt  sind;  nur  w-urdtru 
statt  der  Gewichte  von  100»'  und  200«'  Gewichte  von  50'"  und 
100«'  benutzt.  Es  fanden  gicli  hier  die  folgenden  Werthe  vou 
/»  und  rmr  F=bO'': 
B  T 

SsT        97;i6  )  bei  der  einen  Lage:     2^10. 

^  8^05         3l;?2J  bei  der  andern  Lage;  2BA0C. 

^^^  Mitt«l:  D  =  35,75         T=  37,12 

I^IP  64,93»"        =  67,13"'» 

~  Es  war  hier  »=  144,65""'.    Daraus  folgt  bei  Anwendung 

der  Gleichung  (14j: 

Diese  Zahl  hat  hier  aber  sicher  nicht  die  Bedeutung,  die 
kb  der  entsprechenden  hei  den  StahlstUben  geglaubt  Iiabe  bei- 
legen zu  dili-fcii,  wfil  die  ElaMticitüt  des  gezogenen  Mesäing- 
atabcs  Kicher  in  der  Kichtung  der  Axe  eine  undi-ro  ist,  &h  in 
anderen  Richtungen. 


Üeber  die  Ti'au!(ver<talscliwingun||;eB  eiues  i^tabes  von 
Teränderlichem  (^nerschnitt. ') 

Die  Schwingungen  cylindrischer  Stäbe  sind  theoretisch 
und  experimentell  aufifübrlicb  behandelt;  die  Schwingungen 
eines  Stabes,   dessen   Qucrscbnitt   vei'änderlicb    ist,    sind   aber 

')  MomUbcricht  dn  Akmd.  d.  Wus.  su  B«rliii  rom  8.  Oct.  1879. 

2r 
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Uebcr  die 


ea  eines  Siabcs 


bisher  nicht  näher  imtorsuclit,  obwohl  tue  aiuoier  dem 
matigchei)  Interesse,  das  ihuea  zukommt,  Hach  ein  pi 
iu  so  fern  bcsitzeu,  als  bei  einem  Stabe,  der  mit  einem 
EmW  ^clmingt,  die  Excui-siutiu'ii  tliuHOK  Ku(l«s  viel  grSeser  sein 
kömien,  wenn  nach  iliic  hin  der  Stab  sich  veijÜDgt,  aia  wenn 
dei'  (juerachuitt  überall  derselbe  ist,  ohne  dasa  die  Greiize  der 
£Iaäticität  Ubersohritten  wird.  Die  Iblgenden  Betxachtani^ 
sollen  eich  auf  die  TraoäveräaUchwiiigijng«u  eines  Stab«s  be- 
zieho,  der  eiu  Priama  oder  eiiieti  Kegel  vou  äusserst  kloinem 
Winkel  bildet,  bei  dem  die  Kunte  oder  äpitzo  ein  freies  Ende  ist 
Es  werde  zunftcbst  ein  Stab  ing  Auge  ge£u8t,  dessen 
Querselmilt  in  der  Richtung  der  LäJige  beliebig,  uitr  so  varürt 
diLss  alle  Quenicbuitte  unendlich  klein  Kind,  ihre  SchwerpnnkU; 
in  einer  Geraden  hegen  und  ihre  Hauptaxen  die  gleichen  Ricb< 
tuugen  haben.  Gin  solcher  Stab  kann  unendlich  kleine  Schwill 
{jungen  ausfuhren,  bei  denen  diu  Verscliiebmißen  immer  in 
«iuer  dieser  beiden  lÜchtuiigen  geschehn;  um  solche  Schwia- 
gungen  soll  es  sich  handeln;  die  DitTerentialgleichung  derselben 
ist  bekaimt^)  und  leicht  mit  Hülfe  des  Hamilton'achen  Pris- 
cipes  abzuleiton.  Die  Linie,  die  die  Schwerpunkt«  der  Qutr- 
»chnitte  in  der  Uleichgewichtalage  bilden,  sei  2-Axe  eines  recht- 
winklige» Coordinatensystcm^  und  die  Richtung  der  Hauplan 
eines  Qu  c- ■'Schnitts,  der  parallel  die  Schwingungen  gt 
die  Richtung  der  j'Axe.    £s  sei  ferner. 

die  Integrationen  über  den  dem  Werthe  von  z  entsprecl 
Querschnitt  au»gedfhnt,  ^  die  Verrückung  zur  Zeit  t  dient 
Querschidtta,  ,u  die  Dichtigkeit»  E  der  Elastidt&tecoCAcieBt 
des  Substanz  des  Stabes;  dann  ist  die  lebendige  Kraft 

und  die  potentielle  Energie  des  Stabes 


'1  The  dworjr  of  eound  hy  Jobn  William  SCnitl,  L«odoa  16T7,  Tolt 
]iig.  240. 


von  rMUidcrlidicm  Q^crscliaitt. 
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die  Integrationen  ober  die  Länge  desselben  ausgedehnt  Hi«r> 
ans  folgt  die  partielle  Diffcreati&lglcichimg 

und,  wenn  auf  die  Enden  des  Stabes  nicht  KtiLlle  wirken,  diu 
Arbeit  leisten,  d.  li..  wenn  die  Enden  frei  oder  fest  »ind,  fot^ 
veKer,  dasa  fOx  jedes  Ende 

Terscbwindon. 

B«s(:hrSiikt  man  sich  aufdieBcti'achtuiigvon  Schwingungen, 
bei   denen  der  Stab  einen  einfachen  Ton  giebt,  so  kann  man 

I  TS  H  sin  ;i.  / 

setzen,  wo  m  t-ine  Punktion  von  r,  ?.  eine  Conatante  bedeutet. 
Fftr  H  hat  man  dann  die  gewöhnhche  DiffercntialgLuicliuug 

tnul  £e  Bedingung,  dass  fllr  jedes  Ende 

i[A^)a«    und  k^^J'^l 

verschwinden. 

Das  allgemciue  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist 
ohne  Schwierigkeit  anzugeben,  wenn  die  Aendeningen  des 
Querschnitta  derart  sind,  das3  die  Gleichung  seiner  Grenze 
eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  Tariabeln 

f*      *" 

ict,  wo  m  und  n  zwei  Constanten  bedeuten.    Bezeichnet  man 

darch  t/  und  A'  die  Werthe  von  7  und  A  ftir  ;  =  1,  so  ist  dann 

^^y*f«1-,  Ä  =  *■;***», 

also  die  Differentialgleichung 

Man  erhSlt  ein  Integral  derselben,  wenn  man 

«  =  ^2*  -i-  ^i«"***-»^  +  j^^+i(*-w  +  ... 
aetzt,  h  aus  der  Gleichung  vierten  Grades 

A(A-l)(A-2  +  3;iJ+«)(A  -3  +  8m  +  i«>  =  0 


f^'^.fr*.*"^'"' 
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UcWr  <lie  TnuuTerBalMhvriugusgeD  ebeB  ijtibM 


und  die  CoefBcienten  yf,*  w4|,...  aoe  den  Gleicbtm^n 

^^  A  ^  A,(h  +  4  -  2m){h  -  l  +  i~  2m) 

^^A,  =  ^  (A  +  2  (4  -  2«))  (A  -^  1  +  2{4  -  2«) )  I 

(Ä  -  2  +  2(4-2m)  +  3m  +  i»)  fA  -  3  +  2(4  -  2m)  +  3m  +■) 

u.  s.  f.  bestinuut    Wählt  man  (Ur  h  der  Reibe  nach  die  vier 
"Werthe  0,  1,  2 —3m —  »,3  —  3m  — n,  giebt  der  willkOiüchea 
Conetanten  A  jedesmal   einen   ändern  Werth   und   bildet  die 
Smnme  der  so  filr  u  gewomioiien  Au<idj'Ucke,  so  erfa&lt  nun 
das  allgemeine  Integral  der  in  Rede   stehenden  DiffercntJal- 
gleicliuDg.     Die  convergonten  Reihen,  durch  dii'  djisscIW  da^ 
gestellt  ist,  schreiten  nach  steigenden  oder  fallenden  Pot 
von  2  fort,  je  nachdem  »i  kleiner  oder  gr&sser  als  2  ist 
dem    Grenzfallc    in  =  2    ist    a    gleich    der    Summe     der 
Werthe,  die  der  Ausdruck 

annimmt,  wenn  man  darin  fär  A  eine  Wm-zel  der  Gleicbttnc 
Ticrten  Grades 

Ä(A  -  1)(A  +  4  -f  n)  (A  +  3  +  «)  =  \t^ 

setzt    und    die    willkQrhche    Constante    A   jedesmal    and 
wählt    Noch  in  anderen  FiÜkn  rerUert  die  entwickelt«  Fe 
dea  allgemeinen  Itilcgrats  der  Differentialgleichung  ihre  Brauch- ' 
barkeit;  dann  D&mlitli,  wenn  zwei  von  den  ftlr  A  ungegtbeneft 
Werthen  einander  gleich  werden,  oder  wenn  einer  der  Fikfl 
toren,  die  bei  ^p  A^....  in  den  filr  diese  Grössen  aufgestellten 
Gleichungen  auftreten,  verschwindet.    Eine  brauchbare  Fe 
des  Integrals  erhält  man  dann,  indem    man  den  Werth 
m  sich  unendlich  wenig  geändert  denkt;  man  findet  e»  dado 
als  eine  Summe  von  PolHUzreiheii.   die  zum  Tlioil  mit    log . 
multipticirt  sind;    die  Coefficienten  derselben  lassen  «ich 
direkt  aus  der  Differentialgleichung  bestimmen. 

Weiter   verfolgt  sollen  hier  nur  die  Fälle  werden, 
m  =  1,  n  =  0  oder  m  =  1,   n  =  1   iiit.     In  jedem  dieser  JFSÜle 
liUst  sich  die  DüTerentialgleichung  vierter  Ordnung  auf  Oiffercn* 
tiolgleichungen  zweiter  Ordnung  reducinm,  und  zwar  auf  solc 


Yon  vcittnOcrliclivin  Qurrechiittt. 
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deren   Integrale   Bessel'sche   Funktionen    mit    reellem    oder 
ima^ärem  Argument«  sind. 
Es  sei  also  zunächst 

m  =  1.  K  =  0; 
das  findet  stnttr  wenn  der  Stab  «Ur  Breite  nach  durch  2  pa- 
rallele Ebenen,  der  Diclce  nach  durch  2  Ebenen,  die  einen 
sehr  kleinen  Winkel  mit  eiuander  machen,  begrenzt  ist,  wenn 
der  Stab  also  ein  sehr  spitzes  Prisma  bildet.  Die  Diflerential- 
gleichung  ist  dann 


s  ttt      Je  t  lU      de' 


oder,  vas  daaaelbe  isb 
Sie  wird  erftUlt,  wenn 

and  auch}  vrenn 

tJaät  y  k  £ 

ist,    Hieraits  folgt,  doss,  wenn  man 

setzt,  das  allgemeine  Litegral  der  Bür  u  geltenden  Differeiitial- 
^leichnng  gleich  der  äiunine  der  allgemcineii  Integrale  der 
Differentialgleichungen 

rta'  dj 

ist     Nun  seien  tp  und   >/*  gewisse  Integrale  der  Gleichungen 

,d^V         dif. 


d^l 


di 

dT-^  dx "f* 


iiod  zwar  sei 


-  t       '  j.    '*  »*       , 

'''''       i»"*"!!.»)»      (1.2.8)«  "^■■'' 


344  Uebor  die  TmneT^vMilicliwingungeit  eines  Stabca 

<f'  and  *ff'  seien  andere  Integrale  derselben  Gleichungen, 

der  uilgemoiiic  Ausdruck  von  u  ist  dann  die  Summe  der  mit 
willkürlichen  Const&ntoii  multiplicirten  Differentinl-Qaotiftntai 
6if     8«!''    6f     ti  tf'' 

Es  sei  fUr  das  eine  Ende  de«  Stabes  /,  also  aach  i- 
endlich  klein,  und  dieses  Ende  sei  frei;  es  muss  dann  fOr 
mieudlicli  kleines  x 

dj*  dar      dw* 

Terschwiiideui   das  ge&chieht,  vreou  die  CoSfiScienten  roo  -4 

und  -^  in  dem  Ausdruck  von  u  gleich  Null  gemacht  wenka 
also 

da  dw 

gesetzt  wird. 

Das  zweite  Ende  des  Stabes  sei  so  befestigt, 

diisselbe  a  und  -A,  also  auch  -^  ,  verschwinden   mfksaen; 


dieses  Ende  ist  dann 


o=^y,+ 


ßi^ 


dt 


und 


0  =  ^^.  +  5Ö, 


dx* 


also  auch,   nach  den  Differentialgleichungen,  denen  t^ 

genügen, 

0=  Afp  -  BVf, 
mithin 


^^v.^ 


^dJ 


oder 


Dieses  ist  die  Gleichung,  aus  der  die  Wertbe  von  Jl,  d.  h.  die 
Schwingtingszahlen  der  Töne,  die  der  Stab  geben  kann,  xu  be- 
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BtimmeQ  sind.  Zur  Entwickelung  derselben  kann  die  Methode 
dienen,  die  ich  bei  einem  allgemeineren  Falle  in  meiner  Arbeit 
über  die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte')  benutzt  habe. 
Multiplicirt  man  die  Differentialgleichungen  fUr  (p  und  i// 

mit  rjf  oder  mit  -^  oder  mit  'jp 
und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man 

'^  ax        '   dx  a  dx       dx  dx 

Transformirt  man  die  letzte  Ton  diesen  Gleichungen  mit  Hülfe 
der  identischen  Gleichung 

dx*         ^lr*^V  dx'^^  dxdx' 
Bo  wird  sie 

d<p  dyi         1    d       dtftp 
dx   dx        2xdx'       dx 

Daraus  ergiebt  sich  für  9^1^  die  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung 

und  diese  bestimmt  die  CoSfßcienten  B  in  der  Gleichung 

tpy,  =^  1  +  B^x^  +  B^x*  +  B^T«  +  ..., 

die  aus  den  Ausdrücken  von  <p  und  y;  unmittelbar  folgt.    Man 

findet 

5,=  -S„_,n».2n-  1.2n, 

also,  wenn  man 

1.2.S...n  durch  nl 

bezeichnet, 

■       1  r*       ,       X*  X*       , 

>)  S.  oben  p.  264. 
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tTcbpT  die  Tronai'enxlBchwingungen  eines  Stibw 


Die  Gleichung,  die  zur  Bestimmung  d«r  TonbÖhe  zu 

bat,  ist  daher 

n  _  I  _  „'^  _L     '*     -     ^     j. 

(21)^3!  "^(SVi!       (i!)'?!"'"  ■"" 

Es  si?i  T^  die  kleinste  positive  Wurzel  dieser  Crloichong, 
iliejeiiige,  die  den  Gnindton  des  Stabes  bedingt.    Ohne  ÜDlie 
Sndet  man 

Ist  /  die  L^ge  des  Stabes,  so  ist  aber 


"■]/%- 


'0» 


hieraiLe  ist  der  Werth  von  X  fär  den  Orundton  zu 
E!s  sei  2n  die  Dicke  de»  Stabes  an  dem  befestigten 
ist  dann 


f 


alBO 


*-6,S15,/|i. 


Bei  dem  prismatischen  Stabe  ist  daJier,  wie  bei  dem  paraiy- 
epipediächfti  iWc  Schwingtiiig^izahl  de»  Grundtons  mit  i\tm 
Quadrat  der  Lunge  umgekehrt  und  mit  der  Dicke  direct  pn* 
portionai,  falls  die  Dicke  an  dem  befcätigtcn  Ende  gemetten 
wird.  Bei  gleichen  Werthen  von  a  imd  /  ist  der  Gnmdtm 
des  pri^tnatiscben  Stabes  liOber  als  der  des  paraUelepipc 
fUr  den  letzteren  ist  n&ralicb 


;.  =  3,516  j/^^-, 


M)  dass  der  Grundton  des  priämallsclteii  Stabes  ungefllir 
Quinte  von  dem  Gnindton  des  parallelepipedischen  ist 

I^im  soll  untersucht  werden,  wie  gross  die  Exconkii 
des  ü*eieu  Codes  des  prisinatisclieii  Stabes  Hein  können,  wnm 
die  Dilatationen  nirgends  eine  gewisse  Grenxe  Qberschretttn 
sollen. 

In  irgeud  einem  Querschnitt  findet  das  Maximum  dcc 
Dilatation  an  seiner  Grenzo  in  den  Augenblicken  statt,  ifl 
denen  der  Stab  seine  grösäte  Ausbieguug  nach  der  einen  odtf 


von  vtrlndsrlicliom  Quendmilt 
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der  anderen  Seit«  orlitton  hat,  und  es  ist  diesds  Maximum 
gleich  dem  abeütateii  Wertlie  ron 

d.  i.  Ton 

aj^     rf»t» 

Dieser  Werth  erlangt,  wenn  x  von  0  bis  r^  wächst,  ein  Maximwin 
hei  einem  gewissen  Werthe  von  x,  der  berechnet  werden  solL 
Mau  bezeichne  die  Werthe  von  qp  and  ^  für  j*  =  x„  durch  (f^ 
und  V'oi  es  ist  dann 

V^  =  19^772  Vb  =  -  0,2934 

und  man  kann  setzen 


—  -cln'sl  +  v.ff). 


«-».f,'2 


wo   C  eine  Constante  bedeutet     Die  Bedingimg  ftlr  das  gc- 
suclile  Maximum  ist  daher 

d     d*9 

oder 

*''o^31  +  im  +21^1  +  3191+  —J- 

Die   klein&te  Wurzel  dieücr  trleichung  und  die  einzige,  die 
zwischen  U  und  j-^,  liegt,  ist 

=  3,68&. 
Für  diesen  Werth  Ton  j-  ist 

Pur  .F=*^,  ist  derselbe  Ausdruck  =  ~  4,333.   ßczcicLnct  man 
die  grCsste  Dilatation  durch  e,  so  ist  daher 

I  =  C^  4,992. 

Nwi  Bei  U  die  gröMte  Elongation  des  freien  Endes  des  Stabes; 
dann  ist 


848 

d.  b. 

also 


Ueber  die  Traimemlscbwinguiig«n  «mm  StabM 


^  C.  10,568, 


oder  bei  KQcksicIit  auf  die  Gleichung,  die  Ä  bestünml, 


'^='ll/.^*3'81Ö- 


Bei  den,  dem  Gnutdton  eolsprechenden  Schwingongea  dw 
parallelepipediscLeu  Stabes  findet  daa  Maximum  der  Dilatatün 
an  dem  befestigten  £nde  statt,  und  zwischen  diesem  Blaximim 
und  der  grösaten  Elongation  des  freien  Endes  besteht  dii 
Beziehung 


^-W^- 


Man  siebt  hieraus,  das»  bei  gleichem  Material  und  gleicher 
Schvnngungüdauer  der  prismntiscbe  Stab  etwa  4mal  so  groar 
ElongaUonen  des  freien  Endes  geben  kann,  als  der  paraUdefii* 
pt-ilisc]]e. 


Jetzt  soll  in  ähnlicher  Weise  der  Fall  beltaudelt  vtrdt^ 
dass  der  Stab  einen  sehr  spitzen  Kegel  bfldeU  Die  Dillertft* 
tialgleicliung  seiner  Scliwingimgeii  ist  dann  den  voraosgeechidclM 
Bemerkungen  zufolge 

Dieeelbe  lAsst  sich  scbrcibcn 
und  sie  irird  erßUIt,  wcmi  man 

setzt    Macht  mau  wiederum 


zl 


TOD  Teiüsdertlchein  Querechiiitt. 
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so  ist  daher  der  allgemeine  Ausdruck  von  w  die  Summe  der 
allgemeinen  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen 


±w. 


Gebraucht  man  die  Zeichen  <p  und  \y,  f  und  ijj'  in  derselben 
Bedeutung  wie  oben,  so   ist  daher  u  eine  lineare  homogene 

Funktion  von  j-^ ,  t-^  ,  t-^  ,  -i-^ ,  deren  Coefficienten  willkür- 
liche Constanten  sind.  Aber  das  eine  Ende  des  Stabes  soll 
frei  und  fUr  dasselbe  e  unendlich  klein  scbi;  es  musä  daJier  für 
ein  unendlich  kleine»  j 


Jr*-j— jund  -^x 


Terschwinden;  das  erfordert,   daes  die  CoBfficienten  von  -=-^ 
tind  -pi  gleich  Null  gemacht  werden.    Man  hat  daher 


„^.4^  +  ß^, 


d» 


Für  das  zweite  Ende  des  StabcB  sei  wieder  m  =  ü,  und  ^ 
=  0,  d.  h. 


«6  maatt  dann  für  dasselbe  auch 


.dtf 

'   dT 


-«s!  =  ». 


mithin 


oder 


d^Jj-i"*"  d^dx'~" 


d  dti  dv         n 
ix  dx  dx 


'  sein.    Aas  der  ßlr  ^  ^  gegebenen  EDtwickcInng  folgt  aber 
die  fVa  das  befestigte  Ende  zu  erfüllende  Gleichung  ist  also 


dif  dtp I        a'     , 


350  LVber  ili«  TnosretMlscbwiiiguiiRet)  ein««  SUbM 

2!8!        l!3!5!  "''  2!4:i!       sTäT»!  "^  "" 
Wird  wiederum   die  kleinste,  also  dem  Gruitdton  d« 
eatsprechende  Wurzel   diewr  Gleicliung  durch  *„  beieichiwl 
so  ergi^bt  sich 

^„«8,718. 
Ist  wieder  l  der  Wertli  von  ;  fUr  Aas  befestigte 
Stabes,  ao  i^t  auch  hier 


'r 


Bez«icLuet  man  dui^ch  ^^  imd  A^  die  Wvrthe  toq  q  and  A  & 

5  =  /.  so  hat  man 


Baraus  folgt  liajin 


i  =  8,71S|/^^ 


Auch  hier  ist  also  die  Scbtriagungszahl  des  Gntodtooes 
dem  Quadrat  der  Länge  umgekehrt  propoiÜDual,  falls 
Querschnitt  am  befestigten  Ende  sich  gleich  bleibt.  Bei  eirn« 
cylindrischeu,  einseitig  befestigten  Stabe,  bei  dem  ^  «lui  A 
die  Wei-Üie  </„  und  A^  haben,  und  der  die  Laug«  /  beätzl.  vt 
für  den  Gnuidteu 

80  daas  die  Schwingungszahleu  der  Grundtöne  des  cotüsdM 
und  des  cj-liiidrisohen  Stabes  sich  Tic  8,718:3,010  TerhiUciL 
Was  die  Dilatationen  iu  dem  conischen  Stabe  betriffl,  so  JJt 
daa  Maximum  derselben  in  irgend  einem  Querschnitt 

voim  a  bedeutet  das  Maximum  dvs  Abstaudes  iu  der  Ricbtmu; 
der  Schwingutigeii  eine$  Punktes  im  Umfange  des  befostigtn 
Queräcbnitts  vom  Scbwci'punkt  dieses.  Das  Ma3Ümum  hit-rroa 
findet  bei  einem  Wertbe  von  .i  statte  der  der  Gleichung 


guitlgt    Füi-  .r  =  x„  ist 


VOQ  reritudcrlicbein  Querschnitt  35 1 

^  =  19,024  ^  =  0,099534, 

man  hat  daher 

K  =  c(o,09953^  +  19,024^), 

und  jene  Gleichung  ist 

0  =  0,09953  (i  +  j4fT  +  2iT!+-) 

Die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  igt 

X  =  4,464. 
Für  diesen  Werth  von  *  ist 

i     <^* 
C*  dx 


U ^.=  1,388. 


Für  a-  =  *o  ist  derselbe  Ausdruck  =  0,9734.    Bedeutet  wieder 
e  das  Maximum  der  Dilatation,  so  hat  man  also 

«  =  C.^.  1,388. 

Ist  17  die  grösste  Elongation  des  freien  Endes  des  Stabes,  so  ist 

ü=  C.  9,562, 


daher 
oder,  da 


U=e.  —  .  6,889 

Für  einen  cylindrischen  Stab,  dessen  befestigtes  Ende  dieselben 
Dimensionen  besitzt,  ist  beim  Gnmdton 

l  a    V  9af 
80  dass  bei  gleichem  Material  und  gleicher  Schwingungsdauer 
der  conische  Stab  etwa  7  mal  so  grosse  Excursionen  des  freien 
Endes  geben  kann,  als  der  cylindrische. 


852 
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r«bcr  die  ßfHexion  uud  Itreclinng  des  Lichlii  xn  der 
tjreiize  krystalÜDisch»  Mittel.') 

Die  Gesetze  der  Foi'tpttanzuiig  des  Lichts  in  einem  krr- 
rtallinisch*!!  Afittel,  rüe  Presnel  theils  durch  Versncbe,  theib 
durcb  Speculatioii  aufget'uiidea  hat,  sind  am  den  IKffereoti^ 
gleichungeu  der  Theorie  der  Elat»tidtfit  fester  Körper  zuerst 
vou  Hm.  Xeumunn  abgeleitet^);  Hr.  Neamann  bat  iiarJi 
ziiei-st  Formeln  fllr  die  luteneitftten  der  ao  der  Oberdäche  «iriM 
Kxj-stjills  rtffleclirteii  und  gelirocheijeii  Licbtwellen  entvitJuJt 
und  ihre  Uebereinstimmung  mit  der  Er&hrong  in  vielen  FIDm 
tiäcbgewieseu^.  Dei'selbe  Gegenstand  iüt  später  in  «odonr 
Weis«  vcm  Muc  C'ullagh  helrnndelt*).  Der  einzige  Unl«^' 
schied  in  den  Ilesultaten  der  beiden  Forscher  ist  der,  dfls% 
wühlend  nach  Hrn.  ^ennianndie  Öchwingimgsrichtuug  einfo 
kleinen  Winkel  mit  der  Wclli-iiebeuc  bildet,  nach  Mac  CulUgh 
dieselbe  geikäu  parallel  dieser  i$t;  ein  L'ntei-sctiied,  der  aba  it- 
svfern  wenig  Erheblichkeit  besitzt,  als  die  Xcamaaa'MlH 
Tbeoi-ie  leicht  so  moditicürt  vcnlcn  kann,  dass  er  fortfiUt,  wii 
auch  Hr.  Neumann  selbst  bemerkt  hat  Dogmen  scbnia 
beim  ersten  Anblick  die  Ausgangspunkte  der  beiden  Theocieo 
weaentlieh  verschieden,  ja  entgegengesetzt  zu  seiiu  Hr.  Ne»* 
mann  geht  nämlich  Yon  der  Annahme  aas,  das«  der  Aetber 
in  Bezug  auf  die  Lichtüchwingungen  nch  vrie  eiu  ebutiseber 
Tester  Körper  verhält,  auf  dessen  Theile  keine  anderen  Siiftt 
wirken,  als  die  durch  ihre  relativen  YerKhiebnngen  erzeugten; 
und  Mac  Cullagh  stellt  l'Ur  da.s  Potential  der  auf  eiu  Aetber 
theilchen  ausgeübten  Kräfte  einen  Ausdruck  auf,  der  nickt  übo^ 
einstimmt  mit  dem  Potential  der  durch  die  relativen  VerscW- 
biiii^en  der  Theüe  eines  ehibtiächun  Kürpcra  hiTVorgeruAiKn 
Krüftc;  auch  bei  der  Theorie  von  Mac  C'ullagb  kamt  Bu 
den  Aether  als  einen  elastiacben  Köi-per  betrachten,  man  am 
ihn  aber  betrachten  als  einen,  der  noch  anderen  Kräften  allte^ 


■)  Abh.  der  Bftrl.  Akad.  1879. 

»)  Pun^g.  Atiu.  Bd.  ii. 

•)  Abh.  der  BerL  Akad.  1S35. 

*]  TVui».  öf  th«  IriA  Acod.  Vol.  XXI. 
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worfun  mt,  als  den  durdi  seine  Klftsti'CJtAt  bedingten.  Von 
diesen  nndor«ii  KrUftcit  tiUst  sich  üulo^sen  aus  dem  von  Mac 
CuUagli  au%cätellU^u  Poteiitialau>«(1riK-k  'beweisen,  di^^  sie, 
bezoßeii  aurirg(?iwl  einen  Theil  des  Actbcrs  in  einem  homogenen 
E&rper,  sich  auf  DniekkrätU-  redueiroii,  die  auf  die  Oborllächo 
dieses  TheileK  wirken.  Sdui  Icmiiii  <luher  sagi^n,  dtiüis  mii-.h  di(< 
Theorie  von  Mac  Cullagb  auf  der  Amiahme  beniht,  dass  auf 
die  Theile  des  Aetliera  keine  KiTlfte  wirki?u  ausser  den  durch 
«eine  Bla>ticiULt  bcdin(ft4!ii,  auf  dir-  Flürhen  aber,  die  die 
GreniEen  liel^rogerier  Mittel  bilden,  DruckkrJlftf  aU3(i;eÜbt  wer- 
den, die  andePMi  Ursprungs  aLnd.  Solche  Diui-kkrrillc-  setzt 
DIU)  aber  auch  die  N  eumann'scht^  Theorie  voraus;  ilinrÄii- 
nahme  ist  es,  die  dazu  berechtigt,  die  longitudinalen  Wellen 
ausser  Acht  m  Iohsch,  wie  es  bei  dieser  Theorie  geschieht;  sie 
mttssen  bewirken,  das«  longitudinale  Wellen  bti  der  Keflexiou 
nod  Brechung  der  Lichtwelleu  nicht  entstehen.  Die  beiden 
genannten  Theorien  dürfen  dalier  als  voUkonmicn  öberein- 
ätimmeDd  angesehen  werden.  Ich  tirlaube  nur  chic  Behandlung 
€les  Gegenstandes  dieser  Theorien  der  Akjulemie  vur/ulegen, 
die,  wie  ieh  glaube,  allgemeiner  und  (ill>ersiclitlieher  ist,  als  die 
1ii>Jter  gegebenen  <>k  sind. 

Es  werden  zueist  die  partiellen  Differentialgleichungen  uuf- 
' 'gestellt,  denen  die  tranxvfrsaleu  B(!weguiig(>u  de»  Aetherni  in 
einem  kryttlallinischen  Mittel  genUgen,  und  die  Bedingungen, 
die  dieselben  an  der  el>eiic!n  Grenze  zweier  verechiedenen  krj- 
»tBllüiischeji  Mittel  crlulleii  mUsseii.  G>  wird  dunn  ehie  partj- 
culttri;  Lösung  jener  Differentialgleichungen  gebildet,  die  diesen 
Bedingungen  entspricht^  Dii-st-  Losung  stellt  ein  System  t-bener 
Wellen  diu',  diu  theüs  in  dem  einen,  theila  in  dem  luuleren 
Mittel  sich  bewegen.  Eine  von  diesen  Wellen  kann  beliebig 
gegeben  sein:  beliebig  in  Bezug  unf  üiro  Kicbtuiig  und  in  Bezug 
auf  das  (ieaetz,  wrli:hes  die  Grosse  d«r  Vi-rrückung  eines 
Pnnkteti  mit  der  i!eit  verbindet;  die  Bichtungen  der  anderen 
Wellen  sind  dann  durch  die  Wm-üchi  zweier  biquadratiHchen 
Gleichungen  be*itimnit,  von  denen  die  eine  auf  Wellen  in  dem 
einen,  die  andere  auf  Wellen  in  dem  andt-ren  Mitte)  sich  be- 
zieht. Eine  Wurzel  der  einen  dieeer  (.ileiehungen  führt  auf 
die  gegebene  Welle  zurtlck;  es  besteht  daher  das  ganze  Sjstem 
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aus  acht  Wellen,  von  denen  vier  dem  einen,  vier  dem 
Mittel  atigfhiJifii.    FUi-  jede  dieser  Wellen  ist  mit  ilirer  Bid^ 
tutig  die  Richtung  der  VcrrUckung  vollätSndig,  und  die  GiSfac 
der  Verrückuiig  io  jedem  Augenblick  his  auf  eine  multiplicaÜTi' 
Coustaittc  boatinmit    Neiuit  man  diese  Constante  die  Ampli- 
tude der  Welle  (indem  man  «int^n  bei  SinuHsrliinnpingcn  flb- 
liclieo  Ausdruck  auf  Schvringungen  allgemeinerer   Art   Ober- 
trägt),  HO  bestehen  zwischen  den  AmpUtiidcn  d«r  aclit  Wellen 
vier  lineare,  homogene  Gleichungen;  neben  der  Amplitude  der 
gegebetien  Welle  können   also  noeh  die  Amplituden  ron  drei 
anderen  vällkUrlich  gcwälilt  wenlen.   Haben  die   beiden  biqua- 
dratisclien  tileichwigen  nur  reelle  Wurzel»,  ro  siud  in  jeden 
Mittel    zwei    pinfallende    W*?llen    vorhanden    und    zwei,    dl* 
reflectirt  oder  gebrochen  sind;  um  F&Ue  zu  erhalten,  dit 
durch  das  Kxp^'nmt-iit  verwirklicht  werden  künnen,  hat  lUii 
dann  im    Allgemeinen  die    Araplitntlen  ron    drei    einfalleniiBa 
WeUen  gleich  Kuli  zu  setzen,  so  dass  nur  eine  ein£alkvk 
AVrllc   übrig    bleibt.     Aber  die   hii^uadratlschen    Gleicfaangn 
können   auch    complexe    Wurzeln   haben;    das  EntspreclMode 
tritt  bei  botropen  Mitteln  ein,   wenn  totale  Reflexion  stall* 
findet.    Um  dann  aiii'  Fälle  zu  kommen,  die  der  Beohadibng 
zugänglich  sind,  hat  man  die  Coiistanten,  die  die  BedingmB^ 
das»  nur  eine  einfiiUlendc  Wolle  da  sei,  noch  unbestimmt  KM 
so  zu  wählen,  dasK  die  VerrUckung  mrgends  unendlich  wird: 
es  iat  dabei  die  Aufgabe  zu  lösen,  eine  Function  eines  com- 
plexen   Argomcnts   m  finden,  deren   reeller  Theil    fdr  reelle 
Wertbo  des  Arguments  gegeben  ist,  und  die  nicht  unendhcli 
wird  für  Werthe  des  Arguments,  deren  imaginärer  Tbeil  gleift 
V^T,  raiiltiphcirt  mit  einer  positiven  Grösse,  ist 

Bei  der  Ableitung  der  Gleiclinngen  zwischen  den  Ampli- 
tuden eine«  Systems  von  acht  zugammengehörigen  Wellen  ist 
von  dem  Begriff  der  Strahlen  kein  Gebrauch  gemacht;  e* 
scheint  mir  das  ein  Vorzug  den  eingeschlagene»  Weges  zu  saa 
wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  der  genannte  Begriff  dar- 
bieU'it.  Bei  der  Eutäclieiduug  der  Frage,  oh  eine  Wolle  eil» 
einfkUeude  i«t  oder  eine  rcllectirte  oder  gebrochene,  kann  der- 
selbe aber  nicht  umgangen  weMen;  aus  diesem  Gnmde  lÄ 
bei  den  einleitenden  Betrachtungen  auch  aid*  den  Begriff 
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Strahles,  der  zu  eint^r  gegebenen  etrH^iten  "Welle  g^Srt,  eingp- 
giuigei),  und  es  ist  eine  Detitiitioii  für  ihn  au^estellt,  die,  wie 
kfa  glaube,  Vorzüge  vor  der  gewOtuüiclien  darbietet. 

Die  ftlr  de»  Fall  zweier  kr^st^illinisrlier  Afittel  entwickelteii 
Formehl  können  eine  unmittelbare  Anwendung  bei  derAcAexion 
tiiid  Brechung  des  Liclits  an  einer  2wiUing&Säche  eiiieii  Kry> 
Btall^  fincirn;  mit  Leicbtigkeit  ergi-ben  sich  aas  ihnen  die  For- 
meln für  den  einfacheren  Fall,  dass  nur  das  eine  von  den 
beidun  Mitteln  kry^ttallimacli,  doä  andere  iäoLrop  i»t. 


A¥ii-  betrachten  einen  homogenen,  elastischen,  festen 
Körper,  auf  dessen  Theile  keine  andern  Kräfte  wirken,  als 
die  durch  die  relativen  Verschiebungen  erzeugten.  Die  Dich- 
tigkeit sei  =  1  und  v,  v,  w  seien  dio  Compoitenten  der  unend- 
lich kleinen  Verrückiing,  die  ein  Pnntt,  dessen  Coordiiiaten 
b«i  der  Kühe  a-,  y,  ?  sind,  ziu'  Zeit  ;  erfahren  hat.  Man  hat 
dann  die  Differentialglpielmiigen 


U) 


denen 


(2) 


SX«        tXf       9X, 

3^' 

BT,  ,  «ry      sr. 

du,    ,    dZg    .    Ä2. 

r        &F 

r      7  =  ^-f 

y  -  M 

^      a«. 

X.     r  ^^^ 

3* 
'-  =  i. 

y*  =  'r  =  57  +  ay 

''  =  '•=  a^r  +  ST 

«1  — 

es 

fist  und  F  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs 
[Argumente   x^,  y„  ?,,  y„  i„  x,  mit  constanten  Co&ilcienten 


aa« 
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bedeutet.  Dit-sf  Co^fficient^n,  21  an  der  Zahl,  sind  die  Cc 
Btanteu  der  Elasticität  de»  Köritci-^  und  F  ist  Aa»  auf  die 
VolumentiiJicit  lK-3cogeiie  Potential  der  darcli  die  relativm 
Verscliiebiingen  liervorgerofenea  Kräfte. 

Gä  liaiiiit'H  sich  zuuätli^t  tlai'um,  lestzustellcn,  nie  nun- 
die  Coimtaiitrn  der  RIasticitÄt  zu  wühh-n  liat,  weiia  der  elu- 
gtisrlie  Küiper  der  Aefher  in  einem  Il^JstalUlli3i^Ilelk  Mittel  »eiu 
sul);  Iiiei-zu  fiilii-t  die  Botraclitiiiig  einer  piirliciihu-cii  Löfruu' 
der  angegeboiieu  Difiereiitialgleichuugen,  die  ebeiiä  Wellen  dar- 
stellt. Es  seien  /,  tn,  N  <Ue  Cosinus  der  Winkel,  welche  etaf 
Itichtuiig  (die  der  WcUeimörmale),  a,  ."i,  y  die  Cosiaus  i).t 
WiiLkel,  welche  elue  zw«ite  Kichtuiig  (die  der  VerrQckaagi  iiu( 
den  CoordiiiiiteTinxen  bildet;  man  setz« 

/x  +  my-|-«r  =  A 
H  =  a ff,  c  =  ^a,  w  =  y  a 

und  nehme  o  als  Function  von  t  und  s  an;  aus  jeder  der  iha 
DiJferentialgleichaiigcn  für  m,  c,  w  findot  man  dann  eine  fn 
c,  Bind  /,  m,  ti  beliebig  gegeben,  so  lassen  sich  a,  /^,  ?•  so  be- 
Etimmen,  duss  diese  drei  Gleichungen  für  «t  idontifich  lait  oa- 
ander  werden.    Die  linken  Seiten  dei-aelbeu  aiud 


"ö?»     ^df     ^li*- 
tJu  ihre  let'hten  zu  bilde»,  )mt  man  zu  Ix^achten, 
-5ff  /»     .     .    ,3. 


Im  =  ul 


d« 


a     So 


?. 


;r,  =  («m  +  .tfO 


Ö4 


und  das»  jeder  der  Dlffereiitialquotienten  toq  F  nach  r«^ 
..  eine  litieare,  homogeue  Function  dicsci-  Argumente  ist.   Joitf 

dieser  I>ifi'erenÜuti[UOti[mtcu   ist  duher  gleich  g",  moltipliail 

mit  einem  coustanten  Factor,  einem  Factor,  der  gleich  doi 
Wcrthe  ist,  den  er  aelbüt  annimmt,  wenn  man  in  ihm 
I  ia  =  al  yt  =  {iu  +  ym 

J  i/g  =  ßm  f.  =  yl  +UH 

\  z.  =^yn  .rg  =  um-i'  ßl 


(4) 
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setzt.  Diese  Wcrtlic  von  j",,  i/„  . .  mögou  durch  r'„  ^^  , .  be- 
zeichnet werden  nii<l  der  Wertli,  den  F  bei  ihnen  ei-Lält,  durch 
/*'.     Man  hat  daiin 

dF  ^  SP  $v 

Qtul  flluf  aiidctre  Gteieliiuif;4;n,  die  dwunv  ähnlich  mnil. 
näcli  ergiebt  sich  SM»  der  ersten  der  Gleichungen  1) 


Hier- 


oder 


da 


'3«    ~' 
^  =0 


m 


ÖV. 


^=» 


"5ir 


=  ji 


=  0 


i«t    Auf  SJinlichem  Wege   üudet   man   a.wt  der  zweileii  und 
dritten  der  Gh^ichungen  1) 

Dil;  drei  ftir  (T  nbgrleiteten  Gleichungen  werden  erfllllt  durch 
jede  Lösung  der  Gleichung: 


(5) 

ST*  =  '    6s*' 

falb 

(6) 

Ö,f    ■-   ^    P'        Bf 

=  v-^r 


iät,  wo  V*  eine  zu  bestimDiendo  Constimte  bedeutet  Die  all- 
gemeine LdHUug  der  Gleichung  5)  sagt  aus,  das»  a  die  Summe 
einer  willkürlichen  Function  von  s  —  Vf  und  einer  willkür- 
lichen Fuuclioii  von  s  +  Vi  ist;  die  Gleifhungeii  31  stellen 
daher  zwei  ebene  Wellen  tbu',  deren  Normalen  die  Richtung 
((,  m ,  w)  haben,  die  mit  der  Qesciiwiudigkeit  K,  die  ebe  in 
dieser  Richtung,  die  andere  in  der  entgrgi^ngewtüteti,  sich  fort- 

jL^^ckuiigeu    in    der  Richb^|Ug 


858 


Uebor  die  Reflexion  und  Brechiui^  dos  Un 


[a,  ^,  y)  stattfinden.    Die  Gkichungeii  6),  welche  in  Tettin- 
durg  mit  der  Gleiclinng 

zur  Bestimmung  von  a,  ß,  y  und  K  dienen  müssen, 
dieselben ,  wie  diejeiiigen ,  die  man  au^alöseu  hat,  um  die 
Hauptazen  der  Fläche  zweiten  Grades  zu  ennitteki,  deren 
Gleichung: 


ist,  wenn  r  die  Länge  des  Radiu»  vector  bedeutet, 
Richtung  {a,  ß,  j-)  hat  Diese  Fläche  zweiten  Grades  ist  eii 
EUipHoid,  da  F  nickt  negativ  wei'den  kann,  widrigenfalU  du 
Gleicbgewiclit,  üas  stattfindet,  wenn  u,  u,  ir  -rerscbwinden.  IM 
sein  wlli'de.  Die  Richtung  der  VerrÜckwng  Icann  die  Richtnij 
einer  jeden  der  Halbaxeu  derselben  sein;  die  Fortptianzang*- 
gesrhwindigkeit  ist  immer  gleich  dem  Rcciproken  deneßMi 
Saihaxe. 

Wenn  das  betrachtete  Mittel  ein  isotropes  ist,  so  ist  liu 
bcEcicIinet«  Ellip»oid  ein  HutatiunuL'llipseid ,  dessen  Botttioo»* 
axe  die  Welleuuormale  iat;  eine  von  den  di-ei  Wcllcu.  & 
in  irgend  einer  Richtung  »ich  fortpäaiizen  können,  ist  eis« 
loQgitudinale,  die  beiden  andern,  die  gleiche  Fortpflaasan^ 
gesohwiudigkeit  besitzen,  sind  transversale;  die  Ictztertiu  alletn 
sind  LicMwellon.  Bei  allen  Krystallen,  die  es  giebt,  bt  di» 
Doppelbrechung  nur  eine  kleine;  hierauf  gestützt,  darf  miA 
lumehnien,  dass  bei  jedem  Erjstall  die  Congtatiten  der  Elwli- 
cität  des  Aethcru  nur  wenig  von  den  Wertheu  abweichen,  du 
üie  in  einem  isotropen  Kiti'per  haben  können,  and  dass  dibff 
von  den  drei  "Wellen,  die  in  ihm  in  einer  Richtung  sich  fort- 
pflanzen,  die  eine  nahezu  longitudinal  ist,  die  beiden  omlen 
nahezu  transversal  sind,  und  dass  die  letzteren  die  Ijichtwello 
ausmachen.  Das  Quadrat  der  Fortptianzuogageachwiudigkeil 
also  V.  ist  im  Allgemeinen  aus  einer  kuhinchen  Qleidnin? 
zu  bestimmen;  nach  Fresnel  sind  aber  die  Werthe  tod  I" 
fUr  die  beiden  Lichtwellen  die  Wurzeln  einer  quadratiscbt» 
Gleichung.  Nach  der  uripriiiiKlii^hm  Tlicwric  des  Hm.  N*D- 
mann  hat  man  bei  passend  gcwäldtem  Coordinateusj 
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+  *2  u» j-^  J,  +  2  **  f.  .r,  +  2  e»  T,y^ 
und  zwischen  den  Coatttanten  A,  B,  C  a,b,e  die  B«liitionen 

Hr.  Neumaun  hat  g«z«i^,  dass  in  Folge  dieser  Relationen 
die  kubischt;  CTlcichiing  für    V^  zei-fUIlt  in  die  lineare: 

dM  sich    auf  die  nabe    longiliidiniüe  Welle  lieziebt,    und  die 
qudratisdiv: 


a*-V* 


'-  P 


e*-r» 


=  0, 


die  für  die  nahe  transveraalen  Welle»  gilt.  Die  letztere  ist 
dieselbe,  die  Prcsnel  für  dit;  Quadrate  der  Fortpflamimgs- 
geschwindigkeiten  der  beiden  Lichtwellen  aufstellt.  Die  Ricb- 
tongen  der  VeirUckuiig  iu  diesen,  die  die  Theorie  ergiebig 
stimmuii  mit  den  von  Presnel  aiigegebenen  nahe,  nicht  genau, 
überein,  wenji  mau  Schwiiigungürirhluug  luid  Polaiisationsrich- 
tQng  alä  glcJchbedüiitciid  annimmt. 

Aber  es  giebt,  wie  Green  ')  gefunden  hat,  einen  Ausdruck 
für  2/*,  der  zu  Hcsultaten  lulirt,  die  in  Bezug  auf  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten und  die  Schwing  uiigsricbtungen  ge- 
nau mit  den  FrcsneTsciien  Geaetzen  übcreiustiumieu.  Man 
gelangt  zu  dcmsclbon,  wenn  mau  die  Bedingungen  tlafür  auf- 
sucht, daK3  von  den  dri-i  'Wellen,  die  in  einer  Richtung  fort- 
schreiten können,  die  eine  ihre  Verrßckung  genau  parallel  der 
Welleiinonnale  hat  Es  ergieht  sieh  so  ftlr  em  beliebige* 
Coordiuatenäjrstem : 

+  O],  (?J -  4 y,  X,)  4-  a^{zl  -4x,  r,)  +  a^ (j-J  — 4 J,y,)  (7) 

+  2rt„(2y,j*  -  jf*r,)  +2agi(2rryy— XyJ,)  +2a„(2r,r.— T,y,), 

wo  die  Constanten  u  beliebige  Werthe  haben  künneti.    Es  ist 


1)  Tnnaitctiotu  of  tbe  CftDabrid^  Pliiloe.  Soc.  18S9. 


m 


m 


—ftniwfi'wn, 
■  jeder  **■**— g  geoMi  loc- 
■BiiiwiL     Ssfastiturt 
j^..  aas  (4),  weriilii 


+2«„0' «■-/?«)  (if(t-rO, 


■■d  dk.  jede  der  flecb«  CrfaoeB  «„,  ^„ . .  in  dem  AosdnKk« 
nn  2  ^'  iHt  iwei,  in  Beag  SHf  c,  .$,  ;•  Knenren  Fakton«. 
diB  ftr  «^i;  |J  =  M.  r^"  nndramdeB,  MolapUcirt  ist.  « 

Die  Gkiclmogea  (fi)  vti-deo  daber  durch  di«  genanDtea  W^rtbr 
TOB  m,  fi,  ]r  erfOOtr  vom  1*^=  a,  ^etoftcht  wird;  eine  too  deo 
dm  WeBcB  'at  ämt  longkoditiale  und  i*«,  Ut  ihr«  Fortpll»^' 

IMIgliy<llBIIN%t<  ll 

Die  bddm  andern  Weflen  sind  daher  genao  transTerulc 
imd  ftr  sie  ist: 

l8)  «/-{-i?«i  +  3'ii  =  0; 

ans  diMO*  Oleichting  in  Verbimltuig  mit  d«n  Gleichungea  (€) 
«iod   ihre  Schwingang^richtangvn  und   FortpS.-uizungsgeiich'irin- 
digkeiten  zu  be'itimnieu.    B£an  seUe: 
a  =  yw  —  ßn 

(9)  b  =  «B  —  y/ 

t  ^  ßl  —  «w, 

(L  h.  mau  bezeichne  durch  o.  h,  c  die  Cosinus  drr  WtnkeL 
weicht-  die  Riclitung,  die  s«iikrccht  auf  den  Bichtungcn  (^  n,  ii) 
uud  (tf,  ß,  r)  ^  Qut  <^€"  Coordiiiateuasco  Uldet;  miui  »ette 
feniur 

(10)  25  =  fl^,  o'+o«  b»  +  ii„t»+2fl5,  6c  +  2a„  co  +  Soj,  Bk 
80  dass  bei  lÜcksicbt  auf  (8,^ 

tll)  K  =  5 


■n  der  Oreiuo  krj^talÜnUckor  Mittel 
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ist.    Da  äua  (9): 

(12)  ß  =  cl-an 

■y  =  ar»~bl 

folgt,  so  werde»  gtanu  ilif  GlpichuBgnn  (8): 


('4-'"»)"-(M-H"-° 


v'c]i  ~ 


y*a 


'5J 


-  r^a   «  =  o 


/=Ü 


oder 


(13) 


|?=  vn  +  ^m 

wo  fi  eine  zu  bestinimendc  Gi-össe  tedeuteL    Diese  GkichuTigL-ii 

in  Yerbiodung  mit 

qS  +  b»  +  c=  =  I 
[     und 

Ja  +  wb  +  «c=0 

L^ieoeD  zur  Bestimmang  von  a,  &,  c,  1'^  u.  Gs  siiid  dos  die- 
H^elben  Gleichungen,  vi«  dit-jetiigen,  die  nuiB  aafzuJü»seii  bat. 
mn  die  Hauptax^n  dor  KUipso  zu  tintlei),  tu  der  das  sogouannte 
ElaaticitatH  •  EUipsoid,  das  Bllipsoid  nämlich,  dessen 
Gleichung 


(14) 


=  25 


ist,  wenn  r  die  Lüiige  des  Biidiiis  vecUir  bedeutet,  der  die 
Bichtuüg  (o,  b,  c)  hat.  vou  der  dui'ch  seinen  Mittelpuidtt  ge- 
legten Wellenebcne  gesrbuittoii  wird.  Es  spi-echeii  dieoc  Glei- 
cbüngoti  die  Prcsiierscbcii  Gesetze  in  Bcrtieff  der  Fort- 
pdanzungi^geBchwindigkeiten  und  Polarisationsrichtungen  der 
beiden  LiditweUeii  aus,  neun  man  die  Folurisutiuiisriclitung 
und  die  Schwingunguriuhtung  aU  zusammenfallend  annimmt. 
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Ueber  dl«  R«flcxMNi  and  Brecbung  de«  LicbU 


Di«  in  (13]  Torkommende  Grösse  fi  steht  in  eiDer 
Bczichtmg  zu  der  EicbtuDg  des  Strahles,  der  zur  WcUea- 
normale  (/,  m,  n)  gehöti;  es  soll  diese  Beziehung  abgeleit«t  und 
daher  zunächst  eine  Definition  der  Strahlearicfatang  ge- 
geben werden. 

In  dem  Mittel,  in  dem  eine  ebene  Lichtwelle  fortschreitet, 
denkr)  man  »ich  eine  1>eliebige  Kbene  und  nenne  p,  q,  r  ^ 
GoeinuE  der  Winkel,  die  ihre  Koroiale  mit  den  CoordiostM- 
ajcen  bildet;  man  faose  die  auf  die  Zeiteinheit  belogene  Arbei 
des  aiif  die  Flilrheneinbeit  bezogenen  Druckes  ins  Auge, 
auf  ein  Element  dieser  Ebene  von  der  einen  Seit«  her 
übt  wird.    Diese  Arbeit  ist: 

Berechnet  man^,  g^,  ^  au»  (3)  und  benntztj  dasa 

ist,  vie  aus  einer  Rechnung  sich  orgicbt,  die  deijenigen 
entspricht,  welche  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (5)  durdi-^ 
geführt  ist,  so  wird  dieser  Ausdi'uck 

.Nun  sei  .V  eine  Bicfatung,  die  daduich  bestinunt  ist,  da» 
coi  {St)  :  C08  (Sj,) :  cos  [Sz)  =  ^^f  :  *  J  :  ^J ; 

die  genannte  Arbeit  versclivindet  dann,  falls  die  Ebene, 
Nonnale  die  Richtung  {/>,  «;,  r)  hat,  der  Kiclitmig  S  |>i 
ist,  erbiUt  aber  in  jedem  andern  Falle  von  Null  rerschiedene 
Werthe.    Der  Erfahrung  zufolge  kann  die  gedachte  Lichtbe* 


■  an  der  Grenze  krystaUiDischer  Mittel.  363 

wegimg  auf  der  einen  Seite  einer  Ebene  besteben,  während 
auf  der  andern  Bohe  stattfindet,  ialls  die  Ebene  dem  Strahle 
parallel  ist,  der  der  Wellenebene  entspricht.  Es  kann  die 
Richtung  des  Strahles  keine  andere  sein,  als  die  Richtung  S. 
Ans  (11)  und  (9)  folgt  nun: 

dl   ~  BzP       S6  ' 

BF'     ög  ^^     as  o. 

hieraus,  aus  (13),  (9)  und  den  Gleichungen: 

l  =  ßc-rb 
m  ^  ya  —  ac 
n  =  ab  —  ßa 

'^' =  »"'-.»« 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  l,  m,  n  oder  quadrirt 
sie  und  addirt  jedesmal,  so  erhält  man ; 

Ist  c   der   Winkel,    den   der  Strahl   mit  der  WeUennormale 
bildet,  so  ergiebt  sich  hieraas: 

F' 

cose  = 


folgt  weiter 


oder,  wenn  das  Vorzeichen  von  t  passend  gewählt  wird, 
(15)  r»tge=^. 


362 


Ueber  die  Refladon  and  Hmchuiig  d««  Licblt 


Die  in  (13)  Torkommend«  Grösse  ju  st«ht  in  einer 
Beziehung  zu  der  KicbtauK  des  Strahles,  der  zur  WelleD- 
normalc  (/,  m,  n)  gehört;  c9  soll  diese  Beziehung  abgeleitet  und 
daher  ziuiächst  eine  Definition   der  Strahlünricbtaiig   CMh 
geben  werden.  ^| 

In  dem  Mittel,  in  dem  eine  ebene  liichtwelle  fortschreitet, 
denke  man  sich  eine  lieUebige  Ebene  und  nenne  p,  y,  r  die 
CosimiB  der  Winkel,  die  ihre  NornwJe  mit  den  Coordinaten- 
ajcen  bildet;  man  fasse  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogeue  Arbeit 
des  auf  die  Fiä-ciheneiiiheit  bezogenen  Druckes  ins  A«ge.  der 
auf  eui  Element  dieser  Ebene  von  der  einen  Seite  her 
übt  wird.    Diese  Arbeit  ist: 

{pX.  +  ^X.+rJC,)^ 
+  (f  n  +  STt+rr.)!^ 

B  ft  Ö 

Berechnet  man^,  ^,  ^  aus  (3)  und  bimutzt,  dass 


«X.  +  ^X^+r-P.- 


öl  dl 


ist,  wie  aus  einer  Bechnang  sich  ergiebt,  die  dcjjenigeu 
entspricht,  welche  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (5) 
geführt  ist,  so  wird  dieser  Ausdi-uck 


/-fi7  +  5'fl^  +  '-S7Je7d-r- 


JNun  aei  S  cinv  Richtung^  die  daduixh  bestimmt  ist,  da» 
cos(S^):co8(Sy):coB(Sr}=  ^^^:|^:  *f ; 

die  genannte  Arbeit  verschwindet  dann,  falls  die  Ebene, 
Normale  die  Richtung  (p,  y,  r)  hat,  der  Iticbtniig  S 
ist,  erhält  aber  in  jedem  andern  Falle  Ton  Null  Terschiedene 
Werthe.    Der  Erfahrnng  zufolge  kann  di«  gedachte  Lichtbe- 


'  an  der  Grenze  krystalliiÜBcher  Mittel.  363 

wegang  auf  der  einen  Seite  einer  Ebene  besteben,  während 
aof  der  andern  Rohe  stattfindet,  ialls  die  Ebene  dem  Strafale 
parallel  ist,  der  der  Wellenebene  entspricht.  Eb  kann  die 
Ricfattmg  des  Strahles  keine  andere  sein,  als  die  Richtung  S. 
Aas  (11)  und  (9)  folgt  nun: 

ei  ~ dtP     eh' 

fl»  -  db"      Öo^' 
hieraas,  aus  (13),  (9)  und  den  Gleichungen: 

l  =  ßt-rh 

m  =  ya  —  aC 
n  =  ah  —  ßa 

on  '^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  l,  m,  n  oder  quadrirt 
sie  und  addirt  jedeemal,  so  erfaält  man : 

jÖF  ,       dl"  ,      BF'       jr, 

[tt)  +[j^l  +[-61^1  ='  ^  -^f" • 

Ist  t   der    Winkel,    den   der  Strahl   mit  der  Wellennormale 
büdet,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

cos«  = 


folgt  weiter 


oder,  wenn  das  Torzeichen  von  e  passend  gewählt  wird, 
(15)  r>tge  =  ^. 
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U«faer  die  R«f1«ction  aul  Brecliimg  des  LichU 


Benutzt  man  <h»  letxti-o  Gleichungen,  um  die  dritte  der  Gl 
chungen  (l)  zu  bilden,  sei  vird  dic^e: 

(17\  *'«__*.^_  A^ 

^'   '  W~  «y  a*         drdi  ' 

und  a\if  äbiilicbem  Wege  findet  man: 

9^      dt  57       Sg  9; 

Diese  Differeßtialgleichuuge»  sind  aus  der  Theorie  der 
citAt  bei  anderer  Bezeiclmung  und  auf  aDderem  Wege 
von  Lam^ ')  abgeleitet  Sie  Funkttoo  G  ist  dieselbe,  dl« 
Mac  Cullftgh  als  Ausdruck  de»  Potentiale  der  auf  ein  Aetbe^ 
theilchen  ausgeübten  Kräfte  auiümmt. 

Nun  sdlleri  die  Grenzbedingungen,  die  an  der  Berübrungs- 
fläcbe  x«-eier  vcrscbiedener  kr^staUinischor  Mittel  zu  erfüBeD 
sind,  aufgestellt  werden.  Die  Dichtigkeit  des  Äethers  in  ümeo 
soll  als  gleif^i  angenommen  und.  wie  binher,  =  I  gesetzt  werden. 
r  =  0  sei  die  Gleichung  der  Grenze ;  da»  Mittel,  in  dem  :  ne- 
gativ ist,  werde  das  erste,  das.  in  dem  :  positiv  ist,  ilas  twette 
genannt.  Für  das  erste  Mittel  in&gen  die  schon  eiDgeführtrii 
Zeichen  beibehalteo  werden;  auf  das  zweite  sollen  dieselbes 
Zeichen,  mit  Strichen  vei>iehon,  sidi  bexiehon. 

Als  Bedingungen,   die    fUr  ;  =  0  zu  erfüllen  sind,  8teUMi_ 
wir  zunächst  die  Gleichungen: 

(18) 

auf.    Aus  der  letzten  von  ihnen,  der  Gleichung  (17) 
dieser  entsprecbenden,  für  ir'  geltenden  ergtebt  sich: 

woraus  weiter  folgte  dass; 

(las  vollständige  DitTerential  ritu-r  Funktion  von  j*  und 


u,  V  =  c   «■  =  w 


')  I.>etoii4  tUT  U  ik^ori«  tiuitli^inaüiiue  de  IVIasticllJ  det  corpa 


in  ilcr  Grcnxc  krysl&lluiiaclier  Mittel- 
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es  möge  diese  Funktion,  in  der  eine  unbestimmt  bleibunde, 
additive  Const&nte  Torkommt,  Q  genannt  werden,  so  dass: 

««  I  3'       Ö-E       «f 

djf       Bif        dti 
ist 

Wem  auf  die  Elemente  der  Fläche  r  =  0  keine  fremden 
Dnii^kkriifte  wirkten,  d.  h.  keine  andern,  als  die  ron  der  Ela- 
Bticität  des  Aethere  herrührenden,  so  roüsste  fUr  ;  =  0  auch 

Min.  Dieae  Gleichungen  sind  aber  nicht  verträglich  mit  de» 
Gleichungen  18|  und  der  AnnahmH,  dass  die  Dichtigkeit  des 
Äethers  stet»  ungeändert  bleibt.  Wir  nehmen  daher  an,  das» 
die  Differenzen 

|&  Xt  —  x*,,    T,  —■  y„   Zm  —  z", 

W  1  =  0  nicht  vei'schwinden ;  sie  sind  die  Compoucaten  des 
fremden  Druckes,  der  auf  ein  Element  der  Fläche  :*=Q 
rirkt,  des  Druckes,  der,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  von  den 
Kräften  herrührt,  die  die  wigbareu  ThoÜe  der  beiden  Mittel 
ftuf  den  Acther  auäüben.  Es  boU  die  Arbeit  dieses  Druckes 
hufgesucht  werden;  bezogen  auf  die  Eiuheit  der  Zeit  und  der 
n&che  ist  diese: 


(X 


^-»If^ 


:r.-r-)|^+(z.-2-.)|-. 


Bildet  man  diesen  Ausdruck  mit  HtUfe  der  Gleicbung<>n  (16), 
Bo  zeigt  er  «ch  zusammengesetrt  aus  zwei  Theilcn,  von  denen 
jtor  eerte  nach  (19) 

^^^  6f  ei      Sr  dt ' 

der  ftcdere  das  Doppelte  von: 


.  .   .  (SkBv       9»Bp\        ,  .   .   (d»d9       dM>dv\ 

?^  («li  -  « il)  [ä^  y,  ~  i,  e^J    -[««-''  u)   [sirt^  dl  dr) 


M8  Uebcr  i£c  Reflexion  miil  Brediung  ile»  Lüfcte 

üt  Der  letzt«  Aosdnick  bat  das  Eigenthamliche»  m 
schwintivD,  sobald  u,  v,  >r  tOx  i  =  0  Functionen  einer  Foiu-tioD 
von  r,  j/,  t  siml;  und  dn.«  finiiti  statt  bei  df-n  partJcnUwo 
Lösungen,  die  liier  allein  betrachtet  za  werden  branden.  Ab 
Tierte  Grcnzbedingung  soll  aDgcDoaimcn  werden,  duB  Bix  i  -=0 

Q  =  comt 

ist;  dann  verschwindet  in  dem  eben  bezeidmeten  Falle  £e 
Arbeit  dt-r  fremden  Druckkräfte  und  es  gilt  der  Satz  too  dtr 
lebi-ndigen  Kraft,  dc-r  eine  der  Gruudaiuialimen  bei  der  Tbeoric 
des  Hm.  Nenmann  bildet  Statt  der  einen  Gleichung  Q  = 
eoQät  können  na^-h  19]  aach  die  beiden 


(20) 


$G        BG   _f.         BO        d<r 


gesetzt  werden,    welche    aber    zuiiamtnen    mit    der  Gleidiaif 
w  =  w  nur  zwei  von  einander  unabhängige  nieicbungm_ 
machen. 


Xtm  soll  ein«  particaUi-e  L&sung  der  Gleichung  \7)  wA 
der  enUprechendtm  Gleichungen  gesucht  werden,  die  den  Bf 
dingnngei)  18)  und  20)  gcnOgt,  und  dio  «in  ^Tstem  »okk« 
Wdlen  darstellt,  wie  sie  einzeln  im  ersten  Abschuitt  betrackM 
worden  sind.  Die  Zahl  der  Wellen,  welche  das  Systvin  büdrn. 
bleibt  vori&uäg  unbestimmt.  Die  Zeichen,  welche  sof  ät 
önzelneu  Wellen  sieh  b(.'zieheii.  solli'U  die  Indir es  1 .  2,  . .  er- 
baltin),  die  ungestricfaeneu  Zeichen  aber,  wie  früher,  &ür  die 
ei-ste,  die  geBtricbenen  f\lr  das  zweite  Mittel  gelten.   Wir  utibm: , 


(21) 


oud  ebenso: 


ui  d(T  Orenie  krjatalliuisi^faer  Mitt«L  gfjg 

wo  /  eine  wiUklirlicbe  Function  dts  hinzagefiigten  Argumente 
ist,  A^,  A\  Constauton  bcdciiteii.  Den  Differeatialgleichnngen 
wird  dftiin  gouUgl  durch 


u  =  ^  u. 


um  die  Greiizbpdingtingen  crfilllcn  zu  können,  setzen  wir  fest. 
dass  die  Argumente  der  Function  /  für  .>  =  0  alle  einandet' 
gleich  werdeo,  d.  h.  dans 


(22) 


r,-^r,---v,-v-,- 


r,  -  r,      ■  ■  -  F-,  -  r;  -  •  • 
ist;  die  Gleichungen  (18)  sind  dann  die  G-Ieichungen 

(28)  :r/?.  ^,  =sß,J!, 

und  die  Gleidiangen  20)  werden  bei  Rücksicht  auf  die  Glei- 
clnuigvo,  durch  welche  G,  j,  t„  ^,  o,  b,  c  und  ^  dufinirt  sind, 


(24) 


DftM  die  dr«i  letzten  von  diesen  tünf  Bedingungen  nicht  un- 
abbftngig  von  cinaitder  sind,  läset  f^ich  leicht  verificiren.  Moii 
mnltiplicire  die  einzelneu  Glieder  der  eraten  der  Gleichongen 

04)  mit  den  entsprechenden  Grüseen  'L,  die  oiuzeben  Glieder 

der  zweiten  mit  den  entsprechenden  GrÖasen  y.,  wa«  nach  22) 
erlaubt  ist;  zieht  man  die  Resultate  von  einander  ab,  so  er- 

IClrihkoff,  Oaummdl«  Jlbbaiulluuciu.  34 
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Ucber  die  Keflnion  und  BrecbauK  dos  Licht» 


biÜt  mau  die  letzte  der  Gleichungen  23),  da  aus  dm 
erstea  der  GleicImDgeu  13) 


$2     ,  aÄ\ 

da  6i) 


folgt. 

Multiplicirt  man  die  einzelnen  Glieder  der  «rsten  der  • 

cfaungen  24)  mit  den  onteprecheDden  6rA««en  y,  die  etnz^Joe 

Glieder  der  zweiten  mit  den  entspreclieDden  Grössen  ^.  w 

erhält  man  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  und 

^.4,  «.,  (b.  +  m,  tg«,)  =  SA\  m-,  {b\  +  m\  tg«',). 

wo  die  Voraeicben  der  Grössen  tg  i  so  gewälilt  «-in 
wie  CS  15)  erfordert.  Diese  Form  der  Gleichungen  24)  h& 
das  EigenthUmlicbe,  dase  in  ihr  ebensowenig,  wie  in  den 
Gleichungen  23]  die  Constaiiteti  der  Rlti$ticitfit  des  Aetlm 
explicite  Torkommcn.  Von  dieser  Form  sind  die  von  Ute 
Cullagh  aufgtslfllttii  Greuzbediiigungen. 

Jetzt  hnndelt  es  sich  noch  dämm,  zu  ermitteln,  weldv 
Richtungen  die  einzelnen  Wellen  haben  mtläsen,  daout  dip 
Gleifbuiifrrii  22]  t-rnUlt  werden.  Bisher  ist  von  dm  Coorfi- 
nateuaxrn  mir  die  j-Äxc  bestimmt;  es  sollen  die  andon 
nun  so  gewählt  werden,  dass  [tlr  eine  Weite  m  =  0  iai;  ea  iift 
dann  für  alle  Wellen  m  =  0  und  ca  kann  fllr  jede  einzelne 

I  /  =  sin  ^ 

'  et  =  cos  »^  eo9  tp 

I  a=  ~äo& cos if> 

geeeizt  werdet». 

Äu»  den  Gleicimngen  13]  folgt,  da  m  =  0  t8t> 

«f-  1-6  =  0; 
setzt  man  noch: 


(25) 


m  =0 

^  =  8infl- 
6  i=  cos^ 


n  =  cos7> 

c  ^  ätu  r?  !Ün  71 
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so  orgiebt  sicli  Iiieruiu: 

(«11  -  2  «» t«  »  +  («»  -  >i')  tg»  S=  +  («M  -  A*)  t«' ^) 

und: 


12«) 


(27) 


°  a,.  Kon tp  —  «„  sin  ip 


Ebenso  ist  fUr  das  zweite  Mittel: 

(o-,,  -  2 ,/„  tg  ^-  +  («'„  -  A»)  tg» <f ')  (o'„  +  («-„-  /i»)  tg» y'} 
K,-««tg9')»(l  +  tg'9')=0 
und: 


(28) 


(29) 


tgy 


Wir  fwhinon  eine  vou  ilen  piiizelueo  Wl-Uo»  als  ßegcbeii  aii; 
dauii  ist  A  gt'g«?l>äii,  dif  Gleii^iung  26]  Wtitiniml  die  Wertlie 
von  ^p^,  ^„  . .,  (lie  Glöichuop  28)  die  WerÜie  von  ^',,  ^',,  .. 
iiud  die  Gleichungen  27)  und  29)  geben  die  entsprechendeo 
Werthe  roD  .*„  .'/,,  . .,  »\,  .'>'„  .  . . 

Sehen  wir  dud  zn,  wie  viele  Terschiedene  Wellen  in  jedem 
der  beiden  Mittel  vorhaiidmi  sein  kiiniien.  Die  (}lei>clitiagen 
(21)  w<;rdui  bei  den  jetzt  eingeftlhrteu  iCi;icben 

Hebt  man  aus  jedem  dieaer  Ausdrücke  cos  *;  cos  flo, 
»ts  Faktor  \iv-ram  imd  setxt  fUr  tg  '^^  den  aus  (27)  »ich  crge* 
l>enden  Wertb,  ■^o  sieht  man,  dass  u^,  i\,  Wj,  his  auf  einen 
gcineinsciiaftliclicii,  cun»taiitcii  Fuktor  eindeutig  dui'cb  tg  «p, 
bestimint  sind;  einem  jeden  der  Wertlie  Ton  tg  tp,  die  aus 
(26)  sich  erf^ebt-n,  entspricht  also  nur  eine  Welle;  da  diese 
üleichuug  eine  biquadratisclic  ist,  so  können  also  vier  ver- 
schiedene Wellen  in  dem  ersten  Mittel  vorhanden  sein.  Das- 
selbe ^ilt  offciibor  von  dem  zweiten  Mittel  Jede  der  Gummen 
in  den  Gleichungen  (23)  und  (24)  ist  daher  aus  vier  Grliedern 

S*' 
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zusammen  f^escUt  zu  deiiltfln  und  die  Zahl  der  Gröestn  Af  A 

ist  acht.  Die  gonanuten  GleichuiigRn  enthaltfn  rier  tob  ein. 
iUidpr  »luiliJiäiigige ;  di«  letzte  der  Gleichungen  (24'  kt  in  Fol^* 
davon,  itiuss  die  Gross(>ii  m  gleich  Null  mnd,  ideDtiHcli  mit  der 
letzteu  der  Gleicliuugen  (23);  vier  von  den  Grössen  A,  .4 
können  dithor  beliL'big  güwäblt  werdfo,  die  vier  andern  finden 
dann  ihre  Bestimnuing  iluixli  ^23)  und  1^24). 

Um  auf  Fälle  zu  kommen,  die  der  Beobachtung  zogio^tirli 
sincV  mnsü  man  im  Angcuicinc-a  guwiäs«  drei  von  den  GifisMa 
A,  A'  gleich  NuU  annehmen.  Es  M-i  t^  »p,  einr  reelle 
Wurzel  der  hiciuodratiachen  Gleichung  (36);  dann  kaou  (tie 
Welle  im  t-rsteii  Milt«J,  iiuf  die  der  Iudex  1  kicJi  beliebt,  be- 
zeichnet werden  entweder  als  eine  einfallonde  oder  als  ein« 
reflektirte  oder  gebrochene;  als  eine  ein£ftUende,  wenn  si« 
angesehen  wcrd^cn  kau»  als  hcrltommeud  von  einem  un*?ti<!lk4 
entfernten  Eracbtitterunggmittelpunkte,  der  in  dem  Mitt«!  Uoip. 
in  dem  sie  sich  bewegt,  der  i\\m  eine  unendlich  grosse  nega- 
tive i'-Orciinate  hat;  als  eine  reÜeklirte  oder  gebrochene,  wenn 
dfl*  nicht  der  Füll  ist.  lat  da«  Mitte)  ein  i^olropes,  so  i^t 
diese  Alternative  leicht  zu  entscheiden,  da  dann  d(>r  ErschOtt^- 
rungsmittelpuukt  auf  der  röekwäi-ta  gezogenen  WoUetmonule 
liegt.  Tu  diei>ein  Falle  ist  die  Welle  ein«  etnfaltende.  wnui 
Atg^^,  poeitiv  ist,  eine  reflektii-te  oder  gebrochene,  wemi  At^v, 
negativ  \si.  Dasselbe  gilt  auch  bei  einem  krjr^tallbiiscben  BOttail, 
wenn  sin  ^tf^  unterlialh  einer  geviüsen  Grenze  hegt,  cincrGrauF, 
die  wenig  kleiner  als  1  bei  allen  Krystallen  ist,  die  nur  eii«_ 
kleine  Doppelbrechung  liesitzcn.  Allgemeiu  wird  liier  aber 
Natur  der  Welle  in  der  genannten  Hinsieht  durch  den  Sin 
hfvtimnit.,  der  zu  ihr  gehört,  danach  ob  die.-^rätalil  einen  a 
oder  stumpfen  Winkel  mit  der  =-Axe  bildet  Dorcb  BetxM^ 
tiingon,  die  an  die  WoUcntlächc  zu  ktiüpfon  sind,  lässt  äcb  tx- 
weisen,  dass,  wenn  die  Gleichung  (2y;i  vier  reelle  Wura«k  b*- 
ait2t,  zwei  tou  ihnen  einfallenden  Welten,  die  beiden  uidaii 
rcfleklirten  oder  gebrochenen  enlspreeheii,  nnd  das«,  ttuva  die 
gcnanuto  Gleirimng  nur  äwlm  reelle  Wurzeln  hat,  eine  eii» 
fallende  und  eine  retlektirte  oder  gebrochene  Well«  Tortundei-- 
iat.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Gleichung  (28).  VerwitkÜdi: 
känucQ  im  Allgemeinen  allein  Fälle  werden,  io  denen  nur  eist 
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einfallende  Welle  exktirt.  Habeu  die  beiden  biquadraüschen 
Oleicliungfn  lauter  reelle  Wurzeln,  sn  miws  man  dalipr  die  Ara- 
pUtuden  TOD  tlreien  der  vier  einfallenden  Wellen,  welche  die 
vier  aufgestellten  Gleicbungeu  ergebpii.  gleich  Null  ariiKjJimHn. 
In  dein  Mittel,  in  dem  die  übrig  bleibend«  einfallende  Wrlle  sich 
bewegt.  liHt  loaD  dann  neben  die-ser  noch  zn'ei  reAektirte  Wellen, 
iu  dem  andern  Mittel  zwei  gebrochene. 

Wenn  aber  die  Gloicliungcn  filr  tgqo  und  igip'  coraplexe 
{oder  rein  iiuaginärei  Wuizeln  haben,  90  Ist  nebe»  der  KUcIc- 
ndit,  das»  nur  eine  einfallende  Weih;  voiliandcn  mi,  noch 
eine  andere  zii  nehmen.  Wenn  solche  Wurzeln  da  sind,  so 
kazrn  man  AusdrQcke  fUr  u,  v,  uv  u',  v',  le'  genau  auf  dom- 
aelben  Woge  bilden,  wie  wenn  die  beiden  bi quadratischen  Gloi- 
cbuugeii  nur  reelle  Wurzeln  hüben,  vorauHgeselxt.  diuis  die 
Funktion  /  nicht  allein  fUr  reelle,  sondern  auch  Rtr  complexe 
Wertlie  ihres  Arguments  bekannt  Ist.  Diene  Äusdilicke  sind 
complex;  setzt  inan  aber  ihre  reellen  Tlieile  den  Zeitüieu  u, 
V,  w,  u,  v,  tr'  gleich,  so  erhlüt  man  wieder  eine  reelle  IjÖsung 
der  Difl'ei'entialgleicliungen  und  der  Grenzbediiigungeu.  Wir 
nehmen  die  einfallende  Welle  als  gegeben  an;  dann  ist  der 
reelle  Tlieil  der  Funktion  /  für  reelle  Werthe  ihre»  Argument« 
fuicb  gegeben;  es  handelt  sich  zunächst  darum  /  selbst  allge- 
mcin  itn  finden.  Diese  .^ufgabi-  ist  unbestitumt;  wir  machen 
sie  zu  einer  bestimmten  (abgesehen  davon,  dasa  eine  additive, 
rein  imagin&rc  Oomtunte  in  f  willktirltch  bleibt),  indem  wir 
festsetzen,  da^s  _/*  fiir  keinen  Werth  seinas  Arguments,  dessen 
imaginärer  Theil  =  TmaL  einer  positiven  Grösse  iat,  unend- 
lich werde.  Notbwendig  wird  /  domi  unendlich  ftlr  einen 
Werth  seines  Alimente,  dessen  imaginärer  Theil  =imal 
einer  negativen  Gtöshc  ist,  oder  für  mehrere  solcher  Weitbc- 
In  Folge  dessen  werden  die  AusdrlkcUe  von  »,  v,  «^  «',  tT,  «' 
im  Ällgeuieinen  för  gewisse  WerLho  von  .r,  z,  t  unendlich;  um 
das  zu  Terhiiidoni,  möRKeti  gewisse  von  den  GröSHCQ  A,  A' 
gleich  Null  angenommen  werden.  Gesetzt,  es  sei  tg  ^]  «ine 
complexe  Wurzel  der  Gleichung  (26);  da  diese  Gleichung  reelle 
Co^fficirnten  liat,  ^0  muss  sw  eine  zweite  ctimplexc  Wurzel 
haben,  die  jener  conjugirt  ist;  diese  sei  ig  tf,^.  In  den  Aus* 
drtJrJcen     von  k,  d,  w^  kommt  der  Faktor 
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'  + 


Atg 


Vi/ 


in  d«Ti  Ausdrücken  von  u„  v„  «.-,  der  Paktor 


s»  "r 


/ 


/  + 


Älg. 


vor.     Da  tg  i^,  und  ^y^;,  conjugirt  tfiiiit,  so  täoA  Ol  neb 


*»gTi 


tmd 


«¥ 


T. 


es  sei  der  Cogfficient  von  i  in  dem  tönten  dieser  AoadiBcfe 
pOf<itiv,  in  dem  zwpiUni  aegativ;  da  in  d^m  Mitti>l,  auf  wddH 
die  uiigestrichfincii  Buclistaben  sicli  beziehen,  :  negative  Werdw 
bat,  so  werdon  danu  u^,  u,,  w^  uoendlicb  fOr  gewisse  W^rtiie 
von  -r,  /,  ;,  wenn  <-/,  nicht  verschwindet-  während,  Wj,  p,,  r^ 
überall  endlich  bleiben,  welches  auch  der  Werth  tou  A^  Min 
möge.  Um  zu  verhindern,  ilass  u,  v,  w  mieudüch  werden,  tut 
man  also  A^  =  0  zu  setxen.  Sind  ig  ff,  und  tgY'i  ""^  C"*" 
jugirte,  complexe  Wurzeln  der  bitiuadratischeu  Gleichung 
tg  rf',  und  ist  der  iuiaginilro  Theil  von 

=  imsl  einer  positiven  Grösse,  so  muss  man  A\  => 0  niachn. 
damit  u,  v,  w'  nicht  unendlich  werden,  da  iu  dem  xweiM 
Mittel  z  poMitiv  ist. 


Will  man  die  entwicltelten  Uleichungen  aut  specicUe 
auwendeu,  so  muss  mau  diu  C'oustiuiteu  der  EhujtidtAt  Ütt 
Aetherä  ausdrucken  durch  diu  Längen  der  Huuptueu  dt5 
ElasticitätsetlipsiudK  und  die  Winkel,  die  diese  uiit  den  Cooi* 
dinatonaxen  bilden.  Es  ^eieo  für  das  erste  Mittel  a,  i,  c  die 
rccipr*iki''n  Halbaxeu  des  EhiaticitätselUpsoids  und  die  folgeii4r 
Tafel  gebe  die  Ooiiinns  der  Winkel  an,  die  dieae  mit  4n 
Coordinatenaxei)  machen. 


a   b  c 

« 

P\  PtPt 

y 

7i  9i  9i 

M 

r,  r,  j-a 

ui  der  Qrenee  IcrvtbLtlinuclitT  Mitt4U 
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Der  in  (14)  aufjgestellten  Gleicliung  des  Eloeticitätselliiisoids 
zufolge  ist  dium: 

«,,  =  «V«  +  ÄV'ä  +  cVI 

«31  =  «''"ifi  +  *''"s;'»  +  «'»"s/'s 
«»  =  «Vi  Vi  +  *'/'! '/:  +  "^Pi  9r 

Ist  diis  Mittel  optisch  eioaxig  aud  die  c-Axe  die  optische  Axe, 

so  ergiebt  sich  hieraus: 

a„  =  fl»  +  (e'-a»)ri 
Ist  das  Mitt«)  isotrop,  so  hat  man 

a,,  =  «,,  =  Hjs 

«sa  =  "ai  =«,5=0 
and    als  Kichtungon    der  Hauptaxen  des  Elasticit&tsellipsoids 
könnTO  irgend  welche  drei  aofeinimder  scnkrcc^hte  Richtungen 
angenommen  werden. 

Efi  soll  der  Fall-,  diLSS  dii^  «rste  Mitt*'l  ein  isotropes  ist, 
noch  etwas  iillher  betrachtet  werden.  Es  aei  tp  ein«  Wurzel 
der  Gleichung,  iu  welche  (26)  in  diesem  Falle  Qhergebt;  man 
lunn  dann  Betten 

Ist  tp  reell,  so  sind  entweder  die  Wellen  1  und  2  einfallende 
und  die  Wellen  3  und  4  rtilektirte  oder  gebrocheue,  oder  es 
findet  dafi  Umgcki^hrte  statt;  die  Wi.'lle«  1  und  3  schwingen 
parallel  zur  Ginlkllsebeue,  die  Wellen  2  und  4  senkrecht  zu 
dieser.  Bei  Rücksicht  auf  (2ö)  werden  die  tileichungon  (23) 
und  (24},  wenn  man  noch  den  gemeinsamen  Wertb  von  o,,, 
Of,  ond  a„  durch  u  bezeichnet, 

(/<l  —  j4,)      cos  ijp      ~  ^  ^'l  *^°*  Vi  ^^^  *^'l 

(Aj  +  -ij)     Bin  y;     =  ^  ^\  sin  tp\  cos  iV, 


—  « 


t* ' 


■n 


*w  A 


V<diiB  fiaAn,  dir  ncn  booiD,  was 


r«kOT4i» 


«ia«  l*utMB!k5rfen  !■ 


Tlioi 


(■■1  phOoeoph^.  Oxford 
it«a  «ad  Tatt  die  A^ 
lotatioaikBqien  in  einer 
XSmer  im  Drfiiigwgw,  BBt«r  dsiM 
B«  dimttm  cdM  kaka,  biftiicc  ädi  aacA  die,  da»  dv 
EOipir  OH  SM»  ffttatiiiaiiir  akte  ratirt  aad  die««  A»  in 
mer  CbAcd  Ebcae  IkftL  Icli  hmbr  R^a^en,  da»  di«  Auf- 
gdM  aacfc  atma  dÜN  Itiailaliitiag  iBdiar  ist  und  «benso,  wie 
vakr  deniAeo,  Mf  d^i&cfae  lataciala  fUrt  Das  ra 
B4  d«r  Zweck  dieoo-  AUtaadlaDg. 

lue  DiffvcatialgleiGkngaB  der  Beveguag  soDen  onlen 
tblgenden  Tiiinwiiiilaiin,iiiii  afcgddtet  ««dm:  Ein 
KfirpfT  TOD  bdiebiger  Gestelt  und  beliebig  TfctheÜWr  Mam 
b«findet  tidi  in  eiDer  iaooaapreanbeln.  bt<cQOf;oQCD  Plftaägkift, 
die  aaittf  ^ircb  seine  Oberftdie  dorcli  «in«  im  L'nendBHwB 
liegende,  geecblossene,    feste  Fläche  begrenzt  ist.     Reibo&g 
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6ndet  in  der  FlQstiigkeit  nicht  «tati.  Auf  den  Körper  wirken 
Krilft«,  welche  ein  Poteiiti»!  bositeeTi.  ilas  nur  von  der  Lage 
d*'s  Kfirpera  abhängig  int.  Auf  dio  Tlioilo  der  Flüssigkeit 
wirken  keine  Krjlfte.  Wirhelljpwpgungi'Ti  sind  in  der  Flilssigkeit 
niclit  vorliaiideu.  Die  Gcsck^ündigkeiten  ftodeni  sieh  Ubürall 
tD  derselben  stetig  mit  den  Coordiuateu  des  Ortes;  durch  diese 
^juiabme  wird  der  Fall  nnH^ttTNetiloHKeii ,  dass  von  der  Ober- 
HBche  des  Körpei-s  eine  Fläche  ausgeht^  die  —  iLlialich  der 
Obei-fläehc  eine»  Stra}i]es  der  in  gleichartiger  Flüssigkcnt  sich 
b*-wrgt  —  Theile  der  Flüssigknit  trennt,  dir  verschiedene  Ge- 
8i'hitindigkeiteu  haben.  Endlirli  soll  der  BeweguiigHZUHtand 
des  SjfKt»:nis  ans  dem  Zustande  der  Ruhe  dm-cb  Kräfle,  die 
auf  den  Körper  wirkten,  hervorgegiuigiin  nein;  diese  Äniialime 
bildet  eine  BescUräiikitng  der  Aufgabe  in  dem  Falle,  doets  der 
TOD  der  Fltbi:;igküit  orAülte  Raum  ein  mehrfach  zur^ammcn- 
hänfiender  ist.  dass  der  Köiper  z.  ß.  die  Gest*iU  eines  Ringes  Uat 
Um  die  IntPRration  der  Differeiitialgleiclmngen,  die  unter 
dieseD  Voraussetzungen  gelten,  zu  ermöglichen,  wird  dauij 
weit4"r  angenommen  werden,  dass  die  Kräfte,  die  auf  den 
Körper  wirken,  vernehwinden,  dftss  die  Oberflficho  des  Kötpers 
eine  Rulatioiutläclie  und  die  Tartlieilung  der  Masse  in  ihm 
symmetrisch  zur  Rotiitionsaxe  isL 

§.  l. 

I>ie  in  Rede  stelicndeo  Differential gleiehuugeti  sollen  aw 
dem  Humiltun'sctiea  Friiicipe  entwickelt  worden.  BQ8eichii6t 
Sl  das  Potential  der  auf  den  Küiiit-r  wii'kendvn  ECi^e,  7*  die 
lebendige  Kraft  de-a  ganzen  Systeme»  und  /  dii>  Zeit,  so  ist 
nach  diesem: 

(I)  sf(Si+T)di  =  0. 

Es  seien  r,  y,  z  die  Coerdliiaten   eines  Puidites  des  Körpers 
in  Benig  auf  ein  in  diesem   festes  Oocirdinatensyiitrni,  |,  ij,  ^ 
die   Coordinaten   desselben    E^inktm  zur  Zeit  /  in   Betrag  auf 
ein  im  Räume  festes  Coordinatensyatem,  und  es  sei  weiter; 
g  =  «H-  «ij'  +  ef.y +  «3^, 
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1>ie   12  GrösBcu  a,  ß,  r  ^>iitl  Aoan  Punnlioncn  der  Zpit. 
deren  B«stiramunf{  ea  sicJi  hanilelt.    Mjui  setze  ferner: 


u  = 

=  ">  «+A-a?  +'•.7?' 

O    3 

-  «^41+^.4? +>•.  5f  • 

1«  s 

-«.47+A4f+^.^. 

p  = 

"«  it^'**  dt  +y^d7' 

?  = 

=  «3'^+A'^+y,*^, 

C  = 

-.%  +  Ä^i-+r/i% 

d,  h.  man  bezeichne  durch  u,  v,  w  die  Ge»cliwmdigkifit«n  in 
Änfaiis«purikte8  dor  r,  y,  i  nacli  dun  Riditungpn  der  *,  y,  i 
und  diiri'li  p,  y,  r  din  Drehungsgegchwindigkeitea  des  Köipe« 
um  die  Äsen  der  j:,  y,  z.  Die  lebendige  Kraft  des  KSrpen 
ist  dAiin  eine  bomoRene  FimL-tion  zwotten  Grades  TOn  w,  r,  r. 
p,  <f,  T  mit  constuntea  Üo&fBcienten;  es  soll  gezeigt  irerd£a 
daes  unter  den  K^ituuitea  VoruussctKungeu  auch  die  lebendige 
Kraft  der  ritlasigkcit  eine  homogene  Function  zweiten  GruiM 
derselben  Vai-iahelti  mit  coti»tantcn  Coefficienten  ist 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichne  man  durch  s,  y,  .-  di«  Coop- 
dinaten  eines  Punktes  des  zur  Zeit  /  von  der  FItlssigkeil  «- 
genommenen  Raumes  in  Bezug  auf  da«  im  Kt^rp^^r  f<>stte  Coor- 
dinatenEiystem  bei  der  Lage,  welche  die&es  zur  Zeit  t  bat.  Dir 
Componenten  der  Geschwindigkeit,  weldie  in  diesem  PtudSr 
sur  Zeit  t  gtatttindet.  nach  de»  Axen  der  x,  g,  t  siod  duD 

den  gemachten  Amia)im>(-u  zufolge  ^,  -^^  -^,  wenn  if  da* 

(leschwimligkeitapotL-atittl  bedeutet,  und  es  ist  dieses  eine  n 
dem  ganzen  (rebiete  von  o-,  y,  z  stetige  und  eindeutig«  Ade* 
tion  dieser  Variabeb.  die  der  Differentialgleichung: 

genügt.  Bedeutet  N  die  Normale  eines  Flächenelement««, «» 
ist  femer  ALt  alle  Elemente  der  Fläche,  welche  die  FlOfisi^^ 
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im  Unendlichen  begrt^rizt,  JL  =  0,  und  für  jedes  Element  der 

Obertladie  des  Körper»  i*t  =T-  =  der  Componcnt«  dwr  G«- 

schwitidigkeit  (U*.s  anliegenden  TbL-iles  des  Korpers  nnch  der 
Bichtung  YOD  iV. 

Ist  die  Bewe^ng  des  Körpers,  d.  h.  sind  n,  r,  a,  p,  q,  r 
gugcbcu,  so  ißt  hioniacb,  cinum  Ix-kanntcn  Satze  gemäss,  tp  bis 
auf  eine  wiltkärliche  additiTe  Constante  bestiDimt.  Es  ist  also 
9>,  abgcscbn  von  dieser  Coustanten,  eine  Function  von  «,  v,  w, 
Pf  qt  r,  vind  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  ist  gleichfalls 
eine  Function  dieser  sech«  Variabehi.  Um  naclizuweison.  da^s 
die  lebendige  Krail  der  FllLssigkeit  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  ist,  ist  nur  zu  zeigen,  dass  tf  einer  linoareD 
homogenen  Function  der  melirfarb  gHniinnten  Grössen  gloicli- 
gmetzt  werden  kann.  Die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung 
aber  zeigt  die  folgende  Üeberlegung. 

Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des 
KOipera  nach  den  Axen  der  £,  ry,  ^  sind: 

4i  *5.  ^ 

dt^  dt^  dt* 

alao  die  nach  den  Axen  der  x,  y,  z: 


df     ,    a   d^    ,  dl 


oder: 

u  +  ry-  qx, 

(2)  r+iJx— r», 

wie  aus  den  Gleichungen  folgt: 

~  dt 
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ID  Yerbindong  mit  den  Definitionsglcichung«!!  von  *>,  r,  «-,; 
y,  r    und    den  Relationen,  die  zwiwJieii  «,,  ß^^  y^,  «r,,  j^j, 
«j,  /?,.  ;'s  beptelien.     Die  Bcdiii^Dg,  der  tf  an  der  Obet 
des  Körpei-8  zu  genOgcn  hat,  ist  hicniRcli: 

g-J  =  («  +  rr/  ~  9z)  cos  (A,J?)  +  (w  +ps  -  rj-)  cuS  (3,j) 

+  fir  +  g^^pjf)  ro8  (AT.i 

Man  crillllt  daher  alle  für  yaulgef^Uteo  Foi-deningen.  indem  tna^i. 

(8)  V  =  «Vi  +  ^Ts  +  »Tj +  /"  9=1 +Wi +  '•»'« 

setzt  und  die  Functioiiou  ^,,  y,,  ,..,  ^,  so  bestimmtt 
j(*d(^  von  iliiien  deu  fUr  ^^  angegebeoieD  BediDguugeu  genügt 
mit  Ausnahme  derjeitigon,  dio  sieb  auf  die  Obertlücbe  dm 
ICöi-pers  bezieht,  und  dass  Cüv  diese  OberltichK: 


(*) 


|§  =cos(.\,x),         ^g  =^C08(A^)-ycos(iV,«),, 
|5  =  cos  (iV,y),         1^!  =  «C08(Ar,«)  -  xcos(iV,*), 

J^;  =  cos  C;V,r).         l^.  =yco8(Ä;*)-  *co8(Ä,v) 


i»t.  Diese  Functionen  rf^,  <f.,,  -'.ffo  ^ind  unabbän^  tU 
u,  V,  MI,  p,  g,  r\  es  kann  dab^r  <f  eioor  linearen  homogenra 
Ponction  dieser  Grössen  gleichgesetzt  werden.  Femer  ämJ 
Vi)  SPji  •  ■■  Te  »usser  von  .»■,  ^,  z  ouMchlicsslich  von  der  Gt- 
stalt  dos  KfiTpcrs  abhängig.  Daraus  folgt,  da^  die  lebendigr 
Kraft  der  FllÜssigkeEt  dm>  biimogmie  Function  zweiten  Gnuls 
von  u,  w,  w,  /).  y,  r  ist,  deren  CoÜffirieTiteii  dun'b  die  OeeUlt 
des  Körpers  und  die  Dichtigkeit  der  Fltts>'igkeit  bestimmt  siiul- 

$2. 

Xoch  den  gemacliteii  AuBcinandorsetzungcn  ist  die  in  Gleicbung 
(1)  mit  T  bezeichnete  lebendige  Kraft  des  Körpp-rs  und  d«t 
FlfLiistgkeit  eine  homogene  Function  irareiten  Gradps  toq  ■>,  b, 
"V  p'  ?■  ''  luit  roDstanton  CoJ^Sicienten;  nach  der  Annahme 
ist  Sl  eine  Function  der  Coordinaten  a^,  fi,  y  und  der  CcMtan* 
«I.  ßv  Yv  "v  ßv  Yt  S'  ß*'  Ys-  ^^wisclien  den  18  VKriab*^!!. 
von  welchen  hienavh  Si+  T  abhängt,  hestebn  12  Bedingong»- 
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gleiL'biiiigtiiu  die  Ö  Dffiiiitioiü^U'ichiiugcii  für  k,  v,  w.  ;j,  y,  r 
n&mlicli  iiod  die  6  Eti>latioiieii  zwischen  den  0  Cosinus  cr,^ 
/?,,..  Nacb  den  Regeln  der  Vaiiatäoiiarccluiuiig  hat  mjm,  um 
die  Glricbiiiig  (1)  zu  cntwiokclii,  i;ii  Si -i-  T  hinittuiifUgeD  die 
mit  tinbestiminten  Faktoren  miütipliziiieii  Ausdrücke,  welche 
den  BediiifniDgegiächunKi-n  zufolge  gleicli  Null  »v\\i  sallmi,  und, 
wenn  Ä'  die  so  orbftlti'ne  Siimmc  bedeutet,  die  Öloichuiig: 


0  =  j/ 


8  dt 

naU-T  der  Vorausseteung  zu  entwioki^lu,  dass  jene  Variabein 
and  diese  BVtoren  unabhängigi;  Functionen  von  t  sind.  Die 
18  tileichungeu,  die  man  aus  der  (lleichuug 


erhält,  wenn  mau  liii.'i-  filr  «  der  ReiJie  iiacli  jene  18  Viirial)eiii 
netzt,  bilden  in  Verbindung  mit  den  12  Bodinginigsglcichimgen 
die  gesuchte  Entwicklung. 

X^e  folgende  ZuHamini'nslellung  giebt  die  Bedingungs- 
glfictiungeii  an  und  die  ontepreclienden  Fftctoren,  die  einge- 
führt werden  wtlJea. 

Bedlugongi^AlchiiiigeD.  Pnctoreo. 

'^l"+'^wf+^.  '[-«  =  "  ^ 

«Z^+Ä'g  +  r,^-?»« 


-r=0 


«?    +     /fl      +>1 


1=0 


«Ige     r<bv  ^  Bewicar  «m» 

*"" 

«!»t-  ÄA  -!-r:r> 

=  0 

i«  =  i« 

«1«:-  AA    -ri7: 

=  0 

*n=*u 

«:«ir-  AA  -r-.rj 

«0 

ii,-V 

DanoK  £rj^<eii  dies«  1^  Gtäcbangai: 

F. 

0r 

er 
«ff 

Qr 

sr 

«r 

R, 

't  =  /,«.'^+«.''+«.'^ 


0 

ö 


Die  Wertlie  von  U,  V,  W,  F,  Q,  R,  welche  die  6  ersten 
Crlcicbungeii  geben,  substitiiirc  man  iu  die  Übrigen;  die  3  fol- 
genden crbaltcn  dann  unmittelbar  eine  zum  weitem  Gebrauche 
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gcei^etc  Form,  währond  aus  den  9  letzten  Doch  die  6  Gröäsea 
i.  «Uminirt  werden  müsseu-    JcDe  'i  Crleichungen  werden: 


C5-) 


^rr-äi 


ii2 


J  I      dT  dB  e7\_dSi 

rf/U'lSu    '^'"dv    '^^^T^j  ~    &y' 


Die  GrösBcii,  die  auf  der  rechttn  Seite  der  Gleichheitszeichen 
hier  stehen,  sind  die  Summen  der  Componenten  der  auf  den 
Körper  wirkenden  Krüfte  iiacii  den  Äxen  der  J,  »/,  5. 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (5^) 

mit  »,  oder  mit  ce,  oder  mit  ti^ 

■   A    -      ■  A     •     •    Ä 

■     Yi      ■        -     7i      ■       -     J's 
und  addirt  sie  Jedesmal,  so  trliält  man  liui  RQi'kiticlit  auf  die 
Gleichungen,  die  zwischen  diesen   ft  Uosinua  und  den  Grössen 
p,  j,  r  bestehen: 


(5») 


d6T  BT  6T  ,  Sß  ,  0  Sit  ,  dSi 
J  8T  dT  BT  ,  dSi  ,  a  ^^^  .  ^^^ 
d  dT        5T        dT  ^      SSi^^  du  ^      dii 


X)ie  en^hnt«  Elimination  dt-r  Gi'öseen  /  aus  den  U  Gleichungen, 
in  denen  diese  voi4{omniim,  kann  man  bewirke»,  indem  luan 
die  Ölcichungo) 

mit         0       oder  mit  —  /-,     oder  mit       /?j 


n 

A 


y« 


0 


«1 


r% 


0 


A 
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multipliüirt  utiil  judi'sniiil  adilirt.     Setzt  man  der  KOrzd  we^ 


+Ak;— »as- 

d.  h.  bezeichnet  man  durch  Mi,  M,,  M;  die  Drebangsmomenlc 
der  auf  den  Kürpcr  wirkeiidca  Kräfte  in  ßezug  auf  die  ämü 
^er  |,  r;,  f ;  nimmt  roaii  ferner  an,  dass  die  ÄJten  der  x,  y.  t 
durch  Drehung  den  Axeu  der  $,  v,  C  parallel  geaiacht  wenleo 
k5tiiicn,  80  daos 

«i  =  ßzrz-  A  Yv        A  =-  ?*j «3  -  ra «I r        ^i  *=  <S ft  -  "» ^:- 

''i  =  ß^r\-  ß\  rv  ßi  =  y»«i  -  r\  *».  r*  =  «>  A  -  «,  a- 
»s  =  ß^r,-ß3  rv     A  «ri  «1  -  ^1«!»     ri  =  «i  A  - 

ist,  80  erhält  man  auf  dem  angegebenen  AVcge  nach 
Trungfumiattotien  und  bei  Biicksioht  auf  die  (Gleichungen 


(6-) 


t^.?-?',/?)U+G9.r-r.^)|f+(/9.r-yw»)|f| 


+  «• 


+  "»57 


=  .V. 


0'.«-«,7)|^+0't«-'',r)  If +(?'»''-''»)  li' 


+  ^. 


92- 
3, 


+  A 


ar 


+  Aff^ 


M-Ä«)  §f +C«./?-A«)|7+<«>^-A4r 


+  y. 


«7 


=  .w> 


Die  BUminatioi)   der  Grössen  X  aus   den  9  Lfleichangett, 
denen  sie  vorkommen,  lässt  sich  auch  dadurch  erraicheiit 
mau  dieae  Gleichungen: 


Ueber  die  Bewegung  einea  Eotationakörpera  in  einer  FlüBsigkeit.    385 


mit 


0 
0 
0 

«3 

ßz 
-ßz 

-n 


oder  mit  —  a^  oder  mit  «j 

■     -  ßi  -  -  ßi 

-  -    ~n  -  -  r, 

-  -       0  -  -  -,.. 

-        -          0  -  -  -^, 

-  .       0  .  .  -r, 

«1  -  -  0 

-  -         ßi  -  -  0 

-  -       ri  -  -  0 


multiplicirt  und  jedesmal  addirt;  dadurch  erhält  mau: 

dT 


(6^) 


d^ST^     BT 
dt  dp         dw 


+  «. 


dSi 


dT  , 
av 

asi 


dT 


—  r 


3? 


dSi 


dSi 


rför 


+  «s 


d/2 


ÖT 


3  2* 


d<öy""'e«     "a«  +  '"öp      ^a^ 


"ir — H 


aü 


Öi2 


aß 


aß 
aj-j 


ar 

dß 

iör_   ar       sr       ar       ar 
«i^ar  ~"ötT      "  a«  "'"^  öj      ?a^ 


^r» 


ÖJ', 


§3. 


Es  soll  jetzt  die  Annahme  eingeführt  werden,  daas  keine 
Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  das  Potential  Q  also  gleich 
Null  gesetzt  werden  kann.     Die  Gleichungen   (5^)   und  (6'') 
nehmen  dann  die  folgende,  einfache  Qestalt  an: 
±dT_    dT_    bT^ 

dtdu  ~»aw     '"au' 


(7) 


±dT^ 


dt  dv 
d  BT 


dT 
du 


-P 


dT 
dw' 


__^_     dj[_     dT 

dt'dv  "P'dv     ^a« ' 

ddT  _    8T        BT        ar        BT 

dtBp   ~^dw        '"a»    "^^Sr         ^  dq' 

dST_    BT         BT,     BT        BT 

dtBq  ""'a«     "a«.  '^''^~P dr> 

BT       _BT 

•  "s —  ~^  " 
Bu 

Klralihoff,  0«smDu11«  AbhandlnugaB. 


dBT         BT         BT 
dl  ijr  Öo 


+Ps^'-9ap 


2b 


886    Uobcr  tUc  ßcwcgung  clac*  RvtAttmukSrpen  in  ebaer 


Man  findet  <lrci  allgemeine  luU'griüe  diuäcr  QlctcliUDgeo,  iaim 
man  sie 

9T  BT 

mit  u  oder  mit  ^^  oder  mit   3— 


-    r     - 

-    «7    - 

-    P     • 

-      0 

-     '1     • 

-      0 

.      r      - 

.      0 

multiplicirt  uud  jedi'Hmal  addirt. 

Erwägt  mau,  daes: 

^^="lf+»lf 

9T  .      BT 


BT 


und: 


dl  "  mi  *+■  «« ri/  "*"  ev  dt  "^  Bp  dl  "^  0}  rfi  "*■  »r  it 


ist,  80  ergipbt  das  erste  Faktoreos^stein: 


<8) 


die  beiden  andt^ni  ergebeu: 

dTdT      STQT  .BTdT      ^ 


wo  Z.,  J/.  iV  wiUkili-Iidte  Conntuiitcn  b^deuteo. 

Seclis  andtre  Integral  gl  eicliimgen  deg  vorli^MidenProb 
erbält  man    aas   den  Gleichuiigeu  (ö*)  und  [6').     Setit 
in  diesen,  der  eingct^lirten  Voraiissetxuiig  gemfliss, 


ei2    Bü    BSi. 


5«  'ÖfT*  Aj- 
gteicli  XdU,  so  folgt  aus  ifanen: 


JWt,    AI,,    flic 
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(») 


BT  , 


er 


A, 


'^'ö.r+^>ö7+^» 


Sw 


er  .     6T  ,     6T    f. 


BT 


BT 


^ 


+  «.Ä*  +«1 


8T 


/'uT  +  Atü  +f'^J 


=  A  +  ßC^yB, 
=  fl  +  rA-aC, 


Bp  '^'''dj 


f    wo  Ä,  B,  C,  A,  H,  r  willkihliclie  Oonstanten  bezeichcifin. 

[  Die  böUlon  kUteu   der  Gleicliungeii  (8)  &md  Folgeu  der 

GkicliODgen  [9]  und  (10),  imd  die  Coostanton  M  und  A'  siod 
cltirch  <lie  Constaiiten  A,  B,  C,  A,  li,  F  ausdiflckbar,  Quadrirt 
man  näoilich  die  Irleiefaiui^ii  |9)  und  luldirt  ■Äe,  multiplicirt 
man  dann  die  Gleicliungi?!)  (9)  mit  den  Gleichungen  (IQ]  und 
addirt  sie  wieder,  so  erbUlt  mim  bei  RUcicsicht  auf  die  Glei- 
chungt^n  (8): 

^    '  i  A^  +  Bfl  +  cr  =  7r. 

§4. 

Bevor  vweinfachende  VoraussetziLiigen  ia  Benug  auf  diu 
Gestalt  des  Köi-]ieni  und  die  Visrtlioiliing  der  Masi^t^  in  ihm 
eingcnUirl  wenii'n,  möge  eine  particulärc  Lösung  der  Torlie- 
genden  Differ«ntia]gl6ic]iuQgeQ  aiigetUhit  werden,  welche  unter 
denselben  AunulinKMi  gilt,  wie  dio  im  vorigen  Parugrupheu  ab- 
geleiteten Gleichungen. 

Die  Gleichungen  (7)  erfüllt  man,  wenu  man  p  =  %  9=0, 
r=0  nnd  «,  i-,  w  gleich  Constniitcn  setzt,  deren  Verliältnisse 
man  passeud  bestimmt,  uäuiiicb  so,  dasä 

dT     hr    9T 
011       de      ow 

ist.  Erwä^  man,  das»,  wenn  p,  q,  r  verscUwiuden.  T  eine 
homogene  Funktion  zweiten  Gr»des  von  n,  v,  h'  wird,  und 
zwar  eine,  die  stets  positiv  bleibt,  ho  sieht  man,  dass  die  Be* 

25« 
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stimmuug  der  Vurliältniese  u:v:w  übereiokommt  mit  der 
sUmmung  dor  Kauptoxen  eiiies  gewtHfic»  Ellipsoide.  Es  folgl 
daraus  mit  Leichtigkeit,  daes  es  iur  jeden  Körper  3,  und  im 
Allgemoiuen  our  3,  auf  eiuändtr  sfidcrecbte  BicbUmgen  giabt, 
iu;  d^ueti  or,  ohne  sieb  zu  <1i-c1icd,  in  der  Flltegigkeit  fort- 
sclireiteu  kaim. 

5  5-  

Die  Zahl  der  Conatanten,  die  iu  dem  Ausdrucke  too  T 
vorkommen,  ist  im  AJlgemcincn  21;  es  soll  jetzt  atttemcfat 
werdeu,  wie  diese  Zahl  sieb  verringert,  wemi  der  Körper  ge- 
wisse Syrometrien  darbietet.  Dabei  soll  zuerst  der  Tbdl  twi 
T  ins  Aii^e  gefa^st  werden,  den  die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit  bildet.  Bei»  Doppelt«  dieser  lebendigen  KnA 
setze  man: 

=  0|jM'+  2(1^3  HD  +  2«ijMiü4-  2«uW/)  -f2ö,(M7  +  2fl„«r 


+ 


"aa 


«r«  + 


Dieser  Ausdnick  ist  dann,  wenn  dio  Dichtigkeit  der 
durch  p  bfzeicimyt  wird: 

wo  die  InbegratioD  Über  dt*u  Baum  nuazudehuen  ist,  dco  & 
Flüssigkeit  zur  Zeit  t  erfiiUt,  und  7  dio  in  ^  1  beeprocfatne 
Funktion  von  ,r,  y,  z  bedeutet  Subaütuirt  niAU  hier  ftr  f 
den  iu  Gleichung  (3)  angegebenen  Werth,  so  findet  man  flu 
die  Cot-tticienteii  u  <tie  folgenden  Ausdrucke: 


oder  auch,  wenn  ds  ein  Element  der  Oberä&che  des  Köry«» 
und  N  die  nach  dem  luneni  der  FlQsiHgkfit  gerichtete  N»- 
male  desselben  bedeutet: 


(12) 
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Eh  werde  nun  angenooiniftn,  dass  die  OlierflUclie  des  Kör- 
pers symmetrUcb  m  Bexiig  aui'  die  jr- Ebene  ist,  d.  h.  daas, 
wenn  j-,  //.  ?  die  Coorduiaten  eines  Punktes  dti-sL*iLfn  sind,  ine 
Audi  den  Punkt  r,  —■  t/,  s  enüiäll.  Zwei  Punkte,  wie  diese, 
sollen  entaprechendc  Punkte  genannt  werden.  In  zwei  ent- 
sprecbeiidea  Punkten    der  Oberfläche    liab<'^n   dann,   den  Gloi- 

Chan««»  (4)  ^nxfolge.  ^-,.  J^^..  f^.  gleiche  «nd  ^^.,  ^,  ^^ 

CDtgcgcugesetzte  Wertlic.  Ca.rauä  folgt,  iasa  in  ii-gend  zwei 
«ntsprechendeD  Punkte»  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Rau- 
inee,  also  auch  in  zwei  entsprechenden  Ptinklen  der  Obcrtläche 
de«  ESrpers  tf^,  «y,,  ^^  gleiche  und  «y,,  ff^,  ({-^  bei  passender 
fiesttminaDg  der  in  ihnen  rorkommondcu  additiven  Constnnten, 
entgegengesetzte  Wi-rthe  hüben,  uud  damuw  ergiebt  sieh  weiter, 
Lei  Rür-ksiclit  nuf  die  Gleichunf^en  (12).  dass  diejenigen  u  vor- 
Nehwinden,  bei  denen  ein  Index  der -Reihe  1,  3,  5,  der  andere 
der  Reike  2,  4,  6  angehfirt. 

Die  doppelte  lebendige  Kraft  des  K&rpers  ist,  wenn  dm 
ein  Element  seiner  Masse  bezeichnet,  das  die  Coordinateo  y, 
y,  2  beaitzt,  in  Folge  der  Bedeutung  der  Ausdrücke  (2): 


■  J  rfm[(i(4-ry— flf)'+(r  +  /jr— rx)'4-(w  +  ?'  — py)'l 


oder: 


■!■■ 


+  2ir{wg  —  or)  +  2y(ur  —  v}p'\-{-2z{vp—uq) 
—  2yz  yr  —  22*  ry~2xtf  pq]  ; 

ist  die  Vertlieilung  der  Masse  aymajetriscb  zur  ««-Elieiie,  so 
rerschwinden  hier  diejenigen  Glieder  welche  die  Pactoreii: 

tir  -  irp,     qr,    pq 

joucti  Ausdruck  allgemeiu: 
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+    i«*''  +2Äjjr«i  + 

80   verschwinden  Äaher,    sobald    lüc  Masse    sjrramctrisch 
jj-Ebene  vertlicilt  ist,  lücjenigcn  A,  bei  denen  ein  Iudex  d«-_ 
Reihe  1,  3,  5,  der  andere  der  Reihe  2,  4,  6  angehört. 
Daraus  folgt,  dnss,  weun  mau  allfccmcin: 

2T=Ci,«»  +  2<'„«)>  +  2c,sWw4-2c,,tip-| 

+    c„K'+2e„f»4- 


setzt,    diejcnigcu   c  gleich  Null   sind,  bei  deuon  ein  Indt^t 
Reibe  1,  3,  5,   dei*  andi^rc   der  R«ibe  2,  4,  6  angehfirl, 
der  Koi-per,  sowohl  in  Bezuf;  auf  seine  Uestalt,  als  in 
äuf  die  VcrthciluuK  der  Masse   in   ihm,  sjiujnotrisch  zur  x:- 
Ebene  ist. 

Findet  einö  solclie  Symmetrie  in  Bpxag  auf  die  yz-Ebeao 

oder  die  iy-Ebene  statt,  so  treten  an  Stelle  der  Reihen  1, 3, 5 
und  2,  4,  6  die  Reihen  2,  1,  6  und  S,  5,  4  oder  die  Bfäba 
3,  2,  i  und  1,  6,  5. 

Ist  der  Körper  aymmetriscb  in  Bezug  auf  die  drei  Coor- 
dinateuebenen,  so  enlbält  hicnuicb  der  Ausdrack  Ton  2  T 
die  Quadrat  i>  von  «,  i;  r,  //,  </,  r. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dass  der  Körper 
Gestalt  und  der  Yertboüniig  der  Masse  nach  ein  Rotation}- 
kürpur  ist,  dessen  Axe  mit  der  x-Axe  zusämmeniUUt  E' 
f3nidet  dünn  Symmetrie  in  Besug  auf  die  f^-Ebeae  und  in  6^ 
zag  auf  die  ^f -Ebene  litatt,  und  daher  ist 

2  r  =  r„  II»  +  f,,  «»+ c„ «.'+ r^p*+ c,. 9»+ ««  r» 

+  2c„i;r  +  2c„w9. 

Zwischen  den  hier  vorkommenden  Constantea  bestehen  aber 
noch  einige  Beziehungen.  Um  diese  zu  finden,  fUhre  man  neben 
dem  System  der  x,  y,  t  noch  ein  zweitefi,  im  Körper  fotw 
Coordinaten^jrtein ,  das  der  s,  y,  i',  ebi;  in  Bezog  auf  iänß» 
sollen  «',  »',  w',  p',  j',  /,  e',j,  «^„,  .  .  ,  dieselbe  Bedeotang 
haben,  wie  w,  c,  ir,  -p,  q,  r,  Cj,,  c,j,  ...  in  Bezug  auf  jew^ 
Die  beiden  Coordiuatensystemc  sollen  denselben 
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und  diewlbe  x-Axe  haben,  so  diuss,  wenn  x,  z/,  z  und  x,  y',  z\ 
sich  auf  denselben  Punkt  beziehen: 

*  =  'i 

y  =  y'  cos  1^  +  ;'  sin  #, 
f  =  —  i!  sin  (*  +  .-'  cos  1^ 

ist  Wegen  der  Bedeutung  der  Ausdrücke  (2)  beöteheii  dann 
die  Gleicbougen: 

«  +  ry  —  jj  =  u'  +  /y'  —  q  z\ 

t?  +  ;7i  -  rj  =  ((.•'+/«'-  rV)  cos  »  +  (w'+  9'*'-//)sin  i>, 
w  +  9' —  ;>y=— (B'  +  ;/V-rV)8in  i9  +(ic'  +  y '/  — /y'jcost?, 
aus  welchen  folgt: 

«  =  «'.  _  V=f\ 

»  ES       e'cos  1?^  +  w'  sin  d-,  q=      y'cos  ^  +  r'  sin  <>, 

M  =  -  f'  sin  i*'  4-  w'  cos  i?,  r  =  —  7'  sin  ^  +  r'  cOB  #. 

Eine  Symmetrie,  wie  in  Bezug  auf  die  «y-  und  ir-Ebenen, 
besteht  auch  in  Bceu^  auf  die  /y'-  und  r'z'-Ebeuen;  es  ist 
daher  ancb 

+  2r'„w>'4-2e'„wY- 
Setzt  man  die  beiden  Auf^drückc  tod  2  T  einander  gleich  und 
drückt  die  Grns'ien  «,  »»,  ir,  p,  q,  r   durch   «',  r',  w',  //,  5',  r' 
aas,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  dL'r  CoSflicienten  der 
entsprechenden  Glieder: 

und  Gleichungen,  die  aussagen,  dass  die  QrC'Ssen  c'  den  ent- 
sprechenden GrOHHen  c  gleich  sind.     Hiemach  ist: 

2  T=  c„«*+c^{ü»+  tc»)  +  c„/.'+  c,s(yH  r»)  +  2c,„(.-r  -  wq). 
Dieser  Ausdruck  lässt  noch  eine  Yei-eintachung  zu  durch 
eine  passende  Waid  des  Anfatigspuukt«s  der  Ooordii]at.an  auf 
der  j-Axe.  Um  tlas  zu  zeigen,  flihre  maji,  Ähnlich  wie  oben, 
neben  dem  Coordinatensystem  der  j-,  y,  z  ein  zweites,  das  der 
''1  y'f  •'•  chi,  dafi  SU  gewählt  acia  soll,  dass  tur  jeden  Fuukt 
*  =  ji'  +  fl,    ^  =  yy     s=z' 

isL  B«i  einer  ähnUcben  Bezeichnung,  wie  »ie  oben  gebraucht 
ist,  hat  man  dann: 
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w  +  rjp  —  j£  =  m'  +  r'y  —  qz, 

u  =  «',  p  =  ;>', 

V  =  w'  +  r'  fl,  y  =  ^', 

IC  i=  it''  —  ^'  fl,  r  =  r' 

und: 

c,,«' +CJ,  (p'  +  w*) +c„p'  +  c„(9»+ r<)  +  2c„Co  r  -  wj) 

woraus  folgt: 

«^1»  =  <■'■*  —  ^'^'m"  +  *^«'*' 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  der  An&ngspankt  der  x'  \»^ 
liobig  gewäJilt  ist,  a  so  bestimmt  «erden  kann,  daas 

also; 

(13)  2  r  =  c,j  k'  +  r„  (r>  +  ic")  +  -^u A»'  +  'w  (?'  +  -"l 

wird. 

Es  möge  Ijemerkt  werden,  das»  diese  Gleichung,  wie  am 
ilirer  Heileitnng  ersichtlich  ist,  auch  gilt,  wenn  di^r  KSipe; 
kein  Kotationskfirper  ist,  sobald  er  nur  spnnietrisch  ist  in  Be- 
zug auf  zwei  oder  mehr  Paare  auf  einauder  senkrechter  Eb«naL 
die  durch  die  r-Axe  geh»;  was  z.  B.  hei  einem  homogewo. 
geraden  Priania  oder  einer  solchen  Pyramide  too  quadratisdi« 
oder  regelmiUsig  »echs>ixkigom  Querschnitt  bei  t>a8s«nder  WaU 
der  j-'Axe  staltäodet.  Attch  fUr  solche  f^Ue  werden  also  <fie 
Folgerungen  gelten,  die  au  die  Gleichung  (13)  geknüpft  wcrdcD 
BoUeti. 

^^-  4 

Den  durch  die  Gleichung  (13)  bestimmten  Werth  von  T 
denke  man  Mch  nun  in  die  Gleichungen  (7)  substltuirt.  Dir 
vieile  von  die^eu  wird  dann: 

^  e=  0    d.  h.    j>  =  const.; 
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die  andern  werden: 


(14) 


dv 

dw  , 


idt 

An  Stelle  der  Variabeln  v,  w,  q,  r  sollen  hier  neue,  «,  <r,  qo,  y, 
eingefilhrt  werden,  so  dass: 

{w  =  «  cos  qo,  q  =■  a  C08  (y  +  V)» 

w  =  «  sm  rp, 
also: 


r  =  ff  sin  (qo  +  i/*), 


w»  +  K.'  =  «a,       y*  +  r«  =  ff«, 
tjj  +icr  =  5  ff  cos  1/«, 
»r  —  trj  =  «ffsini^ 
ist.    Die  erste  der  Gleichungen  (14)  wird  dann: 
du 


"i^dt 


=  —  c„«ffsin  ^, 


(16) 
und,  da: 

ist,  80  folgt  aus  der  zweiten  und  dritten: 

Die  drei  Integralgleichimgen  (8)  werden: 

c„  a'  +  c„  «"  +  C(4p*  +  c„  ff"  =  L, 

(18)  c\y+c'„,>  =M, 

c„  Cji  up  +  c„  c„  *  ff  cos  T^        =  N, 

oder: 

(19) 


$  ff  C08  V  =      h  —  h'  u, 
wenn  /,  ^,  A,  /*,  /,  h'  Uonstanten  bedeuten,  die  in  gewisser 
Weise  von  L,  M,  JV,  p  und  den  Grössen  c  abhängen.    Hier- 
aus folgt: 
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die  61eidmng«ii  (16)  uud  (17)  geben  dnher: 

und: 

Üieai^  boidon  GHeicInmgen  crl&ubon  /  und  <p  durch 
ti&clie  Lit-egrale  als  Funktionen  von  u  darzusteUen  und  h  uDd 
tf  mit  Hälfe  elliptiaclier  Funktionen  durch  (  auszudrückec 
Ist  das  geschehen,  so  kann  im\n  durch  Benutzung  toq  \19) 
und  (15)  alle  in  (14)  vorkommi-nden  Unbekannten  ab  Funk- 
tionen von  t  darstellen. 

$7. 

Hat  man  bei  einer  heliehigen  Gestalt  dos  in  der  PID 
kcit  bewegten  Körpers  <t,  v,  k-,  p,  </,  r  durch  die  Gleißfao 
(7)  al»  FuuctiouCD  von  t  bestimmt,  m  erfordert  die  Beredb- 
nung  der  etgentlicheu  Unbekannten  des  Problems,  nimüch  der 
Coordinatcn  u,  ß,  y  uud  der  Cosinus  «,,  {t^,  ;•,.  «,,  ß^,  j-p 
tfj,  ^3,  7,  immer  mir  die  AtisflUmmg  von  Quadraturen. 

Von  den  willkürlichen  Constanten  A,  B,  C,  die  in  dn 
Gleichungen  (9)  vorkommen,  kann  man  zwei,  etwa  B  und  C, 
gleicli  Null  setzen,  ulme  die  AllgemeiiÜLeit  der  beLracbtetea 
Bewegung  zu  beeinträchtigen;  man  verftlgt  dadurch  nnr  Db*f 

die  Richtung  der  J-Axe.    Betrachtet  man  nILmlich   g-,  je-,  j- 

als  die  Componenten  einer  Geschwindigkeit  nach  den  Äxea 
d<?r  j-,  t/,  r,  so  zeigen  die  Gleichungeu  (9),  datta  die  CompooeoteB 
dieser  Geschwindigkeit  nach  den  Aren  der  ^,  t),  ^  den  Oon- 
stanten  A,  B,  C  glHch  sind;  giebt  man  der  ^'Axc  die  Ridi' 
fcung  dieser  Geschwindigkeit,  so  wird  B  =  0  uud  0  =  0.  Zu- 
gleich wird  nach  (11): 

A»  =  .U 

Multiplicirt  man  nach  dieser  Festftetzong  die  Gloichnngea  1^1 
mit  a^  oder  mit  «.  oder  mit  er, 

A  Ä  A 

n  r%  7% 


Ueber  die  Bewegung  eines  Botationskörpers  in  einer  FlüfisigkeiL    395 

und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man: 

_  1  dT  1  ar  _  I  32" 

"i~Äe^'     "^^Ädv'     "9~aöm' 
Um  fiir  die  Übrigen  Cosinus  Ausdrücke  zu  finden,  setze  man: 

u■^  =        C08Ö, 

oij  =  —  sin  0  sin  0, 

ßg  =       cos  <P  sin  0, 

^1  =       sin  y^ainÖ, 

ßg  ■=       cos  <lt  cos  W  +  sin  1*  sin  ^  cos  0, 

jSj  =       sin  U>co3  iP — cos  <I*Bia  if'cosÖ, 

^1  =  —  cos  'I'  sin  d, 

^2  =       cos  0  sin  il*  -  sin  tf»  cos  W  cos  fl, 

^3  =       sin  <I>  sin  1^  +  cos  <f>  cos  W  cos  Ö. 
Die  Winkel  d  und  (f>  sind  dann  aus  den  Wertheii  von  «,,  a^, 
a,  zu  bestimmen,  und  es  bleibt  nur  *P  zu  ermitteln.     Man 
hat  aber: 

und,  nach  den  Definitionsgleicbungen  Ton  p,  q,  r: 

mit  EüKe  hiervon  findet  man: 

oder: 

ST  ST 

d  V  _  _  .         ^  gu  "^^  Sw 


(^)'  +  (^)' 


Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  ß  und  y  Mu-eu  die  Glei- 
chungen (10).  Die  beiden  letzten  von  diesen  geben,  wenn  man 
die  in  ihnen  vorkommenden  Constanten  B  und  F  gleich  Null 
setzt,  was  darauf  hinauskommt,  dass  man  über  die  Lage  der 
£-Axe  verfögt: 

a  l   f      BT    ,         ST   ,        eT\ 
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Die  erate  dtr  Gleicliungen  (10)  führt  auf  die  letxte  der  Gld- 
cliuiigen  (S)  zia-ück.  Die  Ordiuate  «  endlich  ergiebt  sieb  vs 
der  Gleirhiing: 

^/f  =«1 "  +  «,«  +  «,» 

oder: 

In  dem  im  Torigen  Paragraphen  behaadelteti  Falle,  daas 
Körper  cid  Sutiitionäkdiper  ist,  kaiin  man  sctzvn: 

C08Ö  =  .  c,,  M,        sin  i9  =  —    -  fjj «, 
'/*  =  J  +  y; 

die  Gleichung  (21)  wird: 

dV'_         A  k~kv 

dip  Gleicliung  (22): 

oder,  da  iincb  (IS)  iind  {19): 

Fahrt  man  lum  fQr  dt  den  aus  (20)  sich  ergebenden  Wcrti 
ein,  60  erhält  man  aucb  ^^  und  v  als  elliptiscbe  L^gralf 
durcl»  M  ausgedrückt, 

§•8. 

Läitst  man  die  Oonstanten  h  und  A',  die  durch  die  Gl 
rbungrn  (19)  dngefllhrt  sind,  oder,  was  auf  dasselbe 
kommt,  die  Coni^taiiten  p  und  A  Terscbwiaden,  so  gelangt 
zu  dem,  im  Biiigaii;;«  aii^t'fUhrtvii,  von  den  Herron  Tbomsoti 
und  Tait  bebaiidetten  Falle.    Es  wird  dann  ^  einer 
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Liehen  Constanten  gleich;  setzt  man  diese  gleich  Nul],  d.  tt 
vcrfUgt  man  bei  gegebener  Anfangsbewegung  in  gewisser  Weise 
tÜH-r  die  Ritflitmig  der  y-Axc,  «o  wird: 


ir  =  0. 


0»  = 


Ferner  wird  auch   W  gleich  einer  willkürlichen  Oonstanten; 

macht  maa  diem>  gleich  ^,  indem  maii  die  Richtung  der  tj-Axc 

pa&äeud  wählt,  no  hat  man: 

I  a^=       fos  0,         ^'Jj  =  sin  0^        /,  —  0. 

I  (fj  =  —  sin  ö,        jjj,  i=  cos  0,         j's  =  0, 

^^^  ff,  =  0,  ^,  =  0,  y,=  l, 

^Endlicl 


«j  =  fosO, 
«■j  =  —  sin  ö, 
ff,  =  0, 

cos  fl  =  ^c„u, 

_£iidltcb  tiudet  man: 

7  =  0, 


smO  =  —  j.  f.,  ». 


/»=- 


A'" 


r. 


während  a  »us  Gh-icliiing  (23)  zu  berechnen  iät. 

Gs  hat  keine  Schwierigkeit  Hlr  diesen  F»ll  die  in  den 
beide«  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  rUIeiclmugeu  weiter 
zu  discutiren  und  durch  sie  die  Uiibekaimlen  des  Problems  als 
elliptische  Functionen  der  Zeit  auszudrücken.  Einfacher  aber 
gelangt  mua  zu  demselben  ZWh  durcU  Bctracbtiuigeu,  die  sich 
au  die  Diffei-entialgleicliungen  knüpfen,  die  in  diesem  Falle 
gelten. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (14) 

1(1  =  0,        p  =  0.        '/  —  0, 
so  werden  de: 


ttr. 


/Vergleicht  man  dieselben  mit  den  identischen  GleicbucgeD; 
— ?>jw"*'  ^      X cos ».m Xi J am i.t, 
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dwitaaili 


dl 


=  —  Äx*8iiiainJ.(cosainA(, 


in  deoeti  x  den  Modul  der  elliiJtisciH'ii  Fiiiiktioinm 
so  sielit  mau,  dasä  bei  piisseiider  Wahl  de»  Anfang«! 
der  Zeit  die  Grössen  w,  v,  r  dif  Werthe 

/ainam  kt,        m  cos  aiu  >.  /,        nAtimXt 

Hnnebmeii  müiiKeii.  wenn  diß  CunKtiuiteii  pasxond  bestimmt 
den.     Diese  Werthe    können  unter  jene  GrQsiHta  so  tc 
werden,  dass  .dk»  Constaiitcn  reell  sind  und  x  ein  ecliter  Bnici' 
UL     Um  das  zu  bunirken,  gehe  man  rim  den  Gleichungen 

«11 «'  +  <^ss  "'  +  f«  r'  =  Z, 
«,, «'  +  e>33  »»  =  Af 

aus,  iii  welche  dch  ditrch  die  jetzt  eiugeJUJirtcn  Annalunen  die 
Gleichungen  (IR)  vrrwanth'lu,  und  welche  Integrale  der  jcQt 
vorUegeuden  Diflereutinlgletrhungen  sind.  Bedenkt  man,  duL 
wenn  die  genannte  Äbnicht  erreicht  i^  C4M*am  und  /P»m  ab- 
nehmen, wonii  sin' am  wflchst,  so  folgt  aus  der  zweiten  «on 
diesen  Gleichungen,  daisa  eint;  -von  den  beide«  Qrflascn  n  nnd 
!•  durrh  «in  am  auBgt^driicIct  weitlen  muss,  weil  ihr  zufolge  ■' 
nnd  i^^  in  entgegengesetztem  Hinne  Mch  gleichzeitig  isdeiu. 
Aus  den  beiden  Gleichungen  crgiebt  eicli: 


(24) 


Cj ,  (cj  j  -  c„ )  b'  +  c„  r„  r'  =  Const. 
und: 

c»  tc„  -  c„)  r*  +  r„  e^^^*^  CoDst 

Da  Quti  r,j,  t„,  v^^  positive  Orüsgeu  sind,  so  folgt  ans 
«reihen  Kigeiisebaft  der  in  Bede*  stehenden  elliptischen  Fnof- 
tionen,  doss  v  durch  sin  am  9iisgedi*tlekt  werden  miiss,  wnm 
Cj,  >  c,p  und  V,  weim  r,,  >  c,.  ist.  Jeder  dieser  beiden  !Flfle 
tbeilt  sich  wirder  in  zwH. 

Ist  u  durch  smam  ausgedrückt,  also  fjj  >  Cj,,  wo  kann 
durch   cosam  und  r  durch  Jani  iiu!uudrücken  sein  oder 
gokohrt     Miiassgebend   ist   dabei,    dass   cos^am   fllr  gewissr 
Weitbe  de%  reellen  Argomeuta  verschwindet,  ./^am  aber  tiicfaL 
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BezKicIiaeu  r,  und  r,  die  Werthe,  die  i?  und  r  zu  emer  beliebig 
gewählten  Zeit  besitzen,  bo  int  nach  (2-4): 

-  <a  (^  -  Cn)«''  +  '^ii  -^e»  >•'  =  "  <■«  («^m  -  <=ii)  "'i  +  ^ii  "» '''r 
Ea  kann  hiernach  v-  rerschwinden  und  r'  kann  nicht  ver- 
aclivindco,  sobald  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  positiv  ist;  daa  Umgekehrte  tiiidnt  ntatt,  sobald  dieser 
Ausdruck  negativ  ist;  im  ersten  Falle  ist  v,  im  zweiten  r  durch 
cusiim  ausziidillrken. 

Eine  ähnliche  Betrachtimg  ist  auf  den  JPall,  dass  t'„  >  «„ 
istf  &Dwendbai-. 

Es  sollen  fllr  die  vier  Fälle,  die  hiernach  zu  anterspheiden 
sind,  die  Formeln  angegeben  werden,  welche  die  Unbekannten 
des  Problems  in  reeller  Form  als  Functionen  der  Zeit  dar- 
stellen. Dabei  sollen  durch  i/^,  r^,  r^  die  Werthe  von  v,  v,  w 
Rlr  /  =  0  bezeichnet  weiden.  Eine  von  üvn  Grössen  m,,,  i-,,  ist 
dann  Kuli,  die  audere  und  r„  Miiid  den  Grössen  m,  »  gleich, 
da,  wenn  das  Argument  verschnindet,  sin  am  =  0  und  cos  am 
=  ^am  =  1  ist 

Fall  1. 
Wenn  Cj,  >  c , ,  und  e,j  c„  rj  >  i^  {c^  —  c„)  uf,  so  ist: 


V  =  v^cosata/f, 
r  =  r,  JamA^ 


c„  Vo=  - 


i«» 


H'  = 


i    =  r„ 


e„{e„  -e„)Pt 


1  _   '^ii ''-»» 


e„  Cm  rj 


/     =_-^ 


'Kfl 


■il 


'Ot 


0   = 


—  amÄ/, 


—  Sw-ik 
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wo: 


:(„)  =  / 


Eilt)  =   I    J'&mudu 


und  a  ==0  (Qi  t  =  0  angenoumieD  ist 

Fall  2. 
■Wenn  c„  >  c^^  und  c^^  (cgj  —  c^j)v\  >  tf„  c„  rj,  so  ist: 

v  =  lsmmi)Lt,  Cii/    =-^!i^^ 

v  =  v^J  amXt,  C32  «0  =  —  ''"ip'  • 

r  =  rgCoaa^Xt,  c„  r„  =  —  '^'~^''"'  *"* , 


jji  _.         ^i'  *'««  f" 


/     =   -X^l-O- 


A    =    C33  t!^,, 


C03Ö  =  —  xsinamXt,  sinö  =  —  JamA/, 


«  =  l/-      '^i^^^--  Ut  -  '"-""  EiXt)]. 

Fall  3. 
Wenn  Cn  >c„3  und  Ci2'^K^\> '^u  ("^n  — '^si)"!-  so  ist: 

V  =  /sinamAi,  Cjj/  =  "^^  " » 

c„  c„  rä 
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A  =  c„«o, 
6  ~  ~  axalt, 

Fall  4. 
■Wenn  c„  >  Cj^  und  c„  (c,,  -  c„)»\  >  CjaC^rJ,  so  ist: 


u  =  tig  JamX^, 

V  =  län&mXt, 

r        f           "tl  «0  »■• 

r  =  rpCOsamA/, 

X«  = 

Cji  Cm  »"o 

'iiifn  -Cm)«S' 

;i  = 

?. 

;  = 

Ä * 

A  = 

'^n»i» 

cosö  =AxmXt, 

sinö  =  —  xBinami 

ß^- 

_  iüL^cosamA/, 

§.9. 

Noch  ein  zweiter  specieller  Fall  des  hier  behandelten 
Problems  mOge  erwähnt  werden. 

Die  Differentialgleichungen,  die  aas  (14]  durch  die  Sub- 
stitution (15)  entstehen,  und  die  oben  nur  theilweise  angegeben 
sind,  sind  Tollständig  diese: 

Klrehhofr,  GwiniDtHi  AbbandlongaiL  26 


240    Uebrr  die  Be«-e|ninK  cinei  fiotiitiouBköq>«ra  iu  einer 


du 


*"7«  =  -''»"'^"V'. 


dt 


dff 


e^^uonn  W, 


«Mä>  =  -  ("^n  — Cii)'MBin«/, 

Eine  partdcaläre  Lösung  derselben  erhält  man,  wenn  man 
gleich  Null,  ferner  u,  i,  a  gleich  Coostanteo,  die  der  Gleicl 

genUgen»  und 

aetzt.    Mail  liat  dann  weitor: 

C08Ö  =  5uJ^,        9inÖ=-^, 


*  =  f +9»» 
ip  =  -  ^?^  f, 

Aas  dienen  AusdrDclcen  von  a,  /f,  y  folgt,  dass  der  Anfang- 
pimkt  der  j-,  y,  z  mit  gleichbleibender  tieschwindigkeit  eine 
Schraubenlinie  durcldäuft,  deren  Axe  die  f-Axe  isL  Neanl 
man  H  den  Radius  der  Cjlindcrfläche,  auf  der  die  Sohraoboi' 
liuie  licglf  so  ist; 

R  =  ±  ^^  (cii  c„  H  ff  -  c„  C4, «/»), 
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oder  wegen  der  Belation,  die  zwischeu  k,  «, />,  a  bestehen  soll: 

^  =  ±  i*'öt''n  -<=m)v- 

Die  üeschwiadigkeitsnnmponente  des  genannten  Punktes  senk« 
recht  nur  |'Ajce  ist  daher: 

±  s  («n  -  <m)  «*• 

I  Bezeichnet  man  durch  ^  die  Tangente  des  Winkels,  den  die 
f  Bichtung  eines  Etcmeutcs  der  Schraubenlinie  mit  der  Biclitung 
I     der  |-Ajce  bildet,  »o  ist  hierimch 


±^- 


_    (Cu   -  Ctl)"« 


»„«'  +  <•„•»• 


Soll  ft  einen  gegebenen  Werth  haben,  80  iat  das  Verhältoiss 
h:«  aus  dieser  Glelcbtmg  za  hestimmeu;  dieselbe  hat  zwei 
reelle  Wurzeln,  sobald 


t^'< 


*f.i  e«t 


Ist  wcit«r  der  Radius  ü  gegeben,  so  dient  die  fUr  diesen 
aufgestellte  Gleichung  zur  Bestimmung  von  <r:».  Die  zwischen 
u,  s,  p,  e  atigeiiommeni!  Relation  lelurt  dann  piu  kennen,  »o 
dnsK  die  VerhUltnisse  der  genannten  vier  Grössen  bestimmt  sind. 
Diese  ki^nnen  seihst  berechnet  worden,  sobald  noch  die  öe- 
ach windigkeit,  mit  der  die  Sthrauheiihiiie  durcblaufyn  wird, 
gegeben  ihL  Man  sieht,  dass  die  Realität  ihrer  Wcrtho  allein 
durch  die  Ungleichheit  bedingt  ist,  die  erftült  sein  mus«,  damit 
das  Verhältniss  * :  u  reell  ist. 

Die  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Resultate  sind 
aus  den  Diüercntiulgleichungen  [U)  hergeleitet;  sie  la»een  sich 
auch  herleiten  aus  den  Integralgleichungen,  die  im  ^.  ti  ent- 
wickelt siitd.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Relatioaen 
zwischen  den  Constanten  der  Integration  auizustollea,  die  er- 
(Uli  sein  mOssen,  damit  die  Gleichung  fUr  u,  die  niun  erhält, 
wenn  man  den  Äosdrack  unter  dem  Wurzelzeichen  in  Glei- 
chung (20)  gleich  Null  icUi,  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  die 
dem  Anfang>iwortlie  von  u  gleich  sind. 


S«' 
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Ueber  die  Kräfte,  welche  rwei  unendlich  dBanc,  starre  Rin^ 

in  einer  FlStuigkeit  scheinbar  aiiT  einander 

aosUben  könnea.  >) 

Auf  einea  starren  Körper,  der  in  einer  b&vr«gt6a 
keit  sich  betindet»  werden  von  dieser  I>ruclLkräfte 
die  im  AUgeni'eineii  sieb  nicht  aatlieben.  Ist  in  der  Nabs  dei 
KJ^rpers  ein  zweiter  vorbandon,  so  wird  dieser  von  Einfliw 
uuf  die  Bcwogung  der  Flüasigkeitr  also  auub  auf  die  Druck- 
kräfte sein,  die  auf  den  ernten  wirken.  In  «tnem  Fall«,  in  dem 
diese  Drackkräfle  sich  auflieben,  sobald  der  zweite  KQrper  b 
die  Unendlichkeit  gerQckt  ist,  sonst  aber  von  Xoll  verachiedeiK 
Resultanten  haben,  wird  moj]  sa^en  dfirfeo,  daaa  der  zweite 
Körper  auf  den  erntcii  scheinbar  Kräfte  aos&bl,  die  diCMli 
Kesultanteu  gleich  sind.  Ein  solcher  Fall  findet  statt,  wem 
die  beiden  K&rper  unendlich  dünne  Hinge  sind  und  die  Flüssig- 
keit die  allgemeinutc  Bewegung  hat,  die  sie  haben  kann.  wUi- 
rend  sie  in  der  Unendlichkeit  mht 

Genauer  pröcisii-t  sind  die  Voraussetzungen,  welche  hiw 
zu  Grunde  gelegt  werden  «ollen,  diene:  Die  Flüssigkeit  i«tiiB- 
zusammt^iidrUckbar  und  ohne  Beibiuig;  $ie  irt  roUstAndig  be- 
grenzt durch  die  überflJlcheQ  der  beiden  Singe  und  eine  in 
Unendlichen  liegende,  gescbloaseue,  feste  Fl&che;  auf  ibre 
Theile  wirken  keine  Krlfte;  diese  Tbeile  rotiren  nicht  nod 
haben  Geachwindigkeitett,  die  sich  überall  stetig  im  Banne 
Ündem.  In  £ezuj;  auf  die  Öestalt  der  Kinge  wird  angenotnmu 
werden,  dass  oin  Jeder  von  ihnen  eine  Mittellinie  hat«  die  mm 
beliebig  gestaltete  geschlossene  Curro  ist,  and  doas  die  sif 
dieser  MittelÜnie  senkrechten  Querschnitte  Kreise  von  eiana 
unendlich  kleinen,  constant^n  Badioa  sind,  deren  MittelpunklB 
in  der  Mittellinie  liegen. 

Unter  diesen  Voratissetzungen  wird  bewiesen  werden,  iati 
die  beiden  Ringe  scheinbar  Kr^t«  aufeinander  ansttbcs,  die 
dei^enigen  gleich  sind,  mit  welchen  sie  aofeinandor  wiricn 
vUrden,  wenn  sra-ei  elektrische  StrCme  in  ihnen  fiösseo. 


)>  Borchardt's  Jounial  Bd.  1},  ISSft. 


in  einer  FlÜnigkvit  Mhtänbar  «of  «inuider  aufrilbea  kSiiDMi.      4O& 

Bei  den  gemachten  Festsetzungen  giebt  es  Air  die  Bevre* 
gang  der  Fl&asigkeit  eiii  Geschwüidigkeitapotential;  ch  uiOge 
diesi'B  durch  rp  bezeichnet  wenien,  die  Ztiit  durch  t,  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Puiürtea  des  zur  Z«t  /  Ton  der 
FlQssigkeit  erflülteu  Raumes  durch  f,  y,  x,  der  Druck  durch 
p,  die  Dichtigkeit  durch  p;  d&nn  »iud: 

dif       bif       Sip 

die  Compoaeuteu  der  GeschwimUgkeit  zur  Zeit  t  im  Punkte 
(')  /t  i)  und  es  ist: 

;=-lf-i(fe)'+(?^)^fer)- 

Pabci  ist  y  eine  in  dem  Gebiete  seiner  Argumente  stehge, 
aber  im  Allgemeinen  Tielwerthige  Fuuktion  von  j,  y,  z,  t. 
Sind  tf>'  und  y''  zwei  Werthe  von  tf  fUi-  dieselben  Werthe 
von  X,  y,  X,  (  und  ist 

so  ist  X  unabliäugig  tou  :r,  jy,  z.  da  die  Geschwindigkeiten  «in- 
werÜiig  sein  müssen,  und  auch  imabhängig  von  t.  da  der  Druck 
einverthig  sein  muss;  es  ist  x  also  eine  Coostante. 

DaH!^  tf'  mehrwerthig  sein  kann,  ist  eine  Folge  davon,  dR33 
der  von  der  Flüssigkeit  crf  llllle  Raum  ein  mehrfach,  uud  zwar 
dreifach,  zusammeniiängeader  ist  Man  denke  sich  diesen 
Baum  in  eiuen  einfach  msaTnmenhängenden  durch  zwei  Quer- 
schnitte verwandelt;  als  solche  mügen  zwei  Blftchen  genommen 
werden,  von  denen  die  erste  vollständig  begrenzt  wird  durch 
eine  Linie,  die  auf  der  OberfiJtclie  des  ersten  Ringes  der  Mittel- 
linie dieses  piu'allt!!  vcrläult,  die  zweite  dui-cb  eine  Linie,  die 
in  gleicher  Weine  auf  der  OberHäeho  des  zweiton  Ringes  ge- 
zogen i9t.  Dazu,  das9  es  solche  Flüchen  gicbt,  wird  erfordert, 
dass  die  Ringe  sich  nicht  gegenseitig  umschlingen.  Der  Fall, 
doss  dieses  geschieht,  soll  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werdeu,  obwohl  auch  in  ihm,  wie  sieh  leicht  erweisen  lässt. 
der  zu  bcwwsendo  Salz  scino  Gülliykoit  behält.  In  deiu,  auf 
die  angegebene  Weise  gettildeten,  einfach  ziisammenhäiigeiiden 
Räume  wt  qp  einwprtbig,  hat  aber  auf  beiden  Seiten  eines 
jeden  (Querschnitts  im  Allgemeinen  verschiedene  Wertbe.    F[lr 


4(yö      V^he^  die  Kr&fc«,  welche  swei  aueudlicb  dOnn«,  starre  Siagfi 

den  ersten  Quorschnitt  sei  die  Differenz  dieser  Wertbe  «,,  filr 
den  iiweitnn  x^,  wobei  datin  nach  der  vorher  gemarbteo  B$- 
merkunii:  x^  und  x^  Constajiten  dnd. 

Die  Bedingungen,  denen  die  Funktion  q)  dud  zu 
hat,  sind  diipse : 

1)  lu  dem  ganzen  Gebiet«  von  i,  y,  t  ist 

oder,  wie  hierfär  ge&etet  werden  soll, 

2)  Bei  dem  Durchpuigo   durcli    den   cretco 
ändert  sieb  ^  spnuigwoise  um  x^,  bei  dem  Durohgange  durcb 
deu  zweiten  um  x^. 

3}  Bedeutet.  N  die  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  g»- 
richtete  l^onnale  eines  Elementen  der  Grenzfiäclien  denetbeoy 

80  ist  Blr  alle  Punkte  der  Oberfläcbe  eioea  jeden  Bing«  ^ 

gleich    der  Oomponente    der  Geschwindigkeit  des  anlicgendflo 
Theiles  des  RiugCK  uacli  der  Richtung  von  N. 

4}  Für  die  Punkte  der  im  Unendlichen  liegenden  ttmifr 

fliehe  der  Flüssigkeit  iat  |^.  =  0. 

Diese  Bedingungen  bestimmen  die  Funktion  ^  toUs 
bis  auf  eine  additive  von  j',  ^,  z  unabhängige  Gross«, 
die  Lagen  und  Geschwindigkeiten  der  beiden  Ringe  imd  dl« 
Wertbe  der  beiden  Constanten  v,  und  x,  gegeben  sind.  Es 
folgt  dua  durch  eine  bekannte  Snhluasweise  aus  der  hekanntoi 
Gleicliung  i 

in  der  dS  ein  Element  der  Grenze  des  Gebiete«  von  «,  y,  <V 
bedeutet,  wenn  man  erwägt,    dagg  der  Tfawl  de«   hier  tw- 
kommenden  Doppelititegi-als,   der  sich  auf  die  beiden  Säten 
eines  der  beiden  Quei'&chiiitte  bezi^t, 

= 41  ■'^^ 

igt,  wo  dem  x  der  Index  1  oder  2  zu  geben  und  die  Int 
tion  nur  über  die  eine  Seite  deti  Querschnitts  auszudefauaa  ii 


Hl 


scheinbar  auf  einander  ausübet)  kOiin«».        407 


\ea  AuMlnick  zu  finden,  d»r  den  für  tf  aiüfgestellteD 
Bt'dingungt'n  genügt,  bezeichne  man  mit  U-^  und  V^  die  Poten- 
tiale zweier  elektrischer  Ströme,  die  die  MittelÜnicD  der  beiden 

Ringe  mit  den  Intensitäten  ^  und  ^  durchHiessen,  in  Benig 

auf  «inen  Magnetpol,  der  sich  im  Punkte  {t,  y,  i\  btfindet  mid 
eine  Menge  magnetischer  Fltlsäigkeit,  die  der  Einheit  gleich 
ist,  enthält.  Es  sind  dann  bekanntlich  17,  und  {/,  die  schein- 
baren Grössen  zweier  von  den  Mittellinien  der  beiden  Ringe 
begrenzten  Flächen  von  dem  Punkte  (-r,  ;y,  2)  aus  gesehen,  miü- 

tiplüürt  mit  ^^-  und  ,"■  .  Setzte  man  y  =  t/,  +  £/,,  so  "würtle 
man  den  Bedingungen  1}  und  2j  genUgen.    Man  mache  nun 

y  =  u;  -I-  ü,  +  V, 
so  ist  v/  eine  in  dem  ganzen  von  der  Ftlbsigkeit  eriÜUten 
Baume  einwerthige  iiud  Ktt-tigu  Funlttioii,  die  der  Differential- 
gleichung ä^i}  =  ^  genügt,  al(4U  iilti  ein  Poletititd  von  Masaen 
angeacben  werden  kann,  die  theils  auf  den  Eiugoberllächcn 
theiU  auf  der  äusseren  Grenztlächc  der  Flüssigkeit  angeordnet 
sind.  Um  die  Bedingung  auszusprochco,  die  v*  ^  ^^"  Hing- 
obeiflAcben  zu  crtUllcij  bat,  drücke  man  die  Lage  eines  Punktes, 
der  unendlich  nalie  an  der  Obcrflftcho  eines  der  Ringe  liegt, 
daixh  drei  Coordinaten  aus,  die  *,  r,  it  genannt  werden  und 
folgendennassen  defiuirt  sein  äulleu.  Durch  den  Punkt  lege 
man  eine  Ebene  senkrecht  zur  Müttelliui«  des  Ringes;  x  sei 
der  Bogen  ilieser  Linie  zwischen  ihrem  Schnittpunkte  mit  der 
genannten  Ebene  and  einem  festen  Punkte;  r  der  Abstand 
desselben  Schnittpunktes  rou  dum  fraglichen  Punkte  und  & 
der  Winkel,  den  die  Linie  r  bildet  mit  der  in  der  Bchmie- 
gongscbeno  von  da  liegenden  Noimale  dieses  Elementes.  Ist 
A  die  Componente  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  der  Mittel- 
linie, der  durch  den  Werth  von  *  bestimmt  ist,  senkrecht  zu 
äs,  und  bildet  die  Richtung  dieser  Componente  mit  der  Linie, 
von  der  ans  der  Winkel  i>  gezählt  wird,  den  Winkel  a,  so 
soll  der  Bedingung  3)  zufolge  Air  die  Oberiläclie  des  Ringes 

a  17 

tein.    Für  die  Oberfläche  des  ersten  Ringes  ist  ^A  =  0,    iür 


406      Veber  die  Krflft»,  welche  tvti  uneiidlieh  dünne,  eterr«  Rin^ 


die  des  zweiten  -^.!  =  U;  da  fcmor 


fl  17,       SP,       9Ui 


fi^ 


d  v\   6  r. 


Punkte  in  der  JJabe  des  zweiten  Ringes  und  ^. 

fUr  die  Punkte  in  der  Nüfac  des  ersten  endliche  Werthe  lutbm,* 
HO  ist  illr  beide  Oberß&cbeß: 


B  cos  [&  —  ^, 


wu  /j  irnd  ;?,  ebenso  wie  v4  uud  er,  vod  (  abtdngen  nnd  hA- 
lieh  sind.  Für  w  ergiebt  sich  hieraus  die  Bedingung,  dass 
für  die  Oberfläche  eines  jeden  ßirig»» 

d.  b. 

ist,  WO  C  endliche  Werthe  besitzt    An  der  im  UneodKcliaJ 
liegenden  Grenzfläche  der  FlUi^igkeit   niuss  nach  der  Bnfo* 
gung  (4): 


~sir 


söin. 


Um  hiernach  ^  zu  bcstinimeQ,  setze  nun 
XI,  =  (.'  +  »; 

indem  man  uoter  V  ein  Potential  tod  Ma««cn  rersHehi,  dit 
auif  den  Kiugoberdächeu  liegen,  unter  H'  ein  Poteotill  W 
Massen,  die  »ui*  der  Smisereu  Gi-euzfläebe  der  FlCb^ugkeit  nd 
befinden.  Füi-  dit*  Punkte  dieser  tireiixtiach»'  int: 
e  w _     B(r+if,  +  u,i 

bezeichnot  nuin  mit  dS  ein  Blement  deraelbeu  Flftcbc,  so  mo 


«ein;  es  ist  aber: 


fdS 


51F 


/.s»t^j^'=«. 


da  nach  einem  bekannten,  von  Ampere  ftofgestFeUten 

i\  und  V,  sieb  als  Potentiale  von  Massen,  deren  Staune  gicidi' 

Null  ist,  daretcllcn  huftonj  es  ist  also  auch: 


in  einer  Ftlteaifkeit  acbi^bar  nof  eliiandcr  niufilMtn  k^niiuii.      409 


/• 


dS 


er 


0, 


M  ist  anrh  V  wi  PoteutJal  von  MaÄBeo,.  deren  Summe 
eich  Null  ist.  Bezc-ichuct  L  eiiic  unendlich  grosse  Länge 
in  der  Ordnung  der  Dimensionen  der  örenzÜAcfae,  so  ist  an 

r  hiernach: 

j  a  eine  endliche  Grösse  bedi'utet.  Vou  der  Grenzfläche 
^j^Kusgeäetcl  wi^rden,  t\ii9s,  wenn  man  in  ihrer  Gleichung 

acht,  eine  Gleichung  zwischen  J,  ;/,  f  entsteht,  deren  s&mint- 
ihe  üoiiBtanten  endlich  sind:  unter  dieser  Vorauäsetzung 
ad  die  Differentialquotienteii  vou  W  nach  j,  y,  z  in  dem 
inzen  Gebiete  von  x,  y,  z,  &]8o  auch  im  Bndliclicn  Ton  dcr- 

Ibon  oder  einer  niederen  Ordnung  als  >  ..    an    der    Gronz- 

tche;  wie  inaii  sieht,  wciui  man  in  die  Ötoichungen,  aus  denen 
'"^  zu  hestimmeii  ist,  |,  »;,  ^  aa  Stelle  vun  j-,  y,  s  oinflUirt. 
I  der  Gleichling 


''^=-r?+'^'^"(*-r)- 


ey 


ey 


ew 


c  an  den  Ringoberfläeheii  zu  erfilUen  ist  ist  daher  g-y  tm- 

idlich  klein  und  miin  kann  bei  Yurtiachlääsigiiug  unendlich 
einer  Grossen  xur  Bestimmung  von    V    die  Gleichung 

tDUtzen.  Verfügt  man  über  die  in  IT  enthaltene  willkürhche 
IditiTt'  Constantc  in  passender  Weise,  so  ist  fenicr  M'  öber- 
1  tueudiich  klein,  und  man  kann  datier 


V'  = 


id 


tcen. 


r  =  l^  +  ^  +  »' 


Um  das  Potential  V  m  finden,  soll  annftchst  dag  Poten« 
ll  einer  Masse,  die  auf  einer  geschlossenen  Linie  angeordnet 
i,  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  der  dieser  unendlich  nahe  liegt, 
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luitei-aucht  werden.  Es  sei  ^  dox  kürzeste  Abstand  desPm^- 
t«3  von  der  Linie,  s  der  Bogeu  der  Linie  zwischen  dem  eiaai 
Endpunkte  von  (>  uud  einem  festen  Punkt«?,  i^  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  von  p  and  der  in  der  Sctuniegungsebeoe 
liegenden  Nomialo  von  da.  Man  fobre  ein  rechtwinkligei 
CoordinntenKytf^'m  ein,  dessen  Animigspiuikt  der  dnrcfa  dea 
Werth  von  s  beBtimmte  Punkt  der  mit  Masse  belegten  Linie, 
deaen  x-Axe  die  Tangente,  dessen  tfAie  die  in  der  SdunJt* 
gnngs<il)(!nu  liegende  Normale  von  ttt  ist,  und  nenni^  r,  y,  : 
die  Coordinaton  des  Punkte«,  zu  dem  man  kommt,  wenn  du 
s  +  a  aus  a  Verden  läset.  Md  a  bezeichne  die  Masse^  die  tnf 
dem  Elemente  flrf  i^it-h  beündet.  Es  soll  angenommen  maita, 
da»ä  die  Q«8tall  der  Linie  uud  die  Vertbeüung  der  Ifaw 
keine  Unstctigkeitcn  darbietet,  der  Art,  dass  für  hinretcJHnl 
klein*?  Wertbe  von  <r 

Mss  m-f-  Uff 
rf  =  tf  +  o  a', 

J  =  Cff' 

ist,  no  m  eine  endliehe  Constante,  n,  a,  &,  c  endliche  Grilssa 
bedeuten.  Man  bezeichne  fei-ner  durch  l  eine  Länge,  die  m- 
endlich  klein,  aber  gegen  p  uiiendhch  gro^  ist,  und  doreki*! 
das  Potential  der  Linie  mit  Ausscbluss  des  Theili«,  drr  toi 
T  =  —  i  hi6  o  =  t  mcht;  Iioisst  i*  das  gcsnchte  ganze  Poto- 
tial,  so  iüt  dann: 


+1 


„  _  r («4-  i«p)jo  p 

J  V(o'  +  a»V  +  (eco«<»  —  6  7*)'  +  if  tut  0  —  «  «•)•  '* 

Man  sieht  zunächst,  dass  bei  Vemachlässignng  einer  anend&di 
kleinen  Grösse  in  diesem  Litegrale  n  =  0  gesetzt  werden  kus; 
denn  der  Factor  von  nda  unter  dem  Integralzeichen  kam nr 
unendlich  wenig  gri>äHer  oIh  1  »ein,  gicbt  also,  mit  <ta  unlli* 
phcirb  und  zwischen  den  unendlich  nahen  Grenzen  — /  vai  t 
integrirt,  etvas  unendlich  Kleines.  Die  redproke  Wunelgr&K 
die  unter  dem  lutcgralzeicben  vorkommt,  Iftsst  sich 
schreiben: 


y^^^Ti 


"V 


1  + 


gao*  — gytf'(&coB.y  f  .^aiti  J)  4-(a'  +f  +  ^)  »•" 


oder,  da  die  unter  dem  zweiten  Wui'zelzeichen  zu  1  oddirte 
Grösse  unoncllich  klein  ist: 


l 1/«   .     ^2tfg'  —  2110' (b  cot  !t  +  cain.'»]  4-  (a*  ■<■  t'  +  c*)  «r» 


Vä^  +  f     -  KT-  +  p- 

wo  e  eine  unendlicli  kleine  Grösse  bedeutet.  Das  zweite  von 
diesen  bctdi-n  Gliedern  kann  eine  gewisse  endliche  Cfrenze 
nicht  übi-Tschrdten  nnd  giebt  daher,  mit  da  cmiltipLcirt  und 
zwischen  a  =  —  l  und  a  =  l  integrirt,  etwas  imetidlidi  Kleines. 
Daraus  folgt  dojin,  dasä  bei  yei-iiactilä.snigung  einer  nnendlicb 
kleinen  Grösse: 


— i 


d.  h. 


oder  auch: 


=  -2inlg?  +7», 

ist  Da  P  von  /  onabJiäiigig  sem  muss,  so  moss  es  aucb 
2m  lg  /+  i*!  sein;  bezeicbiiet  man  diese  Summe  durch  p,  so 
hat  man  also: 

P=  -  2mlge+p, 

wo  p  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  von  q  unablüLngig  und 
endlich  ist. 

Aus  der  Oleicbung: 

(fp  +«»»)*  +  CpcOBtf  — fcflV  +  (psini?  — Cfi')»)i  9? 


*/» 


«e     _J(i 


kann  man  durch  Betraclttungen  derselben  Art  beweisen,  dan 
bis  aof  eine  uuendlit-b  kleine  Grösse 

bP 

ist 
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Es  ist  TOD  selbst  klar,  äaas  di«si<  Hesultat«  aocli  gelut. 
wenn  die  mit  Masse  belegte  Linie  aus  zwei  oder  melir  «• 
tremitfit,  goschlossenoii  I-änieii  bMtcht. 

Nun  kehre  man  zur  Betracbtoog  der  beiden  Ringe  zurück. 
Die  Worthe  der  Grössen  «,  r,  &,  welche  auf  die  oben  ufc- 
gcbcne  Weise  die  La^e  eines  Punktes  in  der  Nahe  ihrer  Ob»- 
tlSdioii  bestimmen,  bozcicliiio  man  dir  Punkt*  der  ObeiAdia 
selbst  durch  g,  r\  &\  vo  dann  also  r*  den  Badius  ihrer  (^«f- 
schnitte  bedeutet.  Die  OberfliWhen  denke  man  sieb  mit  Slaam 
der  Art  bedeckt,  dass  auf  das  Fläcbenelemeut  da  r  d&  t& 
Hasse  fi  dt  d&'  kommt,  und  nelime  /i  als  eine  endliche  ood 
stetige  Function  von  s  und  &'  an.  Das  Potential  diewr  Miwri 
Tertiieilnng  ncsme  man  tl',  es  ist  dann: 

a» 
Sl  =  ^Pd»\ 

0 

wenn  Pd9'  das  Potential  des  Streifens,  welcher  dem  Blenenlf 
f/iV'  eiitspi-icht,  bedeutet.  Für  Punkte,  die  uuendlicb  nakf  u 
einer  Ringoberfläcbc  liegen,  bJlogt  /*  in  der  vorhar  erfirterta 
Weise  von  p  ab,  wenn; 


p  =  l/r'  +  r'-arVcostJ»'  -  *) 

gesetzt  wird;  es  ist: 


wo 


fi) 


Man  setze  nun,  was  erlaubt  ist: 

/i  =  M„  +  pi,  cos  [»'  -  *,)  +  *«i  CO«  2  (*'  -  d,J  + . 
Ig  V?^  +  H-  är'r C08  (W^fff 

=  Igr  -  ^  C08(*'  -  ^)  - 1  ^'  cob2(*'  -  fr)  -  J 
L'S  Qi^iebt  sicli  dann: 


in  einer  Flüssigkeit  Mheisbar  aaf  einander  aneüben  können.       413 
i2  .=  ft)  —  4ttn^\gr  +  2nttj  -  cos  {&  —  ^i) 

Was  den  Werth  von  to  anbetrifft,  so  ist  dieser  von  fi-i,  fij,,  ... 
unabhängig  und  verschwindet,  sobald  /i,,  für  alle  Werthe  toq 
s  verschwindet;  es  folgt  das  daraus,  dass  p  unendlich  wenig  sich 
ändert,  wenn  die  Linie,  auf  welche  diese  Grösse  sich  bezieht, 
in  ihrer  Gestalt  und  Lage  unendlich  wenig  geändert  wird,  und 
dass  daher  bei  der  Berechnung  von  w  die  Massen,  die  in  den 
BingoberÖächen  liegen,  in  den  Mittellinien  concentrirt  gedacht 
werden  können. 

Man  hat  weiter: 

r^  -  7ü^^  r(r-rcoa  (»--»))  .o. 

0 

bei  yemachlässigong  einer  unendlich  ideinen  Grösse  aber  ist: 

unter  der  Voraussetzung,   dass  -  um  etwas  Endliches  kleiner 

als  1  ist,  ist  femer: 

r(r  —  / cos  (»'  —  »)) 

endlich,  und  daher  unter  derselben  Voraussetzung: 

dr  J  f*  p» 

oder,  da: 


.'» 


+  T  cos  2  (*'  -  d^)  + 


,^  =  _  4«^„  -  2n^,  ^  cos  {&  -  S,) 


~  2n;ia^  coa2(i^-  3,)  - 
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Ist  der  Werth  gegeben,  dem  r  .^  sieb  nfthert,  wenn  r 

sicli  niUiert,  sc  be.stiinmt  dieso  Gleichung  die  GrOsse«  /mndj^ 
und  aus  diesen  lässt  sich  dann  li  berechnen. 
Für  das  Potoutial    V  sollte  nun  lUr  r  =  r' 

r^  =  rC.C0B{»-y) 

sein;  es  ist  daher  Hir  unendli>rli  kleine  Wcrtlic  roD  r 

and  in  endlicher  Entfernung  ron  den  Bingen  ist  r*  =  0. 

Berücksichtigt  man ,  daas  C  eine  endliche  Gross«  'uAt  * 
folgt  hieraus,  doss  V  Überall  i»  der  Flüssigkeit  und  die  DA- 
rentiali]Uotientoii  von  V  iu  endlicher  Entferouiig  <ron  den  Biii^ 
imendli4-h  klein  ftind. 

Der  für  tp  geftindene  Werth  soll  nun  benutzt  werden,  ton 
die   lebendige  Krad  der  Flüs^gkeit,   die  T  genannt   wer 
möge,  7U  berechnen.    E*  ist: 


=  ilfS' 


■'^^•((^^)"+(^,Mlf)') 


oder: 


d.h.: 


-U''^'^^v. 


-  e  f  ds  u,%^  -  e  fds  c;,l^  -  f  f  äsc,'^ 

wo  die  Litogrationen  nach  dS  über  die  Oherflächi^n  derböta 
Ringe  und  die  beiden  Seiten  der  Querschnitte  aasamdeiiiiti 
sind,  durch  welche  der  von  der  Flüssigkeit  erftUlte  Batmi  a 
einem  einfach  zuaammeidiäiigeiiden  gemacht  ist  Die  beid« 
ersten  dieser  scchB  Integrale  sind  onabh&ngig  toq  der  Li^ 
und  der  Bewegung  der  beiden  Ringe;  ihre  Summe  bexeic^ 
man  dureli  A';  das  diitte,  das  Itlnft«  und  das  sechste  snd 

h  TT 

endlicli  klein,  da  ^^  nur  auf  unendlich  kleinen  Theilen 
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Fläctieii,  aber  die  2u  Integriren  ist,  endlich,  sonst  unendlich 
kl«in  ist.  da  V  Überall  unendlich  klein  ist  und  i\  und  L\ 
ftbortill  endlich  sind.     Mithin  ist 

Ueber  die  OhorMcheii    der  h«ideT)  Rltige  genommen,    lüt  das 

B   TT 

allein  übrig  ge))lieU>ne  Integral  aiicb  uneDdlich  kk-iu,  da  ^-v 

au  der  Obcrfläcbe  di*»  ersten  Ringe»  endlich,  an  dor  des  zweiten 
gleicli  NuU  iet;  Aber  die  beiden  Weiten  dea  zweiten  Quer- 
schnittes ausgedehnt,  ist  dasselbe  Integral  gleich  Is'ull,  deon 

hier  hat  jy  «ntgegengeaetate  und  CT,  gleiche  "Wertlie.    Es 

braucht  also  die  Integration  jiur  über  dön  ersten  Quersclmitt 
aasycdehnt  xu  werden.  Bezeichnet  mnn  durch  liSj  ein  Ele- 
tnctit  desselbcD  und  dui'cb  A',  die  eine  Normiüe  dieses,  so  ist 

hiernach,'  da  «y*  auf  beiden  Seiten  von  rfS,  entgegengesetzte 

Werthe  und  C,  Werüie  hat,  die  um  Xj  verschieden  sind, 


r=K-Q^j 


d^ 


'  e  .V,  ■ 


Da  die  QrenzKnie  des  Querschnittes  von  der  Mittellinie  des  Ringes 
nur  unendlich  wenig  absteht,  so  kauu  man  hier  dS^  auch  de* 
finiren  als  ein  Element  einer  durcb  die  MitteUinie  des  ersten 
Ringt»  hcgrenztt!n  Pläcbc.  Nach  dem  ÄmpferesrJien  Satze, 
auf  welchen  oben  bereits  hingewiesen  wurde,  ist  das  in  der  an- 
gegebenen Weise  genommene  Integral  aber  nichts  Anderes, 
als  das  Potential  zweier  elektriscben  Ströme,  die  die  Mittel- 
linifin  der  beiden  Ringe  dorchflicsscn ,  iu  Bezug  auf  einander. 
Sind  rff,  und  da^  zwi'i  ßlomonto  dieser  Mittellinien,  r  ihre  Ent- 
fenuDg.  (rf«,,rft,)  der  Winkel,  den  ihre  Richtungen  mit  ein- 
ander bilden,  so  int  da.s  Potential  zweier  Ströme,  die  mit  der 
latensttAi  1  die  Mittellinien  durchfliessen.  inBexiig  aufeinander: 


«od: 


T^K-  «lSJ.  ^f  ihJ^  cos  (./<„  rf^. 
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imeudlUii  tiOnae,  ttaxn  Biaft 


Hieraus  folgt  nun  uumitlclbur  der  im  Biiigange  amge^nxtaM 
Satz.  Denkt  man  sich  nlUolicb  die  Rin^  durch  Kräfte,  dii 
man  auf  sio  wirken  läast.  ii^eud  wie  bewegt,  und  b«zeicliat( 
durch  ifT  den  Zuwachs»  den  dabei  T  in  oinem  ZeitektaaU 
erfährt,  so  ist  ST  gleich  d«m  Moment  de-r  Druckkräfte,  weldit 
die  Ringe  auf  die  FlIU.sigkeit  »uuDben,  6ix  die  in  dem  Z«it- 
elemcnt  geschehene  Ven-ückung,  und  also  —ST  das  eo^ 
spreeheode  Moment  der  DruckkiSfle,  welche  tuugdcehrt  & 
F1ii-<^^i^'lieit  auf  die  Riuge  ausübt  Nach  dem  lUr  T  gefandeneB 
Ausdmrkt!  ist  tiiese»  Momeut  so  groi«s,  wih  (1u8  der  KriAe, 
mit  welchen  zwei  elektrisciie  Ströme  auf  eiuaDder  wirken,  & 

die  Mittellinien  der  Hinge  mit  den  Intenait&tea  k^  i/.t  anj 

Xj  l/-t-  durchfliessen,  fllr  dieselbe  Verrtldning;  d.  h.  die  fiinp 

üben  scheinbar  dieselbea  Kräfte  Aof  einander  aus.  wie  die« 
elektrischen  Ströme  oder  auch  wie  die  clektriBchen  Strfisic,  & 
mit  den  genannten  Intenaitttten  die  Ringe  selbst  dorrbäiesKn 
Bei  dem  Beweise  dieses  SatZ4»i  ist,  um  die  Dorstelluae  n 
erleichtem,  verausgeseLtt,  da«s  ilie  Querachnitto  der  Binje 
Kreise  von  demselben  Radius  sind;  der  Sat2  gilt  aber  «oÄ 
wenn  diese  Querttcbuttte  von  anderer  Gestalt  sind,  soImUi 
nur  unendlirh  kleino  Dimensionen  haben. 


ZoT  Theorie  freier  Fiassigkeitsstrablen.') 

Herr  Helmholtz  hat  in  seiner  Mittheilung  „ttber 
tinuirlicbe  Flüsagkeitabewegungen'")  zum  ersten  Male  die  Ge- 
stalt eines  freien  FlUssigkeitsstridiles  in  einem  spoäeUea  Fklk 
UieoretLsch  bestimmt.  Die  von  ihm  dabei  benutzte  Metboik 
lAs»t  sich,  wie  hier  gezeigt  weiden  soU,  leicht  so  reraUgemeiiim 
dass  !(ie  zur  Li5sung  derselben  Aufgabe  lUr  eine  grosM  ZaU 
TOn  Fälle«  fdJirt. 


1)  Borehanlt'f  Jonnial.     Iti).  70.     1969. 

8)  MosuttbLTtchte  der  Ikil.  Akw).    April  1&«8. 


Zur  Thcorio  fn-icr  Flaseigkcliesliahlen. 
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Es  wini  vorausgesetit,  dftss  die  Flüssigkeit  incompressil»!  ist, 
dass  keine  äusseren  Kjäftc  auf  sie  wirken,  das«  ihre  Thcilchen 
nicht  rotiren,  dass  die  Strömungen  stationäre  sind,  und  endlich, 
dii£s  die  Bewt'Kung  überall  piirallel  einer  ffisten  Ebene  int. 

Xemit  man  j^  und  y  die  reclitwinkligeti  Coordinatm  eines 
Punktes  di;8  roii  der  ötrömendeu  Flüseigkeii  erfüllten  Baumes, 
iwirallel  dieser  Ebene,  und  tf  diis  Gcscliwiiidigkeit&potcnlial  in 
diesem  Punkte,  so  ist  q.  eine  Function  von  .r  «iid  y,  die  der 
Gleichung: 

genügt.    Dabei  sind  =3.  und  =?  dii.  Gesehwindigkeiten  parallel 

den  Äjcen  der  j  und  der  y,  und,  ist  p  der  Druck,  q  die  Dich- 
tigkeit, so  ist  weiter 


'--\m-m 


wo  c-  eine  Conetante  bedeutet.  H&t  die  strSinendo  Flüssigkeit 
eioc  freie  Grenze,  so  masä  diese  einer  Strömmigslinie  ent- 
spreche«, und  es  muss  für  sie  der  Druck  ein  constanter  sein. 
Die  zweite  tod  diesen  Bedingungen  wii'd,  wenn  man  die  in 
Bctraeht  kommenden  Finticiten  passend  ^hlt: 

(^')'+  fö)' = •■ 

Der  portieUeii  Diffei-entialgleicbung  ßlr  tf  wird  gcntlft, 
wenn  man: 

*=■*  +  '>.        w  =  9>  +  iW', 
wo: 

und  (u  gleich  ii^end  einer  Function  von  z  setzt.  Dabei  ist 
die  Gleichung  einer  Strümungscun-e: 

^  B=  conet, 
und  es  ist: 


Klrvbborf.  UwamtMlta  AbbaiKUimpii. 


27 
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Zur  Thsurie  (n^v  Pldstigkcittscntlilen, 


(^^)'- 


m' 


"r  = 


9^ 


+  i- 


%v  = 


'"  m'-m'- 


wenn  man  auf  dou  rcclitvii  Soil<-u  dieser  Gleidiuugcn  r 
alä  Functionen  von  <p  and  xf  t]argest«Ut  anaimmL  Die 
(linguiigert  fUr  eine  freie  Grenze  des  Sti-ahleB  sind  dauo 
dass  (lir  sie: 

i/r  =  const. 
nod: 

Ut.    E-4  liandelt  sieb  darum,  solche  Fuuctionen  t*  voo  : 
finden,  diLss  dii»s«n  Bt'dingnn!;;i'n  genügt  wird. 
Zu  diesem  Zwecke  setzo  man: 


da 


g=/(«)  +  V/H/t«)-l. 

und  wähle  die  Function  /  ((>/)  so,  dass  sie  für  einen  genan 
Werth  von  V'  ^^^  Ali'  «i"  gewsses  Iniervidl  von  qr  reeU  irf 
mid  zwigrlieii  —  1  und  -f-  1  liegt.  För  diesen  Werth  tm  ? 
und  dieftes  Intervall  von  ff  ist  dann; 


./(«),        |j  =  Vl-/t«ir(a.), 


(^:)'+r4)=>= 


a  h.  die  dem  Wcrtho  Ton  >/'  entsprechende  Strömt] 
kann  in  dem  dem  Int^^rvallo  von  ^  entsprechenden  StOckea» 
freie  Grenze  der  bewegten  Flüssigkeit  bilden.  Qiebt  es  mehrm 
Werthe  von  i/V  ^^  welche  /  (w)  die  gunanote  Eigenschaft  b^ 
sitzt,  so  können  alle  StrÖmungslinien.  welche  diesen  eatapreclta. 
freie  Grenzen  sein. 

Bei  einer  bestimmten  Annahme  Ober  /  {ta)  ist  n  da 
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die  fUr    ,-    aufgestellte  Glcichune  im  AJlgcmcino»  als  eine 

mehrwerthigc  Funktion  von  s  doönirt.  Ea  8oU  das  Gebiet  von 
z,  d.  k  der  vou  der  bewegten  Flüisigkeit  erfüllt«  Raum,  so 
abgegrenzt  vorden.  dass  innerh»lli  desselben  ein  Zweig  von  a> 
nicht  iu  andere  übeiyoUt ;  tlioaer  Zweig  stellt  dann  eine  m&g- 
liclie  Pliissigkeitsbowegiiug  dar.  Der  genannt«  Zw»"L"k  wird  er- 
reicht, wenn  das  Gebiet  von  w  auf  passende  "Weise  begrenzt 
wird, 

In  Bezug  auf  die  Begrenzung  des  Gebietes  von  la  werde 
zunächst  festgesetzt,  dass  sie  eine  in  sich  zurückkehrende,  sicii 
nicht  schneidende  Linie  ist.  die  am*  Tlieik-n  besteht,  füi'  wi-lche 
V»  constante  Wcrlhe  hat,  und  aus  Thdien,  für  wclrlie  ip  einen 
tmendlich  grossen  posttiren  oder  einen  unendlich  grossen  nega- 
tiren  Werth  besitat. 

Innerhalb  dvs  Gebietes  von  ui  »all  /(w)  eine  einworthigo 
Function  von  tw  sein.  Hat  man  tur  J'  (<u)  einen  Ausdruck  an- 
genommen, der  eine  melirwerthige  Function  darstellt,  so  syllen 
daher  aus  den  Verzweignng^puiikten  der^ielbon  Schnitte  gezogen 
sein,  fflr  welche  v  constante  Wer-the  hat. 

Weiter  soll  auch  V/(w)/(w)— l  zu  einer  einwerllug^n 
Punrtion  von  w  gemacht  werden,  indem  aus  denjenigen  Punkten, 
für  welche  J"  (m)  =  ±  I  ist,  St-hnitte  gelegt  wi-rden,  für  welche 
V  constante  Wcrtlie  hat  Für  einen  Punkt  des  Gebietes  von 
0»  kunn  dann  noch  über  dits  Vorzeichen  der  Wui-zelgrösse  ver- 
fügt werden.  Sind  Punkte  vorhanden,  ftir  welche  /(w)  un- 
endlich oder  anendlich  gross')  ist,  so  soll  filr  einen  dieser 
l*uukte 

gemacht  und  rorausgesetzt  werden,  dass  fllr  sie  alle  dieselbe 
Öleichuag  besteht. 

Ferner  werde  angenommen,  dass  die  Function  /(ot)  nur 
in  ihrtn  Veriweigungsputikten  unendlich  wird,  wenn  sie  es  Ober- 
haupt wii*d;  und  auch  hier  nur  so,  dais,  wenn/^Q)^)  xmend- 
lieh  ist, 


')  Ich  nenn«  iinendlieli  Am  Rcciproice  von  Null,  aoeniliich  groM  daa 
It<M:!prokc  oiiiflr  UDOiidlich  kleinen  OrOäsc. 
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sich  der  Niill  nähert,  wenn  ai  dem  Wertlie  w,  sich  nähert. 

Innerhalb  des  bezeichneten  (iebietes  von  t»  ist  dann  x  am 
finwerthige  Punctioii  ilieser  Vaxiahlen,  und  zwar  eine,  die 
tijrgencl  uiieudlich  wii-d. 

Kuh  betrachte  muti  m  als  Ptinction  von  s.  Das  Gfllärt 
von  X,  welches  dem  angeDoininenen  Gchicto  von  u  eutsiniclil, 
erstreckt  sich  nicht  durch  die  Unendlichkeit  und  ist  begreul 
tlorch  eine  iu  &ich  zurttcklaofende  Linie,  die  zusammei)g«8«W 
ist  aus  den  Linien,  doren  Glcichimgon  ^  =  —  cc  and  ^  =  -f-oc 
sind,  und  aus  Sti-ömiingslinien;  ein  gewisser  Theü  der  l«tst<m 
kann  als  freie  Grenze  der  bewegten  Ploasigkeit,  der  andere  ab 
feste  Wand  angesehen  werden.    Innerhalb  dieses  G«biet«s  tdo 

:  hat  i»  keine  Verzweigun'pipuidite,  da  j^   in  keinem  Pult:» 

desselben  T»;rscli  windet.  Unter  der  Bedingung,  dass  die  Gtm» 
des  Gebietes  von  ;  sich  selbst  nicht  schneidet,  i*t  daher  ioDC- 
halb  desselben  (u  eine  einwertiiige  Function  von  t.  Es  ist  diew 
vollkomnien  bestimmt,  sobald  man  noch  einen  Wertli  toh  t 
aU  ptitäprecheud  einem  gewissen  M'i'rtlie  von  u  fe«t«etzl 


Ein  BeiApiol,  welches  eine  Yerallgemeinerung  des  tw 
Herrn  Helmholtz  beliandelten  Falles  bildet,  erhilt  tau. 
venu  man 

/H  =  *  +  f- 

setzt,  wo  k  —  wie  auch  in  den  folgenden  Beispielen  —  ete 
positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  und  das  Gebiet  von  m  dnitl 
die  Linien 

«<  =  0,  y*^   -  QO , 

V  =  :r,  ff  =  f  <xy 

begrenzt. 

Der  ftlr  /  {a)  aDgeaommene  Ausdruck  ist  eiuvertlu^;  oi 

Verzweigungspunkte  von  V/(w)/(w)—  I,  welche  nicht  mubs- 
halb  des  bezcicJineten  Gebietes  liegen,  sind  die  Punkte: 
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y  =  -  log  (1  -  Ä),  Tp  ==  0, 

<p  =  —log  (1  +k)f  if)  =  n; 

sie  liegen  in  der  Grenze  dieses  Gebietes,  und  es  darf  deshalb 
dasselbe  nicht  durch  Schnitte  weiter  begrenzt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Grenze  des  Gebiets  von  oi  sind  zu- 
gleich die  Gleichungen  der  Grenze  des  Gebietes  von  ?.  Nimmt 
man  an,  dass 

für    f  =  —  log  (i  +  kj    und    yj  =  n 
X  =  0  und     y  =  0 

ist,  80  smd  diese  Gleichungen  entwickelt  die  folgenden. 
Für  u;  =  n  und  9;  <  -  log  (1  +  A)  ist: 

-log  {1-1-*) 

y  =  o, 

wo  die  Wurzel  —  wie  auch  später  jede  Wurzel  aus  einer  po- 
sitiven Grösse  —  positiv  genommen  werden  soll.  Durch  diese 
Gleichungen  wird  die  positive  Hälfte  der  j--Axe  dargestellt; 
dieselbe  ist  als  feste  Wand  anzunehmen:  an  sie  schliesst  sich 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  eine  freie  Grenze ;  für  diese, 
nämlich  i^  yj  =  1  und  75  >  —  log  {1  +  k),  ist 


X  =  j  {h  —  e~'')dfp, 


-logCi-ffc; 

i,=  -jy\-{k~e-pyd<p. 

-logtl+*) 

Ferner  findet  man  flir  y  =  0  und  <p  <  —  log  (1  —  k) 

J-  =/( Ä  -f  e-»  +  y  {k -ir  e-ff -l) dtp  +  a, 

■»ind  für  1^  =  0  und  rp  >  --  log(l  —  k) 


^  «  J  (Ä  -f-  e-v )d(p  •\-  a, 


-IOff(l-*) 
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A  =  -  2aA. 

Der  erste  Tlieil  dor  StrÖinungsUnie  v  =  0,  der  eine  der  r-i 
paraUele,  bis  zum  Punkte  .r  =  «,  _v  =  i  geheiidt'  Gerade  lA 
ist  als  feste  Wand,  dtr  zweite  Theil  als  freie  Urenze  des  «s- 
trctendcn  Strahles  atizusclicn. 

Der  ongef^re  Tcrlnf 
der  Linien  v=»  mul  ^=o 
ist  in  Fig.  1 8  darge^toUt 

Die  VerToUstandigmig  dtr 
Begrenzung  des  G-ebietes  ttiti 
?  wird  gebildet  durch  Üe 
Liiue  y  =  —  00,  d.  h. 

/  =  '2k(f  -  2*-»  cos  f-r  «j. 
y  5=2Av'+  2*-»sin  V  +*; 

und  di«  Linie  <f=a  ■}■  oo,  U. 

r  =  Ay  4-  Vi-**  ^'  +  o^ 
y  =  A  «  —  >T^F'  q-  +  *r 


Fig.  19. 


■wo  «5,  i,f  o«,  *s  Constanten  sind,  deren  Wei-tlw  Icjclit  ing«i>- 
bar  und  tiieiweise  benutzt  eind  bei  der  Berechnung  von  a  and  k 
Die  erste  von  diespn  beiden  Linien  lilsst  sieb  bezeichnen  il* 
ein  Halbkreii«,  der  mit  einem  uueDdlicb  groeseu  iladius  nm 
den  Aiifmigspunkt  der  Coordiuaten  betichriebeD  ist;  die  zw«ilr 
ist  eine  Gerade,  die  in  unendlich  grosser  Entferuung  nna 
Anfangspunkte  senkrecht  zum  Strahle  steht;  der  Strahl  bilüt 
hier  mit  der  po»>itivL>n  x-Äxe  einen  Winkel,  dessen  CbfUB 
-  h  ist. 

Lässt  man  *  =  l  werden,  so  wird  a  unendlich,  der  PraÜ 
(fl,  h)  rUckt  in  die  Unendlichkeit;  dä£  tit-biet  ron  u  kann  latf 
dann  durch  <iie  Linien  i/-  =  n  und  i/»  =  —  «  statt  dureJi  ix 
Linien  v  ^  .-r  und  v  =  0  b«grcDsen;   dadurch  kommt  maa  a 
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dem  von  Herrn  Helmholtz  behandelten  Falle,  auf  den  Fig. 
19  sich  bezieht. 


c 
c 


Flg.  IB. 


Flg.  »h 


Macht  man  k  =  0,  so  wird  Ä  =  0;  die  Begrenzimg  der  be- 
wegten Flüssigkeit  ist  dann  die  Fig.  20  dargestellte. 


Als  ein  zweites  Beispiel  möge  der  Fall  behandelt  werden, 


dass: 


r  10 


ist  und  das  Gebiet  von  oi  sieb  nach  aUen  RicbtuBgen  ins  un- 
unendlich  Grosse  erstreckt. 

Um  /(u)  zu  einer  einwertbigen  Funktion  zu  machen,  lege 
man  von  dem  Punkte  ca  =  0  aus  einen  Schnitt,  filr  den  1^=0 
und  qo  >  0  ist,  und  setze  fest,  dass  fllr  qp  =  +  0  und  yß=  +  0 
der  reelle  Theil  von  Vi7  positiv  ist.    Die  Verzweigungspunkte 

von  yf(t*f)f{w)  —  1  sind  die  Punkte,  fUr  welche 

tü  =  o,-i=  =  i-*,  -L=-(i  +  Ä) 

Vw  r  w 

ist;  sie  liegen  alle  auf  dem  schon  gezogenen  Schnitte,  erfordern 
also  nicht  die  Legung  neuer  Schnitte.    Was  das  Vorzeichen 

von  V/(ß»)/  (w)  —  1   betrifft,  so  muss  dasselbe   nach  den  ge- 
machten Festsetzungen  so  bestimmt  werden,   dass  der  reelle 
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Theil  dieser  Wurzelgrösse  für  tp=  +0  und  v  =  +0  posibi 
ist.  Eudlich  vrertte  angfiioiiimeu,  do&s  w  ntid  £  glficfcMiOl 
Ter3cli«'iinit:ii. 

2ur  Grenze  dea  Gebietes  von  z  gcb&rt  die  Lui«.  Ar 
welche  li"  =  U  und  tp  >  Ü  ist.  Diese  Linie  aetzt  sich  ans  mA- 
reren  Thcilon   zusammea,   die   zu   uiitef^c beiden    sind. 

V  =  +  0  und  0  <  qp  <  ~^,  ist; 

iftr  i/>  =  -  0  und  0  <  ^  <^i^t 

Diese   Gleicliiingcn   st^U"?!!    einen  Tlieil    der  i'Ait 
welcher  aU  feste  Wand  »nzunelimen  ist.    Betiutit  mto, 


ist,  Bo  findet  mau  fUi-  die  Eudpunktc  dieses  TlicUcs 

lind 

wo  arc  siu  <  zwischen  0  und  ~  zu  a-ähleti  ist 
Für  1/'  =+  0  und  9?  >  ^i-^m  ist 
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mid  ftir  i;-  =  -  0  und  tf  >  /f^ty» 

Die  Linien,  welche  durcli  die  Integrale  diesei  Gleichungen 
dftruesU'llt  wcrdfu,  ■wenn  mati  die  Litegrationscon?toutcn  so 
b?6limmt,  dass  sie  von  den  eben  bezeicLiieteii  Endpunkten  der 
festen  Wand  ausgehen,  sind  freie  Grenzen  der  bewegten  Flüssig- 
keit. Die  Übrigen  Gh?enzen  des  Grebietes  Ton  z  liegen  im  uu- 
cndlicli  Grossen,  vie  daraus  liervorgeltt,  du»s  für  u  =  co 


At 


1 


ist:  diese  Gleichung 
zeigt  zugleich,  dass  in 
uiM-Midlifb  grosser  Ent- 
fornnng  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordi- 
naten  die  Strömung 
mit  der  Geschwindig- 
keit 1  in  einer  Rich- 
tung geschieht,  die 
mit  der  x-Axe  t-ini^ii 
Wiukcl  bildet,  dessen 
Cosiniu  =  It  ist. 

Fig.  21  rerau- 
sehauliclit  die  Grenzen  des  Gebietes  von  :;  ausser  diesen  ist 
in  ihr  noch  die  StrömungsUnie,  für  die  y'  =  Ouiid  y<0  ist, 
aogegobea. 


Fl»  IL 


Noch  ein  Beispiel  möge  angeftthrt  werden.    Es  B«i: 

k 


/(«) 


rtind  «'S  varüre  ■»•>  von  —  sr  bi«  +  n,  rp  von  —  00  bis  -f-  x. 
I  Von  dem  Punkte  w  =  0  aus  lege  man  eineu  Schnitt,  ftlr 

I   den  VI  e>  0,  ^  >  0  i-st,  und  setze  funt,  dass  für  ^  =  4-  Ü  und 
■  V'  ">  +  0  der  reelle  Theil  von  /(ui)  positiv  ist     Die  Verzwei- 


ÖTOiifpipunkte  von  V/(w)/(&i)  -  1  sind  die  beiden  Punkte: 
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«  ^  0  und  w  =  —  log  (1  —  *•». 
die  beide  auf  dem  gezogene»  Sclinitt«  sich  befiuden.  Das  Vot- 
zoichen  der  Wiioetgrösse  Vy  («)/(«)— 1  ist  dadurch  bertimm% 
dasB  ihr  rccUor  Theil  fUr  y  s=  -f  0  und  (^.  =  +  0  positiT  sein 
soll.  KtKÜLcb  Hetze  mau  ft'st,  dass  w  uud  z  gleichzeitig 
schwiDden. 

Zur  Grenze  des  Gebietes  von  r  gebort  znnächstt  die 
filr  welclie  tp  =  0,if>Ö  isL   Diese  setzt  sich  aus  den  foL 
den  Theilen  zusammen. 

Für  w=  +0  und  0<9'  <  -log(l-A*)  ist: 

0 

y  =  0, 
für  i/f  =  ~  0  und  0  <  y.  <  —  Iog{l  —  **) 

Diese  Oleichungen  »teilen  einen  Theil  der  j^Axv  dar.  der  ah 
feste  Wand  imzunehmen  ist  Au  ihn  schliessen  sich  als  fror 
Grenzen  der  bewegten  Fltkssigkeit  die  Linien,  für  welche: 

V  =  +  0,        (f>-  log  (1  -  >f»j, 
also: 


und: 

?S 

Vi-«-»' 
ü'  =  -  0, 

also: 

dl 

=s 

i 

n  -e-f 

7>-log(l-n 


ist    Die  Übrigen  Grenzen  des  Gebietes  von  t  sind  die  Iäm 
V  —  —  ff,  V  =  +  n,  ff.  =  —  X,  y  =  +  00. 
Für  «/  =  —  ff  ist: 

if= Jt_     ij„_,/7rz**i 
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für  ifi  =  +  ,T : 


dif        Vi  j. .,-".'  rfff  I  14 


E £Z=_i    i_ 

diese  beiden  Strömnngslimen  sind  in  ihrer  ganzen  Aosdebnong 
freie  Grenzen. 

Für  9^  =  _ocist^=  -i. 
für  V  =  +  QC,«'<0:j^=  -*-ili"*', 
und  für  (c  =  +  oc.  w  >  0: 3^  =      *  -  H  i"^'- 

'^  da 

i 

-'      Y 
( 


r 

/ 


Für  «;^  =  —  cc  ist  hiernach  y  =  ~  ■x,  und  die  Strömung  ge- 
schieht mit  der  Geschwindigkeit  I  in  der  Richtung  der  negar 
tiTen  y-Axe;  für  y=-^3C  istj'=  =  x.  y=  —  X,  nnd  die 
Strömung  geschiebt  mit  der  G^chwindi^eit  1  in  einer  Bich- 
tong.  die  mit  der  positiTen  ^-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen 
Cosinus  ^  4  ist 

In  Fig.  22  sind  die  Grenzen  der  bew^ten  Flüssigkeit  für 
diesen  Fall  da^;estellt 
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lleincr  fldiweren  Ftäcngkc 


lieber  stehfiide  SchwiDgangeu  einer  schweren 
FlUs.'^igkeit.  *) 

Unter  tion  wonigen  Flüs^igki-itsbewogungcn,  för  welche 
die  DiSercntialgleichungen  bislicr  hat  iutegrlren  könneu,  oel 
eine  wesentUclio  Stelle  die  unendlich  kleinen  Schwingongen  m. 
die  eine  schwere,  uiclit  reibende,  incompressible  FlQssigkeit  i^M 
einem  vertjcalen,  cylindmchen  oder  prismatischen  Geflsse  nH^* 
horizontntem  Boden  ausführon  kann.  Die  Schwiagiuigen  eintT 
salclien  Flüssigkeit  in  einem  Gefässt^,  dessen  Boden  nicht  bo- 
montnl  ist,  sind  meines  Wissens  bis  jetzt  nicht  beüandriL 
Es  sollen  im  Folgenden  einige  hiorher  geh&rige  Fälle,  tun! 
zwar  Fälle,  in  denen  der  Boden  au>t  einer  schiefen  Ebene  odet 
aus  zwei  schiefen  Ebenen  gebildet  ist.  erörtert  werden.  Dibfi 
wii'd  vorausgesetzt,  dass  die  Bewegung  nur  von  einer  horizontal'^ 
Onlinatc  ubliängt.  die  Plli.ssigki-it  also  in  einer  Riclitung  dnrd 
zwei  parallele,  verticale  Wiln'le  begrenzt  ist. 

Es  sei  .p  die  horizontale  Ordinate  eines  Punktes,  die  ifieaeii, 
WänfU-!i  iitimllol  ist,  t  ilic  rciticalv  Ordinate  und  tp  üaa 
schwimligkeitapotential  in  diesem  Punkte  zur  Zeit  /:  dann  iA: 


SW  ,  e*g  _ 


a?  "^e^ 


=  0, 


oder: 

(I)  ^  =  I--{i  +  ir)+G{:~iT], 

wo   I  =  y^T  ist  und  F  und  G  Fonctionazeichcn  sind. 
Pnuctioueu  Fxmd  G  müssen  conjugirl  sein,  da  q  reell  ist 
freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  weiche  unendlich  wenig 
der  Ebene  -•  =  0  ab,  die  positive  .--Axe  sei  abwärts 
und  ff  bezeichne  die  Beschleuuigung  eines  frei  faUendcn  Kör- 
pers, dann  ist  für  r  =  0: 

„öiF  —  ?i<f 

^  B*~  df 

und  -  ^  ist  die  Tiefe  eines  Punktes  der  freien  Ol 
unter  einer  festen  horizontalen  Ebene. 


■)  Mon&labenclit  der  Akad.  ct.  Wiai.  zu  Bvrlin  vom  l&.  Hai  tsn. 
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Null  wenle  vorausgesetzt,  tlass  <f  gleich 
rnmin, 
xnuittpJizirt   mit   einem  von  t  luiabhängigi-ii  Faktor  ist,  wobei 
«iann    «    iHe  Zahl    iler   einfaclien   Schwingungen    bedeutet,    die 
jede»  FlüssJgkeitatheiklieii  in  4er  Zeileiahoit  ausführt.    Es  ist 
dum: 

diso  fUr  2  =  0: 


—  B?n*  <f, 


(2) 


Jl=-«V. 


wo  a  = 


Sctet  man  hier  den  Wertb  7on  <f  aus  der  Gleichung  (1)  ein 
und  btMichnet  durch  F  uod  G'  die  DiffereatralquotieDten  von 
F  und  G  nach  ihren  Argumenten,  so  erhält  man: 

Diese  Gleichung  braucht  nur  för  reelle  Werthe  toq  .p  ei-iullt 
zu  werden,  und  2waT  för  solche,  dk-  Punkten  der  freien  Flilssig- 
keitxoberfläche  entsprechen;  das  kann  aber  nur  geschehe»,  wenn 
sie  auch  fiU'  jeden  complexen  Wertli  von  i  erfüllt  wird.  Be- 
zeichnet daher  »  eine  complexe  Variable,  so  muss  allgemein 

F  M  +  «'(-  u)=-n  \F{u)  +  C(-u)), 
oder  auch 

sein. 

Es  iat  nun  noch  die  Bedinguug  aufzustellen,  der  an  der 
nicht  freien  FlUssigkeitsoberfllLcbo,  abgesehen  von  den  ilcr  .fr- 
Ebene  parallelen  Wänden,  zu  genügen  ^t.  Diese  Bedingung 
i*t  die,  dass  diese  Obertiäcbe  die  Flächen 

ff  »  const. 
senkrecht  sclmeidet,  d&ss  also  fllr  jeden  zusammenhängenden 
Theil  derselben 

F{z  +  i>)  -  G[i  ~  ix)  =  conat- 
i^t.     Ga  )4oll  angenonuuen  werden,   dass  die  ganze  nicht  freie 
Oberfläche  zuaammetiliängend  ist;  der  ^V'ertb  der  zuletzt  ein- 
geftüirten  Constanten  kann  dann  ohne  Beschränkung  der  All- 
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gmiieiubfil  beliebig  gewählt,  die  Botliiigting  also  dahin 
sprochen  werden,  dass  ftlr  die  nicht  freie  Oberfl&che 

(4)  F{t  +  i")  —G{e-  it)  -  0 

ist. 

Die  nicht  freie  Oberlläche  sei  nun  tlie  Ehene: 

oder,  w<>nn  man*. 

X  =  Q  COS  9  t  =  Q  aiii  & 

setzt,  die  Ebene: 

und  tlie  Flllssigkeit  befinde  sich  aaf  der  Seite  (lie*»- 
nach  der  die  positive  j'-Ajte  gukehrt  ist,    d.  h.  sie  eiftl 
Raum,  iUr  den 

*<« 
ist.    Die  Gleichung  (4)  wird  dann: 

F{Qi^')  -  (?(-  e !>*'■)  =  0. 

Diese  Gleichung,  die  zunächst  nur  f&r  poäitire  reelle  Wer 

von  Q  erfüllt  zu  werden  braucht,  musa  eben  deswegen  k»:b 
tilr  complexe  gelten;  bozciclmet  m  iriedcrum  eine  comple» 
Variable,  und  setzt  mau: 

so  hat  man  daher: 

{5)  G{u)^F{,-ßH\ 

luid  in  Folge'  der  Gleichung  (3): 

(6)  f^  {F{u)  ~  F{ßu))  -  -  a  (/■{«)  +  F(,f «)). 

Es  sei  a  mit  n  commenHurabel  und: 


wo  m  und  n  zwei  ganze  Zahlen  aind,  die  keinen  gemeiauw« 
Faktor  buben,  also; 
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Es  ist  dann  ß  eine  primitive  nte  Wurzel  der  Einheit  und  unter 
eiaer  sogleich  abzuleitenden  Bedingung  läsat  sich  der  Gleichung 

(6)  genügen  durch 

(7)  F{u)  =  J^e^""  +  A^ef"-"-  +  A^e»**-"^  +  ...  Jn^ie»'-^*-'", 

wo  ).  eine  willkürhche  Constante  ist,  Af^,  A^,  ...  Constanten 
sind,  deren  Verhältnisse  auf  passende  Weise  bestimmt  werden 
müssen.  Setzt  man  nämlich  diesen  Ausdruck  von  F  in  die 
Gleichung  (6),  so  erliält  man  die  folgenden  Bedingungsgleichungen : 

?.{A^  -  A„-i)  =  -{Aa  +  A„_i) 
ßX{A,-A,)=-{A,  +  A,) 
ßniA,-A,)  =  -iA,  +  A,) 


^-U(^„_i  -  A„.t)  =  -  (An-i  +  A„-,) 
oder; 

A(;.  +  i)  =  A-i(i-i) 
(8)  A,{ßn  +  i)  =  A,{ßn-i) 

Multiplicirt  man  sie  mit  einander,  so  erhält  man: 

A-_(-i)- =  ;."_!, 

da: 

1, /?,,?«,.. ./5«-> 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

A-  -  1  =  0 
sind.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  n  ungerade  ist,  die  Glei- 
chungen (8;  nicht  bestehen  können,  ohne  dass  alle  A  ver- 
schwinden; wenn  n  gerade  ist,  aber  diese  Gleichungen  bei 
einem  beliebigen  Werthe  von  ?.  und  einem  beliebigen  Werthe 
einer  der  Grössen  A  erfüllt  werden  können.  Demgemäß  soll 
n  als  gerade  angenommmen  werden. 

Die  Hälfte  der  Glieder  des  in  (7)  für  F  aufgestellten  Aus- 
drucks verschwindet,  wenn  man  k  einer  ganzen  Potenz  von  ß 
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gleichsetzt.    Wählt  man   eine  andere  Potenz,  so  erhält  num 
einen  nur  scheinbar  verschiedenen  Ausdruck  für  F.    Man  mache 

es  verschwinden  dann  die  A,  deren  Index  |  oder    grösser  als 
I  ist,  ^0  kann  beliebig  gewählt  werden,  es  ist: 

A  -A  f^'^^ 


F{u)  ==^o*^"'"'+'^i«~''™--  +  -^2_i'"'^    '"■ 


und: 

— «^— ifl 

i' 

1 

Statt  der  Constanten  A  mögen  hier  Constanten  B  durch  die 
Gleichungen: 

.  n-e 

.   n-lO 


eingeführt  werden;  man  hat  dann: 

F[v)  =  B^c-"--'-'^ 
+  5ie-'""*-*--r 

(9)  +5,.-^—*"^ 


+  -Ä^_]e~'"      >''  +  '"^'> 


hier  ist  5^  willkürlich  und 
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Ä,  =  Bf,  cot^  «  cotg  2  « 


woraus  folgt: 

«I 
wo   die  Zeichen   —   gelteu,  weiui  "  imd  zugleicli  ^ 


-  gerade 

istf  wälirend  iii  all&u  aiulereii  Fälkn  die  Zuichen  •;-  zu  nehmen 
sind.  Bildet  mun  Ruch  (5)  und  (9)  den  Ausdruck  vou  G{v) 
und  kehrt  die  Reihenfolge  der  Glieder  uui,  so  erhäJt  uiaii 
hiemach: 


-«■H--5. 


0  , ,  ii-W 


■«■I 


wo  über  duä  Doppeketciien  nach  derselben  Begcl  zu  entscheiden 
i&t-     Nach  (1)  ist 

<p=F{u)  +  G{v), 
wenn: 

B  =  j  +  I>  ,    0  =  *  — iiP 

gesetzt  wird,  und  F  [u)  und  (7  [v)  sind  conjugirt.  Die  Expo- 
nenten in  dvn  ent«prcchcndeD  Gliedern  der  für  diese  Func- 
tionen AufgestellteD  Ausdrücke  sind  conjugirt;  daraus  folgt,  dass 

ß^  reell  sein  mosa,  wenn  nicht  -^  und  ^-^  gerade  sind,  rein 

imaginär,  wenn  diese  lieidea  Zalilen  gerade  »iud.  In  beiden 
PäUeu  ist  tf  gleich  dem  Doppelten  des  reellen  Tlieiles  des  in 
(9)  filr  /*(«)  Hufgestellttn  Ausdrucks. 

Ftihrt  man  statt  *  und  z  wieder  tUe  Polare  uordinaten  (i 
und  &  ein,  so  hat  man: 

RItehborf,  ÜManiDicllg  JUihuiilliui|ten.  S8 
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«  =  p  (sin  &  +  i  C08  &) 

(?*  M  =  e  (sin  (4  a  +  <>)  +  »■  cos  (4  a  +  *)) 


ß  i~'  u  =  ()  (Bin((n  -  2)  a  +  i>)  +  Jcos  ((n-  2)  a  +  &)) 

Man  ersieht  hieraus,  dass  im  AUgemeinea  bei  deo 
aufgestellten  Foimeln  91  unendlich  wird  innerhalb  des  to: 
Flüssigkeit  erfüllten  Raumes,  in  dem  q  von  0  bis  Unen 
&  von  0  bis  «  varürt;  nur,  wenn: 

m  s=  1     ,     «  =  - 

ist,  findet  dieses  nicht  statt  und  für  (>  =  QO  nird,  wenn 
25^  =  1  macht, 

2F{:  +  ix)  =  e  -«-*(«+-x) 

y  =  tf-°=COs(ar  +  ;i  ^). 

Bei  beliebigen  "Werthen  von  x  und  z  hat  man  dann 
für  n=  2: 

2F{z  +  ix)  =  e-^'+"> 


für  «  =  4: 


für  71  =  6: 


if  =  e~"COSax; 

2F{:  +  iz)=  V^'e— =-i«« 

(f  =  —  e-"' (cos  Ol-  sinaz) 


2/'(r  +  ix)  =  ~  i-e-»"+"«> 


-J-l>|l=-'/3*-|-*|('/3+Il 
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(f  =  —e-"Biü.ax 


Nimmt  man  in  der  Gleichung  (7)  A  unendlich  klein  an 
und  entwickelt  die  Exponeutialgrössen  nach  Fotenzen  der  Ex- 
ponenten, so  erhält  man  für  F{u)  eine  ganze  rationale  Pudc- 
tdon  von  u.  Die  allgemeinste  Function  dieser  Art,  die  der 
Gleichung  (6)  genügt,  findet  man,  indem  man  in  diese  Gleichung 

F{u)  =  ^ft  a*  +  As+i  «*-^»  +  -  - .  +  Js'  «*' 

setzt,  wo  h  und  h'  ganze  Zahlen  bedeuten  und  h'  y  h  ist.  £s 
ergiebt  sich  dann 

wo  k  jede  der  Zahlen  A  +  1,  A  +  2, ...A'  sein  kann,  während 
A\  willkürlich  bleibt  Man  kann  diesen  Bedingungen  genügen, 
indem  man  A  =  0  oder  einem  Vielfachen  von  n  und 

setzt. 

Ein  besonderes  Interesse  hat  der  Fall,  dass  die  auf  diese 
Weise  gebildete  Function  F{u)  vom  zweiten  Grade  ist;  das 
findet   statt,  wenn  n  =  4  ist  und  Ä  =  0  gewählt  wird.    Es  sei 

of  =  ^  ,  also  ß^  —  i ; 

dann  bat  man: 

i^(«)  =  4,(l-a«(l-0-^.-)' 
>rorans  nach  (5)  folgt: 

G(»)-^4l-a«(l+i)+^«). 

I>a  F{u)  und  G{v)  conjugirt  sind,  so  muss  hiemach  Ä^  reell 
«ein.    Setzt  man  A^~\,  so  erhält  man: 

OB« 
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ff  =  }  —  a{:  +  x)-\-  a- tr 

und   als  Gleichung  der  Stromliuien,  d.  li.  der  lanicu, 
die  Linien  qt  =  cousU  setikrecbt  sduieidea: 

couat.  s»  a(e  — «■)  —  vt''~^ 

Zu  diesen  Linien  geliört  auch  die  Gerade  i  —  r  =  0; 

ist  die  mit  const.  bezeirlinete  Grösse  =  0;  eine   zweite  G«nd» 

muss  zu  derselben  Stromlinie  geliOrcu;  sie  ist  die  Gharade 


die  die  ei-ste  in  dem  Punkte  f  =  ^  =  -  schneidet.  Piei 

Beweguug  kann  daher  auch  bestebeu,  wenn  die  FlE 

« 
ausser  durch  die  Wand  .•  =  j-  nwrh  durch  die  Wand  ;+7=- 

begrenzt  igt,  w<>na  sie  also  iti  einem  prismatiscbpn  Gcfllsse  sri 
betindät,  dessen  Kante  nach  unten  geJcehrt,  dessen  Winkel  «u 
recbtei-  ist  und  dessen  Seitenfläche«  gegen  die  Vertikale  gleicfc 

geneigt  sind:  -  ist  die  grösste  Tiefe  der  FlÜssigkeiL 

FUr  £  =  0  (wie  für  jeden  constanten  Werth  von  r) 
(f  eine  lineare  Function  von  x;  .daraus  folgt,  thue  die  bv* 
OherflSche  dt-r  Flüssigkeit  bei  der  Bewegung  stets  eine  Ebrw 
bleibt.    Die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  ist  der  GJo- 

t-huiig  (2)  zufolge 

n 

'  d.   h.   gleich  der  Scliwingungsdauer  eines  einfachen   Fe 
dessen  LiLnge  der  grösstcn  Tiefe   der  FlüSüigkeil   glvich 
Die   FlUssigkeitsllieilchen   beu'egen   5ich  tn   den  glcirl 
J3,vperbeln,  dereu  Asymptoten  die  Geffisswäude  bildi-n. 

Die  beschriebene  Bewegung  ist  eine  von  unendlich  Tirlo 
Srhwingutigsartin,  die  eine  Plüs)iigki-it  in  einem  GeflL«se  der 
bezeichneten  Art  ausfuhren  kann.  Auth  die  andern,  scbncUer^ 
Scbn'inguDgeD  lassen  sich  tlicuretisch  vci-folgeu.  Man 
auf  nie,  wi-nn  man  die  Constnnten  Ä  und  «  in  dem  fOr  /"( 
in  der  Gleichung  (2)  aufgestellten  Ausdruck  so  zu  In 
Bucht,  dass  für  .-  +  .r  =  2r  (wo  c  die  grösste  Tiefe  der  Rfla* 
keit  bedeutet): 
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F{s+ix)~G{z~i.r)  =  Q 

ist.  Nach  der  Gleichung  (5),  in  der  für  ß  sein  "Werth  —  i  zu 
setzen  ist,  wird  diese  Bedingung: 

F{u)  =  F{-u  +  2c{i+i)). 

Diese  Gleichung  (7)  ist  hier: 

(10)  F{u)  =  A^t^" 4-  A^e-"-""  +  A^e^'^"  +  A^e''-"' 

und  zwischen  den  Constanten  A  hat  man  die  Gleichungen: 

A,{-a  +  i)  =  A,{~a-i) 

(11)  .  M-^  +  i)  =A(-i-i) 

^3(a  +  i)     =^,(a-i); 

die  neue,  eben  abgeleitete  Bedingung  giebt  zwei  Gleichungen, 
nämlich: 

und: 

Diese  fünf  Gleichungen  reichen  gerade  aus  zur  Bestimmung  der 
fünf  Grössen  A^,  A^,  A^,  k,  a.  Durch  Elimination  der  drei 
ersten  erhält  man: 

(1  -  i)  (1  +  ti)  • 

MultipUzirt  man  diese  Gleichungen  einmal,  dividirt  sie  das  an 
dere  Mal  und  zieht  jedesmal  die  Quadratwurzel,  so  sieht  man, 
dass  entweder: 

gli-a.  =  \±Jl  und  e*2^"  =  \^  , 
1  —  i  1  —  li  ' 


^n«  =  _  » +4  und  e*""'  =  -  1-^ 


oder: 

sein  muss.    Man  setze: 

Xac  =p, 
ao  hat  man  im  ersten  Falle  die  Gleichungen: 
-_       1  +  i  (.-       1  +  ii 
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oder: 

im  zweit«! : 

oder: 

Jl=-cotgp  e"  -  CO*«  (|»  +  |)- 

Die  beiden  tranEceDdenten  GleicliDDgen,  denn  eina  p  |enBg(i 
mnss,  lafisen  sich  in  die  eine: 

cos  2p ^ =  1 

zusammenfassen,  welches  die  Gieichnog  ist,  die  die  Schwii^inp' 
zahlen  eines  elutiscfaen,  an  beiden  £nden  freioi  Stsbes  be- 
stimmt Die  Wurzeln  derselben  nnd  bdcannt;  au  dicM 
Wurzeln  findet  man  hier  die  Schwingangsathlen  der  VM^ 
keitsmasse,  nfimlich  die  Wertbe  der  GrOeee  a  (die  da  Q» 
draten  der  SchvingoDgEzahlen  propoHzonal  sind)  im  entea  te 
beiden  miterschiedecen  fUIe  durch  die  Gleichaiig: 

im  zweiten  durch  tlie  Gleichung: 

(ic=  -pigp- 

Die   Gleichung  e-f  =  tg    U  +  jj  hat  zunächst  die  drei&cb* 

Wurzel  p  =  0:  bei  dem  Probleme  des  elastischen,  schwingenda 
Stabes  hat  dieselbe  keine  Bedeutung,  da  sie  dort  einer  nnflw' 
lieh  grossen  Schwingungsdaner  entspricht:  anders  ist  es  hi^rt 
liir  /»  =  0  wird  hier 

ae  =  1; 

der  hierdurch  bestimmte  Werth  Ton  a  bezieht  sich  auf  ^ 
Torher  erörterten  Schwingungen,  bei  denen  die  OberfiScbe  iff 
Fltlssigkeit  stets  eben  bleibt.  Die  folgenden  Wnizeln  der  gt* 
nannten  Gleichung  fUr  p  sind  etwas  kleiner  als: 

5ii      9,T      ISn 

4.4,    4    »  ••• 
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Die  Genauigkeit  dieser  NJÜieruiigswerthe  ist  um  so  grösser,  je 
grösser  ihre  OnlDimgszahl;  schou  bei  dem  ersten  ist  eäc  be- 
deutend, CS  int  nitmlich: 

I  ~  =  3,82609, 

während  der  CBteprcchcnde  Wertli  von  p 

=  3.92660 
ist 

Die  Öleichung  t*'  =  cotg  (p  +  ^  )  hat  die  einfache  Wurzel 

7*  =  0,  dif  aber  einer  unendlichen  Schwingimgadaufr  entspricht; 
ihre  folgcDiion  Wurzein  eind  etwas  grösser  als: 


L 


Die  i?rate  von  ihnen  ist  genauer 

2,36502, 
w&lirend 

^  =  2,35C20 

ist. 

Nennt  man  di«  Schwiugungeart,  bei  der  die  Ob«rääche 
der  FlUssif^eit  eine  Ebene  bleibt,  die  erste  and  setzt  ihre 
Schwingimgszahl  =:  1 ,  so  sind  Uiei-nach  die  Schn-ingtmgszahlen 
der  Scbvingungsorten  ungerader  Ordnungszahl: 

I  .  1.982-1  ,  2,6566  ,  3,1953, 

und  die  der  Sctminguiigsarten  gerader  Ordnougezahl: 

1.5243  ,  2,3448  ,  2,9S93. 

Neben  der  Scbwinguiigszalil  sind  für  jede  der  möglichen 
Schwill  guugsarteii  von  Interesse  gewisse  ausgozeiclinctc  Punkte 
der  überiläche,  die  Knoten  »Smlich.  d.  b.  die  Punkte,  in 
denen  die  vertikale  Bewegung  ^ull  isi,  und  die  Bäuche,  in 
denen  die  Tertikaie  Bewegung  ein  Maximum  ist,  diw  Tangente 
an  die  OberHHi^hc  al-io  horizoDtal  bleibt.  Um  ibese  zu  finden, 
mos»  der  Ausdruck  von  <f  aufgi;»tellt  wenlen. 

Für  die  Schwiogungsarten  luigeradcr  Ordnongszahl  sind 
die  Gleichungen  (11): 
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nach  (10)  ist  also,  veua  man  über  die  willkürliche  Coc 
Ag  auf  gewisse  Weise  Terftlgt: 

2iF{u)  =  «pCr-'-O-'-'HH-*) 
od«  küi'zer: 

iJS-t«)  =  C09P  (~  +  l-  ')  -  CM/)  (|.  -  l  -  i)  . 

und  u&ch  (5): 

i'O(t0=  -coaj»[^-  1-tJ  +coap(^-  1+i]. 

Um  itp  zu  erhalten,  liat  man  diese  beiden  Gleichuu^n  za 
dircQ  und  «  =  ä  +  t>  ,  v  =  /  —  ijr  zu  setzen.  Han  brauchl  f 
nur  f^  die  Oberfläche  kennen  zu  lernen,  man  kann  also  :  •■  0 
tiebien;  überdies  möge: 

7  =  '-« 

gemacht  werden;  08  ergiebc  sich  dann: 

i>  =  Cü3;>(|  —  0  -  C08/»(l  +  lg) 
-  cos;»  (|  +  0  +  cosp  (1  -  ifl, 
oder: 

^  =  (f'  — «^mnp£  +  »in;»  (***  — ?-'<!. 
Nach  der  transcendenten  Gleichung,  der  p  genügt,  ist: 
</  —  a—p  _     riD/»__ 

wo  das  Voi-zeichcn  der  Quadratwunel  mit  dem  VoncicheoTW 
8111/^  Bbcieiaiitimmeii  miwa;  abgesehen  too  einem  constanJ«« 
Factor  hat  man  daher  auch: 

(f  =  Binp^  +  ycosip ^ — . 

In  den  Knoten  ist  qr  =  0,  m  den  B&uchen  ^  »  0,  d.  h 
0=  coBp£+  Kcos2p 3 . 
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Für  (lie  Schninguugsarten  gerader  Orduungszahl  ist: 

und  daher,  wenn  man  wiedenua  über  A^  auf  gewisse  Weise 
Terfugt: 

+  e-p(l-'-')  +  e'p(^~'~') 
oder 

F(u)  =  cosp  (!^  +  1  -  i)  +  cosp  (^  -  1  -  ij 

G{ü)  =  cosp  hi-l-ij  +  cosp  (7-1+  '") 

und  für  die  Oberfläche; 

tf>  =  cos;?  (t  -  i)  +  cos/»  ( l  +  (|) 
+  C03/)  (I  +  i')  4-  cos/)  (l  —  1 1) 
oder 

y  =  (eP  +  c-P)  C03/3  g  +  cos/?  (c»*S  +  tf-'S) . 
Es  ist  aber 

eP  +  e— P  cOBj) 

WO  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  mit  dem  TOn  cosp  über- 
einstimmen muss.  Abgesehen  von  einem  constanten  Factor  hat 
man  daher  auch 

=-  «pS  +  e— p5 


(f,  =  C0S/3|  +  Vco8  2/)  — 

Auch  hier  ist  in  den  Knoten  ^  =  0,  in  den  Bäuchen  gi  =  0, 
d.  b. 

0  =  8m/?|  —  V  cos  2p 2 . 


442  Versuche  Über  etehend«  Schwingungen  des  Vf: 

Die  folgende  Tafel  enthält  fUr  die  einzelnen  Schvingnng»- 
arten  die  Ordnungszahl,  die  SchwingungszaM  und  die  Werthe 
von  |,  die  den  Knoten  und  Bäßchen  entsprechen. 


Ordnungszahl     Schwiugungscahl  Knoten  Biocbe 


U 


1.5243  i  0,55170  0 

1,9824  ü  ±0,38325 

±  0,73580 


2,3448                ±0,28838  '              0 

+  0,81111  =0,56000 

2,6586                        0  ±  0.22263 

±  0,44644  ±  0,65776 
--  0,85310 


Versuche  Über  stehende  Sehwingangen  des  Wassers.') 

In  den  Moiiüt'ibericliteii  iler  Borl,  Akad.  vom  Mai  1879" 
hat  eiiuT  von  uns  die  Theorie  der  stehenden  SchräigaBgen 
cntwifkelt,  die  eine  schwere  Flüssigkeit  in  einem  prismatistben 
Gefiisse  ausiiiliren  kann,  dessen  verticalor  Querschnitt  ans  z*ti 
fteradeii  Linien  besteht,  die  miteinander  einen  rechten  Winifl 
bilden  iiud  gleieli  genf  igt  gegen  tbe  Verticale  sind.  Wir  hab^" 
einige  der  dort   abgeleiteten  Resultate,    namentlich  einige  «i"^ 

''  (i.  Kirchhiift'  nml  (.4.  Hansemaiin.  Wieil.  Ann.  Bd.  10.  li*S*'- 
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ilort  berecljneteDSchwiog[ing-.iIauerii  durch  Me&suiigeii  zu  prüfen 
gesucht.  Die  Scbwüiguiigeu  iler  Flüssigkeit  wurden  Jiulurth 
hervoi-geriifi.-n  iiiut  iintcrbaUen,  daas  »las  prismatische  (ießUs 
mitt-r  dem  Einriuss  electromagnetischer  Krilft^i  Sthwingmigfn 
um  seine  Kaoto  als  Axe  ausfilhrtc.  Die  Dauer  dieser  Schwin- 
gnngen  konnte  innerhalb  gewisser  Grenzen  geändert  und  ge« 
ines-«ii  weixlvn;  ausäL'rdcm  lie&s  sich  ilirc  Amplitude  und  die 
Amplitude  der  WiisserWärhe  in  ihrer  Mitte  messen.  Das  Ver- 
htltniss  dieser  beiden  Amplituden  zeigte  für  gewisse  Wcrthe 
der  Schwingiuigädaucr  stark  auäge.-iprochciio  ^^Ludma;  d:«so 
Weiihe  musstCD  nahe  flbci-einstimmeti  mit  de»  Schv^iöDgungs- 
dauem  der  Sthwingiingsarten  ungerader  Ordnungszahl,  welche 
an  dem  angeführten  Oi"!*  gefunden  sind.  Will  man  mit  grösserer 
Genauigkeit  die  Reäultal«  der  Theorie  mit  denen  der  Be- 
obacbtiuig  vergleichen,  so  stösst  mnn  auf  Schwierigkeiten,  da 
in  der  Theorie  weder  die  Bewegung  des  GefUsseti  noch  die 
Reibung  der  Klüssigkuit  bis  jtt/t  berücksichtigt  werden  kann; 
es  ist  nur  der  Weg  offen,  der  so  hJluJig  eingeschlagen  werden 
rauss:  fHr  den  Fall,  der  vorliegt.  Formeln  als  gilltig  anzu- 
nehmen, die  für  einen  Fall,  der  ähnlich  zu  ^ein  scheint,  uml 
ile&sen  Theorie  durchgefillirt  werden  kaim,  sich  ergeben.  Um 
solche  Formeln  /.u  linden,  haben  wir  die  Wassennasse  uns  er- 
setzt gedacht  duirb  ein  Pendel,  auf  welches  eine  dilmjifende 
£rfiil  wirkt,  das  truixdem  aber  in  periodi-^cber  Bewegung  in- 
folge  daton  bleibt,  dasH  seine  Äxc  von  einem  zweiten  Pendel 
getrogen  wird,  dessen  Schwingungen  durch  geeignete  Kräfte 
gleichmääsig  crbaltcii  werden.  Sehr  einfach»  Betraclitungcu 
fttlircn  dairn  ru  einer  Gleichung  zwischen  dem  Verhältuiss  der 
Amplituden  beider  Pendel  und  der  Schwijiguiigadauev ;  &ind<Üe 
in  dieser  Gleichung  Torkommendcn  CoDstanteu  aus  Beobach- 
tungen hetitimmt,  so  kann  man  aua  ihnen  die  ächwingung«- 
daner  finden,  die  das  erste  Pendel  lüibeii  würde,  wenn  eg  keiner 
dämpfenden  Kraft  unterworfen,  und  seine  Axe  fest  wäre. 

Man  denke  sich  ein  Pendel,  welches  um  eine  liorizontal(> 
Axe  anter  dem  Einllnsa  geeigneter  KrÄfte  Schwingimgen  aus- 
filhrt.  Dieses  Pendel  trage  die  seiner  eigenen  Axe  parallele 
Axe  finex  andern  PemleU,  auf  welcbeti  die  Schwere  und  eiiie 
dSmpfende  Kraft  «irkt.    Es  sei  m  die  Masse  des  leUterCQ.  | 


ui 


Vcmiche  über  atehemle  SchwiBfpmgen  ües  Ws 


die  TortJcal  nach  nnten  gek(>hrte,  rj  die  auf  den  Drelmni 
wnJcreehte,  horizont«Ie  Ordinate  einrs  Puiikten  seiner  Aio 
Zeit  f.  Jie  Bewegung  ilesaelbou  relativ  gegen  ein  Axt-n^y^K 
des-sen  Anfaiigspimkt  dieser  Punkt  ist,   und  ilesseii  Ajteni 
tuiigen  mit  den  ßiclituugcn  voa  |  und  «/  zu.'^ammeufaUeD. 
dann   die   gleiche,   vnv  weaii  dieses  Axeosysteru  ruhte,  neb« 
den  Torlianiieueu  Kräften  aber  auf  Jen  Schwerpunkt  des  Pe 

dels   noch   eine   Kraft  wii-kte,   deren  ComponeDteo  —  n 

und  —  "' 7-,J  sind.    Ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  Tondw 

Drelningsaxe    des  Pendels  /,    eeiii  TrlLgheitsmomeiit  A'. 
Winkel,  um  den  es  sich  zur  Zeit  (  aus  seiner  Gk-icligewicb 
läge    gedreht    hat,    und    nimmt  man  die  dämpfende  Kraft 


du 


proportional  mit  -^  au'},  so  iat  daher: 


sm  "  + 


'n  dm 

^  CM  H  -  )C  3j  , 


wo  ff  die  Intensität  der  Schwere  und  x  eine  Con«t«]te  be- 
zeichnet. Bedeutet  ferner  ).  den  Abstand  der  DreliuitS^aun 
beider  Pendel  voneinander  und  v  den  Winkel,  den  die  dnrih 
diese  gelegte  Ebene  zur  Zeit  /  bildet  mit  der  TcrticalcD,  diireb 
die  fe»le  Axe  gehenden  Ebene,  so  ist,  wenn  der  AnCuag^m^ 
der  g  und  r,  in  der  festen  Axe  angcnomuien  wird: 

I  =  ^  cos  r,  rj  =  ?.  sin  o. 

Setzt  man  sowohl  »  als  v  als  unendlich  klein  Toraiu,  «o  iii 
man  dalier: 

Diese  Gleichung  möge  geschrieben  werden: 


']  1'K^«ndci'  wltri-  rv,  die  dln^ifendc  Krsft  ala  propartkmd  mtt  in 
r«lativeu  <<i.<»cliwiiiili([kujt  dvr  Imden  Penditl  nnznuahnm;  beide  A» 
naluDvu  uiilbMa  zu  nfthc'  glviclicn  Rcsultatcu  fUbrcn,  wttui  dieAnpSull 
dos  IViidels  mit  fester  Axe  kluin  ist  geigsn  ilie  Ain|i)ituil(!  (I<8  m 
WM  hier  vornuHgcactzt  «'urtlvu  kiuui;  dio  im  TcJitc  grnannt«  Ai 
ict  gcirBhlt,  ireil  Älr  ■ledie  nQtlii^-eii  iitun4>n>olien  Rcchmiiigtoleicirtvci 


VeniKh«  ühtr  Meliciidc  äcliwiugungCD  dt«  Waoecr». 
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«' 


37» 


+  2,9jJ  +  «  =  JV 


<(r* 


wo  dann  w,  /?,  JV  gewisse  Coustmiten  bedeuten,  von  tteucu  di« 
ei-at«  die  Schwiugung^diuicr  bestimmt,  die  das  Pcndol  mit  der 
bowegUcIieii  Axe  liaboii  würde,  wenn  C5  keiner  Dämpfung  unter* 
worfon  imd  eeine  Axe  r«st  %'äre;  diente  Scbwingung^daucr  i&t 
iiämlicli: 

=  un, 

Kun  werdi-  angenommen,  dass  die  Schwingungen  des  Pen- 
dels mit  der  festen  Axe  <itr  GK-icliunj;: 

g^m&ss  geschehen,  und  da<^  auch  u  periodiscb  geword'iQ  iat. 
Es  musK  dann! 

i(  =  A'  cßSttt+  A"änHi 

ecin,  und  es  mJli^sca  die  Conslanlen  B,  A',  A"  den  Gleicbnng»!) 
genügen: 

A'(a^n---i}-A"2/9iJ  =  BNrt\ 

A2ßii+  A'{a*n^-  1)=0. 
Quadiirt  und  addiii  tniui  diese  Gleichungen  und  setzt  dann: 
A^-\-  A"^=  -4», 

bezeichnet  also  durch  A  die  Amplitude  des  Pendels  mit  der 
beweglichen  Axe,  so  erhält  man: 

Da»  ist  die  Bezieliuiig  zn'ischen  dem  AnijilitudeiiverhUUuiss 
A'.B  und  der  Schviuguugsdauer  -.    Setzt  man: 

^-,»*und^-y 

80  ist  sie: 

A^^=  =  («*-r)»  +  4jS*j- 

und  stellt,  wenn  man  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  ÜcM>rdi- 
uateu  eines  Punktes  ansieht,  eine  Hj-perbel  dar.  Kennt  man 
drei  oder  mehr  au5«nunengi'hörige  Werthepaare  von  *  und  y. 
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so  kaim  m>ii  (Ue  dm  in  ihr  TodmnmRiden  Coostaolea  bf- 
leckBcn,  also  aacli  die  Scbwiiigaigadaiier  tcx  ennitt«lii. 

Kew  Fofndn  haben  irir  »oA  bei  tUBeren  Tenochea  flbcr 
die  Scbviagaagen  des  Wassos  benalzt,  tno  dio  Sdivin^iuig^ 
dsoon  za  beraefam,  die  üub  sakoBunen  worden,  wvon  iLu 
GcAas  stJUstkiide  dikI  Reibung  aidit  vorhandeii  vtre. 


Das  prisBatiMlie  Gefkn  ^  tat  IV  Fig.  1  war  am  tvt 
(Hasplattea  tod  ^"  INdce  rauwwengeldtu-L  toq  denai  nei 
Quadrate  nod  zwei  gl^chscbenklige,  rechtwinklige  DnkAf 
bildeten;  die  Seiten  jener  wmvn  etwa  2(lO*"  lang.  IGl 
8«inem  unteren  Tbcile  war  das  GlasgcfK»  in  ein  aus  Ue«stDf> 
platten  zusammengesetzte)  Hohlpri^ma  ^f^Htei,  das  twei  SuU- 
ficlmeiden  trug,  dereo  nach  nDtea  ^kehrte  Schärfen  tu  dw 
Teri&ogemngen  der  Ijnie  äclen,  die  die  ontere  Kante  des  dw 
CHaagefftas  erfüllend»!  Waaaen  aasmachte.  Diese  Sdmeiini 
rnhten  aof  stAlilernou  Lagern,  die  aaf  einem  sehr  festen  Tixhf 
—  dem  Gestelle  einer  kleinen  eisernen  Drehhank  —  befeabgt 
waren,  aml  bildeten  die  Drehun^saxc  fOr  ein  Pedtupendd.  nts 
dem  da«  mit  Wasäcr  gef&llto  Gef^^s  ein  Thetl  war.  Ba  tn$ 
dieses  einen  nach  unten  gi;benddn  3Xt!saiii£jtab  B  mit  mn 
Bleigewicht,  dessen  GrOsse  ausrc^oht«,  um  das  Cmst&rzen  dei 
mit  Waaser  gefällten  Gcfässes  zu  rerhiodem.  Dorch  mt 
I>urelib«tintDg  des  He&üngHiabes  war  ein  d&nnerer  EisendikJ 
CD  gefniirt,  der  bei  C  aufwSrts  gebogen  und  mit  einer  Fi-d^PJ 
verbimden  war,  deren  zweites  Bnde  bei  £  an  dem  Tische  «o 
befestigt  war.  dass  ihre  Ebene  durch  die  genannte  Drehiuf«- 
axe  ging.  Eine  zweite  Feder  F  Terband  den  Mewingttab  B 
mit  einem  Holzstabe,  der  bei  G  ein  Laufgewicht  trag;  dnd 
Verschiebung  di<^^es  oder  durcli  Hinzofftgong  kleiner  Gewidils- 
st&cke  zu  deoiselben  konnte  die  Schwingungsdaner  des  g; 
Systeme«  ge&udert  werden.  Oberhalb  de»  Liuifgewicht«» 
auf  jeder  Seite  dee  Holzstabes  eine  kleine  Kissenplatte  bef* 
die  »nem  davor  aufgeätetlten  Elcktromaguetcn  ab 
diente.  Bei  den  Schwingungen  wurde  der  Strom  einer  K 
abwechselnd  durch  den  Draht  des  einen  und  den  des 
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Elcktromiign«tCD  ^leit^t,  iudet»  von  den  Eiideii  eiues  mit  dem 
Holzstflbe  verbuüdeneii  Draht<?s  HU  bald  daä  finc,  bald  das 
andere  in  ein  danmWr  Ijetindiichcs  Queclisilbeniäpfclien  tauchte. 
Die  BiUhuig  von  Fuiiktn  in  diesen  vmi'  durch  eine,  aU  Jicbcn- 
scldiessung  eingeschaltete  Zti-setzungszelle  vorhindert,  Wweu 
die  Schwingungen  stationär  geworden,  so  wurdt;  dureli  Her- 
etellnng  eines  C-ontacU-.f  eine  zweite  Kette  in  Thatifikcit  ge- 
Bctzt,  deren  Strom  vormögo  eines  dritten,  an  dyiii  Holzstabe 
befestigten  Armefitind  eineti  entsprechenden  Qit(H'1cgilbemr<.ptchenH 
ahwechehid  unterbrochen  uud  geschlossen  wurde.  Dieser  Strom 
ging  duicb  einen  Siemens  sehen  Ohitinograplien  J  und  eraeugte 
auf  dem  Papierstreifeii  dieses  Marken,  aus  denen  die  Schwin- 
gnngsdauer  spüter  ermit1e!t  wei-den  konnte.  Um  die  AinpHtude 
des  Gefiissea  meäsui  zu  künnen,  hatten  nir  an  dfin  sclion  er- 
YräLiitcn  Eisenstabe  bei  D  ein  vertic&les  Glasplättchen  befestigt, 
das  ein  mit  einem  borizontalen.  feinen  Spalt  rersehenes  Staniol- 
blatt  trug.  Auf  der  t^neii  Seite  dieses  war  eine  Lampe,  auf 
der  aadem  ein  mit  einem  Ocolai'miki-ometer  versehenes  Mi- 
kroskop aoigesteUt.  da^  auf  der  Zeichnung  sichtbar,  dessen 
TriLger  aber  nicht  dai'geatellt  ist.  Zur  Beobaclitung  der  B«- 
wegUDg  der  M^aascroberfl&che  diente  c-iu,  mit  einem  hori* 
zcotalcD.  durch  eine  Gkstlamme  crloucbtetca  Spalt  versehener 
CoUimatvr  A'  und  ein  iTemi'ohr  J^  welches  dem  Bi'Obachter 
das  Ru  der  Wa-ssei-fiäcbL'  erzeugte  Spiegelbild  des  Spaltes 
zeigte.  Die  Axou  von  Fernrohr  und  Colliuialor  «chnitton  sieh 
in  einem  Punkte  der  Wi^sepHäche;  um  die  Linie,  die  diu-eh 
diesen  INinkt  in  der  Richtung  der  Brchungeaxe  des  Oeßlsses 
ging,  waren  beide  drehbar,  und  dei-  Winkel,  um  den  das  Fern- 
rohr gfdreht  minlc,  liess  sich  an  einer  Kreislheiluug  ablesen. 
Anüsenleni  konnten  J*'erm'ohr  uud  CoUimator  zusamnii-n,  hori- 
zontal uud  senkrecht  auf  der  Drchuugsaxe  des  Qcfä^äes,  längs 
einer  Scata  rerschoben  werden.  Der  Regel  nach  befmid  sich 
Tor  dem  Objectiv  des  Fernrohrs  oder  iles  Collimators  ein 
Schirm  mit  einem  sclimalen,  horizonlaleu  Schlitz  in  seiner 
Mitte,  der  von  den  Strahlen,  die  der  Licht-sptüt  ausflCndet«, 
nur  di^enigeo  hindurcbliess,  die  an  einem  schmalen  Theüc 
dar  Wa&sorfläcbe  rc-Üektirt  wurden.  Das  Gesichtsfeld  d«8 
Femrohrs  war  dtirch  zwei  in  der  Ebene  des  Fadenkreuzes  be- 


4-18  Vvr»u(-hc>  über  »t<4ieiiile  äcbwingnngeii  de«  Wmmt«. 

tindliche  Scbüme  oben  und  unten  gradlinig  begreozL  SoD 
di«  Amplitude  des  Tbeilea  dor  Wasscröächc,  der  io  der  A« 
des  Femr«3irs  Ug;  gemessen  werden,  so  wurde  dieses  zanScbtf 
bei  ruhendem  Wasser  so  eingestellt,  dass  ron  dem  Spi^elbÜd« 
d«9  ItiucLtenden  Spalt««  an  der  einen  Grenze  des  Gesicbs- 
feldes  eben  eine  Spur  noch  wahmelimliar  war,  und  dann,  oact- 
liem  die  Schmngiiugen  hervorgerufen  waren,  so  gedreht. 
BJi  derselben  Grenze  imch  jetzt  nur  noch  Spuren  Ton 
aufblitzten.  Der  Drehungswinkel  des  Femrolirs  war  danni 
WiuJici  gleich,  durch  dea  der  beobajchtete  Tbeil  der  Wa 
Buche  bei  einer  Schn^ngutig  sich  drrhLe,  also  gleich  dem . 
pelten  seiner  Amplitude. 

Vm   eine    Tollkommene   Benetzung    der  Gei 
sicheni,  war  dem  Wassser  etwas  Kalilauge  zagesettt 


Bei  den  lai)g»ainsten  Schwingungen  der  pi 
"Wassermasse  bleibt  der  Theorie  zufolge  die  01>erflScbe  nnf' 
Ebene  und  die  Schningongsdauer  ist  gleich  tier  Scliwinganf»- 
liiiuer  eines  einfachen  Pendeln,  dcsst-n  Länge  der  holbcD  Ui^ 
der  Oberflitcbe  gleich  ist.  War  die  Schwingttngsd*uer  dktn 
Werthe  nahe  gleich  gemacht,  so  blieb  auch  die  Wasseroli 
Hilehe  nahe  eben,  ausser  iu  der  Mähe  der  GefUssiv^de,  wo 
durch  CapillaritKt  gekrümmt  war;  es  zeigte  <4ich  das  ao 
Spiegelbildern,  die  sie  erzeugte,  welche  scharf  und 
wai'en.  I>io  Beobachtungen  mit  dem  Fei"nrohre  koonhgi  tw 
bei  freien  ObjectiTen  ausgeführt  werden. 

Die  folgende  /usiimmcnsiellung  giebt  die  Zahl  ■ 
einer  Minute  aiisgeftihrten  Schwingungen,  die  in  6n3ea  ab- 
gedrückten Amplituden  der  Wasserfläche,  A,  und  des  GeflMb 
B,  und  ilic  Verhältnis^;  beider,  y,  wie  nie  in  einem  BevbaC^ 
tungssatzc  bei  verschiedener  Grösse  des  an  dem  HolxsbNi 
befindlicheu  Gewichtes  gefunden  «-urdcn. 
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Tal)elle  L 


Nr. 

m 

A 

B 

bcobaAlM 

9 

Diffcrenfeii 

1 

1«0,1 

S,20* 

0,1211'' 

0.0587 

0.l»91 

-0,0004 

2 

160,9 

2,43 

0,1  S6 

O.0517 

0,0515 

+0,0003 

9 

iei,6 

2,76 

0,122 

0.048» 

0,044« 

-0,0008 

4 

l«2,8 

S.10 

0,1  £2 

0,039S 

0,099« 

-0.0004 

i 

l«2,9 

S.45 

0,116 

0.0341 

0,033» 

4-0,0002 

e 

ie3.3 

a.so 

0.110 

0.0262 

0,Ü302 

-0.0020 

7 

m,i 

S.73 

0.064 

0,0171 

0,0193 

-0,0022 

a 

i«s,e 

S^ 

0,071 

O,020l 

0.tl20fl 

+0,0001 

8 

l«9J0 

SJ8 

0,075 

0,0230 

0,0287 

— 0,000T 

10 

16«.7 

9,00 

O.0S3 

O.C1279 

0.02t48 

—0.0012 

ti 

168^ 

3,30 

0,077 

0,0234 

0,0223 

+0.0011 

IS 

168,4 

m 

0,Ü8B 

0,01ä7 

0,0 16S 

+ü,ooia 

13 

16S,0 

S.75 

0,064 

0.0170 

0,0159 

+0,0011 

14 

^e^A 

8,9S 

0,060 

0,0152 

0,0147 

+0,0005 

15 

161,4 

4,05 

0,056 

0,0138 

0,0125 

+0,0018 

16 

167^ 

4,15 

0,048 

0.0116 

0,0115 

+0,0001 

17 

167,1 

4,S0 

0,044 

OJJI06 

0.0111 

-0,0005 

IS 

1«I,1     1 

S,&3 

0.13« 

OA'ilS 

»,0499 

+0,0011 

id 

1«0,S 

«,Ä5 

OJIRI 

0,0588 

0.056» 

+0,00  u 

Aus  Heil  Werthcn  von  n  und  _y  sind  die  Oonstaiiteu  der 
»uigestellteu  Hjiierbt-lgleichung  so  berechnf;t,  dass  die  Summe 
der  Qnudrat«  dci'  FthlL-r  dor  Werthü  von  y  zu  eiueni  iüiii- 
niDiu  gemacht  ist.    So  ergab  sieh: 

tt  =  0.00«  006.  ß  =  0,000  041  23,  JV  =  0,000  050  86. 

Um  7.U  zeigen,  inwieweit  die  Beobachtungen  durch  die 
Hyperbelgleichung  bei  diesen  Wertben  der  CoQstautvu  darge- 
stellt werden,  sind  die  aua  ihr  berechneten  Wertbe  von  y  in 
der  „y  btrcclmet"  abiTSfbrii;beiicn  Cohtmni*  angegeben  und  die 
Übrig  bleibenden  Differenzen    iLLu^iigefUgt     Aus  dem  Werthe 

von  0  ergibt  sich  - ,  d.  h.  die  Scbwingungszahl  fltr  eine  Minute 

bei  der  laugsamslen  Scbmngungsai-t  der  Wassermaese  in  dem 
Falle,  dass  das  Geläes  ruht  und  keine  Bcibimg  Htattändvt: 

=  100,5. 
Eine  zweite  ähnliche  Versucbsreihe  llhrte  zu  genau  demselben 
ZohleDwertb;  eine  dritte  ei^ab  IftiJ,-». 

Die  l^ioge  der  W'assorfiftcbe,  wenn  ihre  Höh*?  einer  ge* 
wi^en  Marke  eutsjirach,  was  b«i  alleu  Vei-sucbeo  der  Fall  mar, 

Ktrohhaft,  aoMimaflU  Abtiudliiiijtiu.  ■") 
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Vcrtucbe  über  rtebeude 


lii-tiug  256,9'"'";  ein  Fcndül,  de&sen  Länge  die  fiäUte  Lierra 
ist,  fUbrt  in  einer  Minute 

166,n 
Scbwingimg«ii  aa^^,  eine  Zahl,  dio  mit  den  aus  den  Beoh 
tungon  hLTf^leiteteti  in  1)efriedigt>U(ler  Uebereinstininiuog  tsL^ 
Dio  lolgi'nde  Tabelle  giebt  in  tthnlichor  Weise  die  Be«ü- 
tate  der  Bcobaclitungen  au,  die  wir  angosteUt  balicn  inBemg 
Huf  die  dritte,  äu  Eingangs  pru-alinten  Ort«  bebaudeltep  Schwin» 
gungsart. 

Tabelle  IL 


K». 


bMbuUM 


Dtl 


S22,4 
927,fl 
S34,8 
842,4 

339,0 

sse,» 

334,6 
338.5 

329^ 
S27.S 
832,7 


S,i9 
8,78 
1,78 

8,18 
S,2CI 
2^ 
3,03 


0,1  w 

0.0869 

0,1  i& 

0,OeiT 

0,1  üb 

0,0&Sfl 

0,157 

0,0»OS 

0,147 

0,0743 

0,1  :t$ 

0,0631     1 

0,127 

0,0531 

0.1 2S 

0,0»;  1 

0,1ST 

0,0&M 

0^137 

0^76 

0,155 

0,0527 

o,oe»e 

0,0627 
0,(K>M 

o,oesi 

0,0781 
0.0648 
0,0581 
0,0553 
0,0578 
W,0658 
V,0&M 


+0,0(11 

+0,09» 
-0^1 
+0,0003 

+O.001I 
+0»« 
+0W»* 


Dabei  fand  sieb: 
«  =  0,ÜÜ3014^ 
also: 


ß  =B  0,00007071,         A"-  O,00000?7| 

i  =  331,8. 


Die  entwickelte  Tbeoriü  bftt   die  entsprcclicnde  SdnriD- 
gnngszahl: 

166,9.  1,0824^830.9 

ergebeij.  Aber  diese  Tbeorie  hat  nicht  RQcksiclit  Defam 
können  auf  die  Capillarität,  die,  wie  zuerst  W.  Thomsou  im! 
Bpilter  Kolicek  gozöigt  hat,  einen  merklichen  Eiuflos»  W 
die  Wellenbewegung  des  Wassera  auszuüben  im  Süuide  irt. 
Wenn  das  Wasser  in  Iioriiontalur  Hichttuig  uubegn»uS  iü. 
überall  dieselbe  Tiefe  hat  und  stehende  Schwingungen  amfebt 
deren  von  Knoten  zu  Knoten  gemessene  und   iu  Millinw 
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aasgedrUckte  VTelleiil&iige  durcfa  Jt  bt^zrichoet  wird«  so  bringt 
iiiu-li  Koliicfk')  die  CapiOarität  dae Verkl^iuenug  derSchwin- 
gUDgsdauer  herror,  die  tiMbt: 

i 

PKKCDt 

iMtrtgt.  Mit  eiuer  solchao  Bewegung  wird  uälieruo^wcisc 
die  betrachtete  Bewegung  der  priämati^chen  Wassermasd«  in 
genügender  Entfernung  von  den  ^eiUsswändon  Uberoinstinioieii; 
fOr  sie  ergiebt  sich  aus  den  Knoten; 

Ä  =0.736. 128,4  =94,52 

und  aus  den  Bäuchen: 

;i  =  0,76ß.l2a4  =  98,85. 

TJimmt  mau  füi-  i.  einen  MiM«iwürth  an.  so  findet  nmn  hier- 
nach die  theoretische  Schwinguiigszahl  für  eine  Minulo  bei  der 
dritten  Scliwingangsart  mit  Rücksicht  auf  die  Ca{)iiUritat 

=  332,2, 
während  unsere  Beobachtangcu  ac  331^  ergeben  babciL 

Atich  in  Bezug  uuf  die  Lage  der  fi&uche  babeii  wir 
Messuuffen  ausgeführt-  In  dem  idccUea  f^e,  aof  den  div 
entwickelte  Theorie  sich  bezieht,  nnd  die  ^uche  die  Stelleo* 
in  denen  die  Kicbtung  der  WaMerfllohe  angc&odeit  bl«il< 
Solche  Stellen  giebt  es  in  dem  Falle,  der  bei  den  Temcbn 
verwirklicht  ist,  nicht;  es  gelten  hier  als  Bändw  dia  StdlCB^ 
in  denen  die  Aenderung  der  Bichtang  d^r  WaiMvftdw  tia 
Minimum  i.tt.  Bei  jedem  der  Temdic,  di«  in  der  vongea 
Tabelle  aoTgeftkhrt  sind,  und  dicM  Btdko  «rfgiTht;  aal 
jeder  Seite  der  Mitte  der  WaMfftdtt  bud  aefa  «in  Baack; 
der  Abstand  der  beideii  Bfaube  roa  bJmiIbi-  »gte  mA  all 
abhängig  von  der  SdiwiDgnsBiU  ■  mti  Bmb  tkk  m  b*- 
g-iedigeoder  Weise  ab 


nämlich  wenn  1^  ab 
den  Aosdnck: 


WIHt  flIfQI 


50«,U-  L2202«, 


Die  folgend«  TahtSle  gii 


««•  •«^««k«*- 


1)  KoU^ek.  Wiel  Jk^%.^  mt 
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Vereuclie  über 


dM  Wa 


achtol«Q,    sowie   die  liiernach  beredmet«»  Wertbe 
süin4leH  an. 


Tabelle 

m. 

Nr. 

*         1 

Abstand  der  lirftucbe 

PiffftKuieti 

um 

mn 

1 

322,* 

112,0 

112,8 

-0.8 

I 

387,1» 

105,6 

lOß.0 

-0,* 

8 

3a4,8 

97,0 

97.« 

— o,e 

4 

S42,i 

89.6 

(sN< 

-^1,2 

b 

339.0 

93,2 

»3.ß 

-0.4 

6 

336,9 

»5,0 

»3,0 

0,0 

T 

334  .e 

»8,4 

»7.» 

+0,6 

6 

332^ 

10<\4 

100,4 

0.0 

9 

329,S 

t03,8 

1B9,» 

0.0 

10 

327,2 

108,2 

107,0 

+14 

11 

332,: 

99.4 

100,S 

-0^ 

Setzt  man  in  jeaeu  Ausdruck  fttr  n  den  oben  geftmdeaa 
Werth  331,8,  so  ergebt  sidi  der  AbstAnd  der  beid«a  Btodit 
von  einander 

=  101.3. 


liach  der  eutwickelteu  Tlieone  sollte  derselbe: 

=  0,7665.  I2a4  =  98,4  sein. 

Auf  alinUcbc  Weise,  wie  die  dritte,  babeu  vir  aoch 
fünfte  ScbM-ingungsart  behandelt.     Bi«  BeobaclituQgsnailtll^ 
aus  denen  die  Schwingungszali]  abgeleitet  ist,  sind: 


Ui 

Tabelle 

rv. 

M 

^ 

^M 

P^P 

i^ 

bMbMbM 

bwndiwl 

oi 

I 

4M,0 

1,77« 

0^1« 

0,1IS 

0,Uft 

+(VW 

« 

455,0 

1,8» 

(KU» 

0,110 

0,107 

+afiio 

» 

4M,& 

1,00 

0,lSIt 

0^10$ 

040s 

+^"1 

4 

449,1 

1,98 

0;18fi 

(^lOl 

0.102 

-CM»! 

ft 

4«A 

1,50 

0,170 

0^106 

0,10» 

+0,0« 

t 

444,7 

ya 

O^ESO 

0,100 

0,10t 

(MMR 

1 

44S,I 

1^2 

O^lfi 

o^ue 

0,11a 

•;«•> 

s 

447^ 

s,o& 

0,310 

O,l06 

0,104 

-am 

t 

4fi8.T 

i,aa 

0,lflfi 

0,101 

o,to& 

~^fM 

10 

440,3 

1,&S 

0,165 

0.121 

0,IM 

-«ÜSH 

Hieraus  bat  sieb  ergeben: 


Vemehe  ab»  «tehende  Scbwinguugcii  du«  W'buvre.  453 

u  =  0,002  224,        ^  =  0,000  070  8ti.        N  =  0,000  003  089, 

-  =  440.7. 

Nach  Aev  eutwickelten  Theorie  sollte   die  ScUwingungazabl  - 

=  166,9.2,6586  =  443,8 

Min;  dieses  Resultat  ist  zu  corrij^'en  wegen  iles  Einflusses  der 
CapillaritAt.     Ans  duu  iunereii  Knot«ii  findet  sich: 

1  =  0.446.128,4  =  57,27 
nad  aas  den  inneren  BüucUen: 

i=.  0,445. 128,4  =57,15; 
der  tin«  wie  dct  arnlcn-  dieser  Wei*!]!?  giebt  den  coiTigirten 
IheoretischtMi  Wcrth  ron  -  ■ 

FI 

=  448,9. 

Bäuche  gtebt  en  bei  dieser  SchwiiigungBart  zwei  innenD  und 
zwei  äussere.  Die  Abatilmlo  der  iimpren  von  einander  und 
der  iUiaseren  von  «nander,  wie  sie  gefunden  wurden  bei  den 
rerschiedenen  Schwingiingszahlen,  sind  in  Tab.  V  augegeben: 

Tabelle  V. 


Nr. 

AtitUoil  dtr  lnn*r*i>  IMuetia 

Atituad  d«i  tiuwnv  tUwIi* 

ft 

li«ubfecliMt 

t^•^eDbuII 

DWtfttaicu 

twubii'hlet 

bcrvihiict 

DIlTfrfaian 

■am 

nm 

mm 

lan 

1 

ilBfl 

fi6,2 

!J6,e 

-0,7 

ISI,S 

HtQ£ 

+0,4 

8 

«5,0 

S6,a 

53.4 

+0,8 

1«4,0 

164,4 

-0.4 

S 

451.5 

&M 

M,0 

+0,2 

168,4 

is».ä 

-0.4 

i 

449,1 

55,a 

&5,8 

-0,Ä 

171,6 

171.« 

0.0 

h 

44«,^ 

hh,9 

65,4 

+0,« 

174,» 

174,9 

0,0 

« 

444,7 

55.2 

55^2 

0,0 

179,6 

176,8 

-0.2 

7 

443,1 

&4,e 

64,8 

-0,3> 

mD,4 

1B0.0 

+  0.1 

8 

447.4 

M,$ 

65,8 

0,« 

178.6 

173.6 

Oß 

9 

4&S,7 

56,9 

58,4 

+0.* 

1«S,0 

ieß,o 

0,0 

to 

4«0,3 

67,2 

57,2 

OJO 

t&M 

14S.0 

+0,4 

IMe  bereclmeten  Wertlie  dieser  Abstände  sind,  berechnet  uacU 
den  Ausdrucken: 

0,47828  4-  0, 1 2306  «        und        711,54-  1,2023  n. 

Setzt  mau  hirr  für  n  449,7.  50  ergeben  sie: 
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UvVfcr  ciacQ  ^itU  der  incd»Di*«li«u  Wknnctheorie. 


55^    iiud    170,9, 

vftliremUlie  Abstand«  nac)i<ler  entwi(-k<>1tenTbeorie  sein  MiUtfC! 

57,2    und     109,0. 


Feber  einen  Satz  i!cr  niechniiisolirn  WSrmflheorie," 
and  einige  Anneuduugeu  desselbeu.'; 

Thomson  hat  in  sdoor  Abhandlung  Ott  the  quaaßün 
merhanical  <mtT^if   cojttainttt    in    a  ßuid  .  ,  ^)    eioen    SoU 
gi'ussei-  Fiiichtbarkeit  ausgesprochen,  der  aas  deu  beiden  &u«il 
welche  die  Gruuillago  der  meclianiächen  Wärmt-iheorie  bilden, 
Ibigt.     Ich    «ill   difsen  Satz   in  etwas  nndcrer  Form  hier  >b-     , 
leiten  iind  ihn    auf  einige  Erscheinongen  hier  aim-eiidra.  «UfH 
so  viel  mir  bekannt  ist.  noch  nicht  vum  Standpankt  der  m<^^ 
chanischcn   WanneÜieorie    betrachtet    sind,    nämlich    anf  di* 
Absorption  eineü  Gas^  und  die  Auflösung  eines  Subcs  in  Wmwt. 

Fahrt   tDAD   einen  Kfirpei*  au8  einem  Ztistande  in  etnoi 
anderen  Über,  indem  man  seine  Temperatur  mtd  den 
unter  dem   er  steht,  ändert,  so  giebt  er  dabei  «ite  positi< 
oder  negative  Wärmemenge  ab  und  loiatel  eine  puatiTe 
negative  äussere  Arbeit     Die  Summe  der  geleisteten  &: 
Arbeit  und  der,  mit  dem  mechanischen  Aetiuivalent  derW&mi*- 
eiuheit  midtiplicüten,  abg^ebenen  WArmemenge  soll  die  der 
gedachten  Ueherfoluiuig  entspreclieiide  WirkangsgrAsse 
iiiuint  werden. 

Wenn  die  lebendige  Kraft  der  sichtbaren  Bewegung 
Endzustande  eben  so  gross  i^t,  wie  beim  AufangiaEagtandB, 
ist  nach   dem   ersten  Hauptsätze  der  meclianischen  Wänie- 
theorie    die  Wirknngsgi-usse    unabhängig    von  dem  Wege,  auf 
dem  die  Ueberführung  geschieht,  und  allein  bedingt  dorrli  de« 
£ud-  und  Anfangszastand, 

Es  soll  nun  angenommen  \rerden.  da&s  die  Ueberfühnu^ii 
einer  solchen  Wiri-ne  geschieht,  dass  die  lebendige  Kraft  d« 
sichtbaren  Beweginig  immer  eine  unendhch  kleine  ist,  mid  da# 
ferner  der  Zu^itand  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  cisdn- 

')  Pogg.  Aiiü-  Bd.  IM.  1358. 
'>  PhiL  Mag.  4,  Vol.  9,  p.  423. 


Ueber  einen  SaU  dor  mechanischen  WämneÖieoric. 
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tig  beBtintint  ist  durcli  ili«  je<leämaljgen  Wertba  zvüer  xuiah* 

hftngigen  Variabpln,  die  man  durch  AcndoningeQ  der  Tomp«- 

ratvr  und    dos  Druckes    nach   Willkür   vprkloiuGni    oder  ver- 

gröKseni  kaim.     Die  eine  von  ilit^st^ii  beideii  Viirinbeln  soll  die 

Temperatur   selbst    sein,    gemessen    an  einem,  aus  einem  vull- 

kommenen  Gase  gebildeten.  Lultlhermoiiieter;  die«*  Teraperntiir 

m5ge  durcli  f  bezeii-lmet  werden.     Die  zweite  der  beiden  Va- 

riabelu  soll  späterer  Verlügiing  Torbehalten  bleiben;  sie  möge 

j  geuanut  werden. 

Da»  Volumen    des  Körpers    sei    v,  sein  Dnick  p  and  die 

'Wteoemeiige,  welche  ihm  von  Aussen  zugeflVlut  werden  mus», 
wenn  x  um  üj'  und  /  um  dt  wucliseii  sollen, 

Xdx+   Ttit\ 

wo  p,  p,  X  und  T  Functionen  von  .r  und  t  bedeuten.  Bezoicli- 
net  muti  die  gesammte  Wärmeiige  durch  d  Q  imd  daji  mecha- 
nischc  Aequivalent  der  "WäiinceintieJt  durch  k  so  ist  die  Wir- 
kungsgrösse,  die  dem  Processc  eotspricht,  durch  deu  x  um  ilr 
u[id  t  um  dt  vvrgrösscrt  wird, 

=:pdv^kdq. 

Lässt  nian  den  Körper  einen  Kreisprocess  dui'chlftufen  — 
mit  anderen  Worten:  ändert  mau  ^  und  f  so.  dass,  weuu  man 
diese  Variabelu  zu  Coordinaten  cIdcs  Punktes  macht,  eine  ge- 
•chloäsene  Cnrve  entsteht,  —  so  ist  die  diesem  Processe  ent- 
sprechende Wirknngsgrösse  =  0;  d.  h.  betrachtet  man  .r  und 
#  als  die  Coordinat-en  eines  Punktes,  so  verschwindet  das  In- 
tegral: 

jpdv-kdq, 

wenn  m  über  irgend  eine  geschlossene  Curre  ausgedehnt  wird. 
X>a  dasselbe  sich  schreiben  i&s&t: 

SO  folgt  hieruus,  duss: 


(I) 


_  flp  1    -v         Ort 


»ein  muss,  wo   fV  eine  Funktion  von  j-  und  t  bedeutet 
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Ueber  eloeo  Sattt  der  mecliuiladien  WftniKtli««d«. 


Kenntr  man  diese  Punctioti,  so  wILre  cg  leicht  die  W« 
kui]f!:s{;rS9se    fOr   die  Ueberftkhiiing    des  Körpers    aus 
Zustantlc  in  einen  zweiten  anzugeben;  denn  es  ist  diue  TTff«' 
kungägröase: 

wenn  ff\  anä   Wj  die  Wertl«;  vqu    W  fOr  den  Bad-  imS 

Anfangszustand  bezeichnen.  Ich  will  aas  diesem  Gnudf 
FuiiktloQ  H'  die  Wirkungsfanction  für  den  betracbtetea 
Körx)ev  nennen.  Es  ist  -  ^^da-ssolbe,  ms  TkomsoD  n.  a.  Ü. 
fAc  m^chanicul  exrrffy  qf  «  botijf  in  a  given  statt  nennt. 

Der  zweite  Hauptsatz    der  mechanischen   Wärmoth«?oE 
lehrt  nun  die  Wiikungid'imctibD  l>is  auf  eine  additire  Coi 
mrkUcb  keimen,  sobald  p  und  t>  als  Functionen  tob  x 
gegeben  siml,  und  aasaerdoni  T  für  einen  Wertii  von  j  i^ 
Functioii  von  t  gegeben  ist. 

Bt-zeicbaet    —  a  die  Temperatur  des  abeobiten  0  ] 
(die  nahe    —  273'*  C.  istj,  so  ist  nncb  dem  genannt«! 
fUr  jeden  Kreisprocess,  den  man  den  K&rper  dorchlanfen  Iflssl 

S«t2t  mau  in  diese  Gleichung  für  «JQ  seinen  Wertb,  it« 
aus  ihr: 


/i 


e 

und  siibstituirt  man  nun  fUi-  A.  und  T  ihre  Wortbo.  die  W 
den  Gtleicbuugeu  (1)  sich  ergeben,  so  ei'hält  mau: 


e« 


oder  auch: 


^^'l^  +  O' 


9 


H-fdt 


e- 


■^   einen  TnU]([lrlich   geviUilten  Wcrth  tou  t 


Bezeiehuft  r^ 

/f^  die  Function  von  t  iu  welche  /T  für  *  =  x,,  Übergeht, »_ 

iät  hiernach: 


■t  CUuaiuB,  Pogir.  AnD.  Bd.  9S,  8.  4»1,  TliomBon.  'PmiaeLff 
Ikt  rvyU  nekiy  ^  Bdinbmrgii,  rot.  i\,  yart  1,  f.  139. 


Ueber  eiuea  Satz  der  mecbauiechen  Würmetheorie. 
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(2) 


(r=;F„  +  («  +  o'/'U- 


°  a+c8v 

1  öx   et' 


et 


wo  bpi  der  Intention  t  als  Constante  zu  betrachten  ist. 

Bezeicimeu  ft-ruer  j»,,,  i-v  TJ>  die  Fuiictiuin-a  tou  (,  in 
welche  p,  V,  r  fttr  x=*ß  Übergelin,  so  folgt  aus  der  zweiten 
der  Oleichungea  (l)  falls  s^,  nicht  von  t  abhän^g  ist: 

und  durch  Integration  hieraus : 


(8) 

wo  die  untere  Grenze  dos  IntegralB  willkürlicb  ist.  Setzt  man 
diesen  Wertli  \üu  /f  „  in  die  Gleichung  (2),  so  t>rhILlt  man  ^ 
bis  auf  eine  nddltire  Constanle,  die  villkOrUch  bleibt,  ausge* 
drückt  durch  p,  v  luid  7J,. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3'j  spi'echen  den  Sutz  aus,  den 
ich  ableiten  woUte,  und  den  ich  nun  auf  einige  epecielle  Fälle 
anwenden  wül. 

Die  Wirkuu(f»fiiiivtiuu  für  äia  Masictieinheil  W8M«r  iu  ilmu 
voncliicdciHjii  ZiutAndcn. 

Es  soll  zunächst  die  Wirkungsfunctiou  für  die  Masson- 
einbeit  Wasser  Id  ihren  verschiedenen  Zuständen  eutvickelt 
werden,  so  weit  ihre  Kenutnit«  bei  den  im  Eingange  dieses 
Aufsatzes  bezeichneten  Untersuchungen  uüthig  ist. 

Eä  werde  zuerst  augenemmen,  dass  tk-r  Druck,  unter  dein 
die  W:i»si'nnass*^  steht,  giltsser  ist.  al-s  der  Uinick  Ans  Wasspi- 
dampfc^  im  Maximum  iler  Dichtigkeit  hei  der  stattihidendeo 
Temperatur.  Die  Temperatur  seil  nicht  unter  den  Biapiuikt 
»inkcn.  Die  ganze  Wa:?9erma>isc  ist  daim  tropfbar  Btt^iiig. 
Für  diesen  Fall  soll  .r  ^  p  gewählt  werden.  Dadurch  geht  die 
ungemeine  Gleichung  für  /r  über  in  diu  folgende: 


vo  p^  einen  willkürlich  gewählten  conütsnten  Druck  bezeichnen 
soll;  T^  ist  dann  die  specitische  Wärme  des  ~Wassers  bei  dem 
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Ueber  einou  Sau  d«r 


Wsrnietlwuri*. 


constaiilon  Drucke  p^  und  v^  das  Volumen  der  M 

Wasser  bei  denselben  Di'uc-ke;  T'nUiid  v„  sind  Functioaen  tod  (. 

Die  Tonippratur  t  möge  nach  den  Grradpn  der  hondert- 

theüigen  Thermomettrscale   g&zäblt   werden   und  Einheit  in 

Wärmemenge   möge  die  Wännemeuge   sein,   die  die  Masseit- 

heit   Wasser  von   0"C.    auf    1**C.    erwärmt.      In    dem  Ab 

tliTicke  von  W  sollen  Glieder  veniachÜLssigt  werden,  welch« 

uiißudlicb    klein    gegeu    das    mechaaische  AciiuiTiUcnl   die 

WRrmciiicnge   bctmclit.i>t  werden  dürfeo.      Wenn    der    Dnick 

ein    rnftHsiger    bk'ibt  —  was    Torausgesetzt   werden   soll  — .  so 

winl  man  dann   bei  der  Bildung  des  Ausdrucks  von   ^  ton 

der  ZusammcndrUckbai'kcit  des  Wassers   abseilen   und  v  lia 

unabhängig  von  p  betrachten  können.    Man  erhält  liierdnndi: 
t 

0 

Weiter  wird  man  auch  ohne  merklichen  Fehler  too  der 

liängigkeit   des  Volomcnfi   von  der  Temperatur   absehen,  sIh 

6et2en  dürfen: 

f 


/r=  -kJr^tlt-i-ConsL 


Hocht  mau  die  willkürliche  Constante,  die  in  dieser  G) 
vorkommt,  =0,  und  bezeichnet  die  spccifiache  Wltme  itt 
Wassers  durch  c,  so  erhält  man  also  fUr  die  Masseaeiobeii 
Wasser,  so  Uuigc  dieselbt:  tropl'bai'  Üüssig  ist: 


(4) 


"  =  -*/' 


cdl. 


Handelt  c«  sieb  um  einen  anderen,  tropfbar  lIüasigsB  oia 
festen  Körper,  so  vird  man  in  ähnUcher  Wdw  Mtn 
dUrfeu: 

(5)  rf  =  ~kpdt, 

wo  e  die  WäimecapacitÄt  des  Körpers  bedeutet;  dicMi 
Ausdruck  will  ich  fUr  das  Pi-oduct  aus  der  Masde  und  dir 
specifischen  Wörme  gebrauchen. 


Cober  einen  Sati  der  meobauiiclien  Wjimieilic-orie. 


459 


Wird  der  DrutJt,  unter  dem  die  Wassermasse  steht,  mehr 
und  piclir  verkleinert.  8o  tritt  eine  Dampf bildiuig  ein.  sobald 
derselbe  gleich  ileiu  Drueko  drs  DamplV»  im  Miixiimim  der 
Diclitipkrit  bei  der  »tatUindenden  Temperatur  geworden  ist 
Durch  unendlich  kleine  Aendei-ungeii  des  Di-uckes  kann  man 
dann  nach  Willkür  dii.'  Masse  des  Djinii»fcs  viTgrüsst-m  odi-r 
Tcrklcincm.  M^n  lasse  mm  in  der  Ijleicliung  (2)  jr  die  Masse 
des  gebildeten  Dampfe»  bedeuten:  es  ist  daim  p  unabliängig 
▼OD  »  and  die  genunntc  Gleichung  gicbt  daher: 


ff  =  U\~{u^ti^{j,-v^) 


dt 


Die  Grösse  x^,  ron  welcher  /r„  und  «„  abhängen,  und  welche 
beliebig  (cewählt  vrenlt-n  kann,  soll  gleicli  0  gesetzt  wenleu; 
doiin  wird  X^  gleich  dem  in  der  Gleichung  (4)  angegcbooeii 
Wcrthe  von  H\  and  r,,  Trird  gleich  dem  Volumen  der  Masseu- 
einhf'it  tropfbar  tittssigen  Wnsscrs.  Bezeichnet  man  dieses 
Volumen  durch  s,  das  Volumen  der  Masseneinheit  Dampf  im 
Maximum  der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  /  durch  a  und 
den  Druck  diese«  Dampfes  dureli  n^  so  ergiebt  &ich  also: 

(6)  U=  -kjcfit  -{a  +  (}»{(r-s)x-^  . 

0 

Diese  Gleichung  gilt  so  lange,  bis  alles  Wasser  verdampft, 
d.  h.  j  =  1  geworden  ist.  Findet  dieses  statt,  so  kaim  dt-r 
Dnidt  weiter  verkleinert  werden.  Fllr  den  Fall,  dnss  dieses 
geacliielit.  9oU  in  den  Gleiclmugen  (2)  und  (3)  x  =  v  gemacht 
werden;  dieselben  geben  (l»nn: 


IT) 


t  r 


dv- 


6t 


Hier  soll  »„  =  v  gesetzt  werden,  wo  v  ein  so  grosses  Volumtu 
ist.  da«  fUr  Wertbe  von  v  in  der  Nfthe  von  *  der  Dampf  hei 
den  vorkommenden  Werllien  von  t  sich  schon  wie  ein  voll- 
kommiies   Gas   verhält,    il.  h.   dem    Mariotte'ecien    GesetKe 

folgt,  den  Aui*dehauiigscQ&fficienten  -  und  eine  conataate  spe- 


460 


TMbet  elncii  S«tz  der  inechouiMilieD  \VftnDeüieori& 


einsehe  Wfirme   liat    Es  ist  dann  7^  die  spectfiscbe 

bei   constantcm  Yolumen   des  Dampfes  in   dem  bezeirbnewi) 

Zustande  der  VprdUnniuig.  Nennt  man  diese  gpccifisclie  WSra^ 
y,  und  n  <li«  Function  von  v  und  t,  welche  bei  dem  uicbt  im 
Maximum  der  Dichtigkeit  heSodlicheD  Dampfe  den  Dntckdar- 

steUt.  so  ist  also: 


(8) 


r 


6 


wo  K  eine  Oonatunte  bedeutet.    Den  Wertb  di«A«r 
lernt  man  keimen,  wenn  man  bedenkt*  dass  der  Aosdniok 
ty  in  der  Gleichung  (8).  wenn  man  in  ihm  c  =  a  ieizi.  gb 
werden    muäs    dem  Ausdrucke    von    H'  in    der  Gleichong 
wenn  man  liier  xss  l  macht.    E&  eipebt  sich  hieraus: 


(9} 


h'=/iiyt~  Ccdt) 


-{«  +  /)' 


(ff-i) 


«4-* 


J« 


+ 


/ 


liv^'  +  t 


WO  t  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann. 

Wenn  i'  einen  Werth  hat,  der  gross  geitug  ist,  das  Ar 
ihn  schon  der  Dampf  sich  wie  ein  voUkommeoes  Gas  nvWii 
so  ist: 

«  =  ___, 

wo  R  eine  Constantc  bedeutet;  das  nach  v  zu  nehmeode 

t^ral  in   der  Gleichung  (8)  verschwindet   dann  und  e» 

eiulax:li: 

(10)  ir^K  —  kyt  . 

Die  Grösse  K  läs»t  sich  hieraach,  wenn  mau  dch  aa 
Gleichung  {4)  «riuuert,  definiren  als  die  WirkungsgrJtaBr 
den  Ucbergaug  der  ilatseneinlieit  Wasser  von  0"  in  Oiiq' 
von  derselben  Tem[)eratur  und  einer  VeHfinniut^,  bei  der  ^tr 
Dampf  sich  schon  wie  ein  vullkommnea  Gas  vcrh&h. 


VA«r  einen  Satz  der  tni>u)ia,nJ»ction  Wümioüiwrio. 
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Die  Gleichung  (9),  welche  den  Werth  von  K  angiobt,  iSsst 
ach  noch  auf  eine  andere  Form  bringen,  welche  eine  interessant« 
Folgerung  erlimht, 

Begnanlt  hat  die  Warmemeuge  l  bestimmt,  die  der 
Manseneinlieit  Wasser  zugeftlhrt  werden  muss,  um  sie  \on  0* 
auf  di^  Temperatur  t  zu  bringen  und  br-i  dieser  Temperatur 
in  Dampf  vom  Älaximiun  der  Dichtigkeit  zu  verwandeln.  Die 
bei  diftsera  Proccsse  geleistete  äussere  Arbeit  ist 

=  (ij  (T  -  n), 
und  daher  die  demselben  entsprechende  Wii-kungegröeee 
=  ftj  (o  —  «)  —  fik. 

Dieselbe  Wirknngsgrösse  ist  aber  auch  der  Werth,  welchen 
der  Auädruck  %-od  W  in  der  Gleichunp  (6)  für  j*  =  1  armimmt, 
da  ja  die  Wirkiingifunction  fiii-  tropfltar  llaasiges  Wasser  von 
iy  =  0  gemacht  ist.  In  Folge  liii'n'oii  lasHt  sieh  die  Gleidiung 
(0)  schreiben: 

'  ? 

0 

Nim  hat  Clausiue')  nachgewiesen,  daas  die  Abweichungen  vom 
Mariotte'schen  Gesetz  beim  Waswerdampf  im  Mjurimum  dei' 
Dichtigkeit  bei  Tcmperatui'on  in  der  Nfthe  von  0"  nur  unbo- 
deuteiul  idml;  man  kann  daraus  scliliesseii,  dass  bei  diesen 
niedrigen  Temperatuien  der  Wassuidampf  bis  zu  seiner  Con- 
densatioQ  sich  nahe  wie  ein  vollkomnuies  Gas  verhlUt  und  daher 
das  in  dem  Ausdrucke  von  Ä'rorkommendo  Integral  sehr  klein 
ist.  VemacldüBsiigt  man  dassi-lbv  und  vernaclilü^igt  mau  auch 
noch  i  gegen  a,  so  erh&lt  man: 

Ä'=  Ä  iyi  ~X)  +  ffST,. 

DitTercnzirt    man  diese  Gleichung   nach  /  und  berac^ichtigt 

dabei,  do-ss.  wenn  der  Was.-4t'rdampf  kits  zu  seiner  Condeusatioa 

sich  wie  ein  voUkommues  Gas  verhält: 

an■^  =  fi{a  +  t) 

ist,  so  ergicbt  sich: 


^i  PoB8-  ^>^  B^  '9>  ^-  ^'^- 
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Uebec  «Inen  iJAtx  der  mcchttnitcbiMt  WSTHMtheorie. 


Der  Auedruck  auf  der  linken  Si-ile  die»ver  Gleichung  itt 
nach  einem  vou  Clausius  bewiesenen  Satze')  uichts 
als  die  specitiscli»  Wärme  bei  constantem  Druck  de»  binreichenJ 
ausgedelinteu  Wasserdampi^.    Diese  sp^ciliscbe  Wärme  ist  aiw 

der  Werth,  den  tJ  iUr  niedere  Temperaturen  aanimmt 

bringt   mit   sich,   dass   dieser  Difierentialquotieut   ftir 
Tempeiaturon  conatAnt  ist. 

JTan  kX  nacli  Rcgnault: 

Ä  =  606.5  +  0.305/, 
nUo  der  betniohtete  Düfereiitiiilquotieut  lüclit  alleio  ftlr  nied« 
Temperaturen,  sondern  ftir  alle  constant  und  =  U,3U5. 
Zftlileuwortb  wt-iclit  aber  erbeblicb  ab  von  dem  Wertli*. 
Rpgiiault  durch  directe  Vcrftucbe  filrdiespi-cifische  WÄnuet 
Wasserdamiifes  bei  coiistantem  Dmck  gefunden  hat  *'\  nimÜrli 
dem  Werthe  U,475.  Dieser  Mangel  an  UebereinKtiauDung  kaim 
entweder  d:irin  liogen,  das^  der  Wiuserdampf.  dessen  spedfiscbt 
Wiirme  Reguuult  bestimmt  hat,  der  Condeusation  eu  nik 
ge-wesen  ist,  als  duKs  er  dit-sclbu  spccitischo  WSmie  Iwinimm 
hatte,  wie  der  eelir  ausgedehnte  Dampf,  oder  darin,  dus  mA 
bei  uiedeieii  Temperaturen  der  Dampf  ia  der  Xälie  dor  0«- 
dcusatiou  sirli  mvrklicti  audcra  als  ülq  vollkommn«;«  Ga*  nr- 
hilf). 

Für  jedes  voUkommne  Gas  wird  die  Wirb 
sich  in  ähnlicher  Weise  ausdrucken  loescti,   frie  e«  durch 
(ileielimig  (10)  für  den  Iiinroicbeiid  venliinnten  Ws 
gescbübeu  iüt.     Es  winl  tllr  ein  anderes  Gas: 

(II)  ty=  -i/t  +  GomU 

sein,  wenn  /'  die  Wärmecapacität  desselben  bei 

Volumen  bedeutet. 


')  ^°ee-  ^n>tl.  ßd.  19,  S.  393. 
■>  Compt.  read.  T.  36,  p.  «'6  oder  Pogg.  AaaaL  Bd.  »»,  ft,  «a 
*>  I>iiM  der  CoOffictent  0,303  di«  qiecifische  Wlno«  de«  W«m 
(Lampfes  bei  cotiitantent  Drucke  i^in  inÜMt«,  vmna  der  I>Mapf  wk  *< 
rollkonuneiiea  Gtut  »icli  verhivltv.  i«l  ttcboQ  raa  Rankine  «mgMpvchK 
Vogg.  Ana.  Bd.  81,  &  l'G. 


Ueber  3ineii  Satt  der  uechaiiiscbeu  WiimetheOTli;. 
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AheorpHon  oines  I^Bsea  in  \Va«9er. 

Eh  soll  nuD  die  Ab&oi-ptioii  eines  voUkouiomcn  G^ases 
in  Waewr  unter  dcü  foigeiidco  VorauBsctzimgou  untersucht 
werden: 

1}  Dor  Druck,  den  ein  Gemenge  von  Dnmpf  und  Gas 
ausübt,  ist  immer  gleich  der  Summe  der  beiiloii  Drucke,  die 
bei  derselben  Tempenitur  luid  demselben  Volumtiii  ausgeübt 
werden  wilrdi-n,  wenn  mir  der  Dsimpf  oder  nur  das  Gas  vor- 
handen wäre. 

Ist  durch  VergrÖsserung  des  Druckes  ein  Tlieü  iles  Danipfir-i 
condensirt  und  von  dem  gebildeten  Walser  ein  Theil  des  Gases 
absorbii't',  so  ist: 

2)  Der  Drin-k  des  Dampfes  so  gi-uss,  yiit  wenn  das  Gas 
nicht  Torhanden  wilre,  und 

81  die  Ton  der  Masseneinlieit  Wasser  absorl)ii"te  Gasm&sso 
dem  Druck  des  über  der  Flüssigkeit  bofiiidlichcii  Gases  pro- 
portional. 

Diese  AnnaLmen  wird  man  nach  den  Versuchen  von 
Begnault')  Über  dns  Verhalten  der  Dämpfe  im  luftcrfQllten 
Baume  und  den  von  Bunseu-]  über  die  Absorption  vou  Gasen 
ohne  Bedenken  tils  richtig  gelten  las.scii  bei  Gasen,  welche  um" 
in  geringem  ilaasse  vüm  Wasaer  absorbii-l  werden.  Ob  die 
aus  den  gt^nannti^n  Annnhineti  zu  ziehenden  Re-«tiltiLte  über  auc-h 
noch  richtig  sind  bei  Gasen»  die  in  solcher  Menge,  wie  Am- 
moniak oder  ächwefligö  Säure  vom  "Wasser  aufgenommen  wer- 
den, möge  vorläufig  daliingeslellt  bleiben. 

Ich  denke  mii'  ein  Gemenge,  das  aus  der  DampüniiHite  1 
und  der  öasuias^te  g  besteht,  und  suche  fllr  dieses  die  Wir- 
kung>tfuuction. 

Wenn  der  Druck  eine  gewisse  Grösse  nicht  Überachreitet. 
so  ist  kein  Theil  des  Dojupfes  condenairt.  Füi  diesen  Fall 
mache  ich  in  den  Glcichangen  [2]  und  (3)  x  =  v;  es  entsteht 
d&nn  die  Gleichung  (7).  Die  Grösse  p  in  derselben  besteht 
aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  a  ist,  wenn  dieses  Zeichen 


>f  Compi.  rtnJ.  T.  3».  p.  »1&,  in  Pogg.  Atm.  Bd.  W,  B.  fiSS. 
*)  Bnuaen,  GaiMiDctritthe  Mvlliodtin,  BrniuMckwcig  185T. 
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UttlHr  Kinva  Salz  der  neehaauvbcn  WXrmelbeorte. 


in  der  b«i  Gleichong  (8)  deÖDiiten  Bedeutung  gebraitdit  wird^ 
der  andere  Tbeü,  der  Druck  des  Gases  nUmlicb,  ist 

c 

VQ  R'  eiuo  Ton  der  Natur  des  Gases  abhängige  Const&nt* 
deutet.    Es  ist  also: 


V 


ff +*  -^ 


Der  WerÜi  von  «„  in  der  Gleichung  (7)  soll  gleich  v  grwibb 
werden,  wo  v  so  grot.s  ist,  da^  für  Worthe  tod  p  in  der  Näk« 
von  V  das  Gemenge  rou  Dampf  und  Gas  bei  den  Torkomm^'i!- 
den  Temperaturen  sich  wie  ein  volllconiinnes  Gas  verhält, 
bedeutet  dann  die  WiüTiiocapacitflt  des  Gemeogea  b«i 
staut«m  Volumen  in  dem  bezeichueteu  Zustande  der  Verdi 
Nennt  man  y,  wie  frllher,  die  !ipecifi9<'be  WSriiie  des  Wi 
dampfe»  und  y'  die  des  Gases  bei  coustantem  Voliunea.  m  lA 
daher: 

Denkt  man  sich  nämtich  das  Gemenge  auf  die  Wdiae 
!^tcl]t,  dass  man  eiuzeb  Gaa  und  Dampf  unter  den 
bringt,  den  beide  zusammen  ausübon  sollen,  daaa  mui  dun 
beide  in  BerObrung  s).-tst  und  in  einander  difiundirea  I&sit,  » 
wird  bei  dieser  Diffusion,  wenn  »ie  hei  couatAnCer  Tempentnr 
vor  siuli  geht,  wed{?r  ilu^eere  Arbeit  geleistet,  noch  Wämie  ab- 
gegeben, und  deshalb  auvh  keine  Aenderung  der  WärmKapi- 
cität  eintreten. 

Man  erhHlt  hiemach,  wenn  man  die  in  der  Gledchnng  (^ 
Torkommcnde  wüUdirücbe  Couätante  gleich  0  macht; 


(12) 


r=  -A(y +  -//)( +  (0  +  0*/'''' 


6 


*-ht 


9t 


Dieser  Ausdruck  gilt  bei  der  Verkletuening  von  tr  m  Unjc, 
bis  der  Wasserdumpf  im  IVCaxiiuum  der  Dichtigkeit  sidi  bc- 
6ndet,  d.  h.  bis  i-  s  (7  uU  wenn  dieses  Zeichen  in  seiner  fiUbnn 
Bedeutung  beibehalten  wird.  Wird  das  Vulomen  weiter  itr- 
kleioert,  so  wird  mehr  und  mehr  Dampf  condensirt  und  dtbn 


Ueber  einen  Satz  der  mechanlsclieii  Wannvtheorie. 
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Toii  dem  gebildtitt'ii  Wasser  mehr  uud  luelir  Gas  a1>Norbirt,  bis 
«Qillich  aller  Dampf  Wasser  gt^worden  und  gleichzeitig  alles 
Gäs  von  diesem  aufgenommeiL  ist.  Um  für  die&e  Periode  die 
Wirktmg^fiiuctioD  zu  ündcu,  soll  in  dum  allgL-mciiicii  Au.sdrucke 
derselben  unter  z  die  Gasmasse  verstanden  werden,  welche  tod 
dem  gebildeten  Wasser  absorbirt  ist.  Es  handelt  sich  dann 
dämm,  p  und  v  als  Functionen  von  diesr-m  .r  und  t  dann.i- 
stelleiL  £»  ivit  liierzu  oüthig  einige  neue  Zeiclien  einzuführen; 
der  Bequemlichkeit  wegen  Btellc  ich  uiit  den  Defiiiitioaeu  dieser 
die  Definitionen  einiger  achou  gebrauchten  Zeichen  inisainmen. 
£6  &oU  bedeuten: 

n,  den  Druck  des  Wasserdampfes  beim  Maxiiiium  der 
Diclitigkeit  bei  der  TempL-ratur  i, 

p  den  Druck  des  niclit  absorbirten  Gases, 
V  da»  Volumen  dee  Gemenges  ron  Dampf  und  Gas, 
r"  das  Volumen  der  gebildeten  Flüstigkeit, 
<s  dos  Volumen  der  Masscncinheit  Dacnpf  im  Maximum 
der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  t, 

— -  i  — "  dae  Volumen  der  Maaseneinheit  dies  Gaaen  bei 

der  Temperntur  /  und  dem  Dmcke  p, 

y  die  Masse  des  zu  Wasser  condensirten  Dampfes, 

t  Abb  Volumen  der  Massoneinheit  Wasser,  welche  bei  der 
Temperatur  /  mit  Gas  für  den  Druck  p  gesättigt  ist,  bei  der 
Temperatur  (  und  dem  Drucke  ;», 

tf  endlich  den  Äbsoiptionscoüfficienten*)  des  Waasers  für 
das  Gas  bei  der  Temperatur  t. 

Man  hat  dann  die  GleirJiungen: 
P  =  n,+p 

V  =  v     +  ü 

P' 

v"=jfs 
r  ^  at/p'. 


W 

F     ebi 


*)  Der  Begriff  des  At)eai7itioueco^rIet)tfln  Ist  hier  la  Rtwas  anderer 
IVeiM  genommen  als  von  BuDBen;  Ui  einer  Weise,   (Ue  aus  der  Olei- 
ebong,  durch  wotclic  a  cinKefShrt  wird,  deutlich  bcrrvrgdiU 
K  Irchbotfi  tifMRUusIl*  Abbumllanicülii.  30 
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ITfber  einen  f^atz  dor  inecliuliKben  Wlnnctfacoric. 


Aus  ileniielbeii  ßiidet  man  Iciobt: 

mid  weilcr,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

setzt: 

Die  Gh-dssea  n^»  a,  ß  emi  FmictioneD  von  t,  die  Ortll 
ist  strenga  genommen  nicht  nur  eine  Function  top  *,  wii-~ 
dern  auch  von  «,  eio  hängt  von  p  and  ron  />  ab;  niheraog»- 
weifte  wird  man  aber  »  ah  Constante  betrachten  nnd  darvaua 
das  Volumen  der  Mtusüeneinheit  gaßfreien  Wnsscre  bei  irgend 
einer  Temperatur  verstehen  könueu,  da,  wie  sich  zeigen  «rW, 
der  Fehler  schon  ganz  unerheblich  Ist,  den  man  begebt,  «eim 
man  »  =  0  setat 

Wollte  mau  die  Werthe  von  p  und  v  atu  den  Qleicfaniigea 
(13)  unmittelbar  in  diu  Gleichung  (2)  sulntHoiren,  so  wfink 
umn  eine  sehr  beschwerliche  Bechnnng  zu  überwinden  hiks. 
Es  soll  deshalb  die  letzlgcnannta  Gleichung  noch  uiugafaMt 
werden. 

Es  seien  p  und  o  irgend  welche  gegebene  Fuuctioaen  iDc 
.t  und  t;  man  eliminire  j'  aus  den  beiden  Gleichungen,  wckiht 
p  und  i;  als  Functionen  von  .r  und  t  angeben,  und  drQckr/ 
durch  V  und  t  aus;  die  Function  Ton  v  and  f,  die  mui  aof 
die^e  Weise  ftlr  p  erhält,  beajichne  man  durch  {p). 

Die  Gleichung 

ist  dann  eine  identiBche  bei  Rücksicht  aui'die  Gleichung,  vn\c\a 
V  als  Function  von  t  und  /  ausdruckt     Es  folgt  daraus: 


9* 


ä: 
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+ 


Ö(        ~        Se       de  ^        dt 

und  d&raus  weiter: 


Da  man  nun  fei*ner,  wean  /  constant  iat,  hat: 
so  lasst  sich  die  GUichimg  (2)  schwib^n: 

vo  bei  der  Integration  wieder  (  als  Constanto  zu  betrachten 
i%t,  oder  endlich: 

Aus  den  Gleicburigen  (13)  findet  mau  mm: 

^^    =■    "'     1  aJr  °~' 

«+(       o  +  l^i'"   .(,_^  +  ,(jS(_.)  • 

snbetitairt  man  diesen  Werth  in  den  eben  abgeleiteten  AuBdruck 
von  ff^,  so  bat  die  Ausführung  des  in  demselben  vorfcommen- 
don  Integi'als  nicht  die  geringste  Schwicrigki^it. 

Es  soll  nnr  der  Weilh  entwickelt  werden,  den  //'  hat, 
wenn  r^ff  iet,  d.h.  in  dem  Äugoablick,  in  dem  aller  Dampf 
conden^ürt  und  alles  Gas  ab8or})iit  ist;  dieser  Werth  von  J^ 
möge  durch  !f\  bezeichnet  werden.  Die  Grosse  j-p  soll  =  0 
gewählt  werden;  dann  ist  nach  den  tileichoDgen  (18): 

Po      _^     '-»l       I    g-fi'. 
«+<      a+t~    a   * 

j=y  ist  ferner  o  =  *;  da  endlich  aus  dem  fUr  j^  ge- 
fundenen AiLidrucke  folgt: 

80* 
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JJfibtT  etneii  SaU  der  uiecbaotMbeu  WAnnecbeotie. 


/: 


An 


«  +  / 


dv 


-rhc-')-^«'^^'«? 


90  ergicbt  sich: 

Bei  der  für  s^  getroffenen  "Wahl  mnss  »her  /''„  gleich  wem 
dem  Wertlie,  den  IT  iu  der  öleichung  (12)  fllr  r  =  ö  annimmt, 
d.  h.  es  mu9s  sein: 

Addirt  man  diese  zwei  Glcielimigea  tud  die  Gleichang 
eüiauder,  so  erhält  man: 


+  9^{«  +  ^'Tt(^^is'^-itf 


Der  t(;tzte  Tenn  dieses  Ausdruck»  Übst  sich  noch  auf  ät 
wesentlich  ein&chero  Gestalt  bringen.  Zunächst  nftmliob  iit 
s  so  klein  gegen  <f,  dass  es  dagegen  Temachl&uigt  nrte 
kann.  Aber  ancii  ß  ist  sehi-  kloin  gegen  <r.  BezeiehMt  nu 
die  Ton  Bunden  mit  dem  Namen  des  AbsorptionscoSfficioiM 
belegte  Grösse  dmrcli  b,  hü  ist,  wenn  man  als  Einheit  ii» 
Volumens  das  Yolutnen  der  Masscocinheit  Wasser  «nnjft"^' 


ß^b 


h^'). 


Es  ist  daher  navh  Bunseo's  Angabe  fOr  Ammoniak  bä  do 
Tempemtur  von  0°C. /9  »  1049,6.  Für  dioaelbe  T«iDp«ntv 
findet  man  d  =  205550 ^  wenn  man  mit  Clausins  die  Uü^ 
tigkeit  de»i  gesättigten  WaKSi^rdampfäs  bei  0**  C.  ^  0,623  nl 
der  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luit  bei  derselben  Te» 
peratuT  und   demselbeD  £h-ucke  annimmt    Also  Mlbst  bna 


üeber  e>ut;a  SuU  ilcr  tnechnnisclieii  Wännetbeorie. 
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Ammoniak  ist  ß  ein  so  kleiuer  Bruchtlieü  von  a,  iLiss  man 
nur  einen  kleinen  Fehler  begelien  wird,  wenn  man  ß  als  un- 
endlich klein  gegen  a  betrachtet;  der  Fehler  wird  ganz  uu- 
merklich  sein  bei  den  tiasen,  die  in  yicl  geringerem  Grailc  als 
Ammoniak  von  dem  'Wasser  ahsorbirt  werden.  Nimmt  man 
aber  m  und  ß  in  dem  Ansdioicke  von  '/',  als  unendlich  klein 
gegen  a  an,  so  erhält  man: 


(U) 


Aus  dies«?  Grleicbuiig  kann  man  zunäclist  die  Aendenuig  der 
WÄrmecapaeität  bärwcbuien,  di«  durch  die  Absorptiou  bewirkt 
wird.  Aas  der  Bedeutung  von  lf\  geht  nämlich  hervor,  dass 
disae  GrGKse  identixcb  ist  mit  dem  Autidrucke  von  ff  in  der 
Gleichung  (5),  wenn  man  in  dieser  unter  c  die  "Wärmecapacität 
der  Masseneinbeit  Wasser,  die  die  tiasmasse  g  absurbirt  hat, 
Tcrsteht.    Durch  Differentiation  erhält  man  daher: 


(15) 


c+./  +  .f/,((«  +  ')"^^/) 


Weiter  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichmig  (14)  die  Wärme- 
menge finden,  die  die  Maaseneinheit  Waaaer  abgiebt,  wenn 
mau  sie  bei  constant  gehaltener  Temperatur  die  GasmaEso  g 
abeorbtren  lässt. 

Hau  denke  sifh  den  folgenden  Versuch  angestellt  Die 
Ghismassp  wird  mit  dem  Wasser  in  Berührung  gebracht;  der 
Druck  p  und  die  Tcmperatm-  t  werden  conetant  erhalten,  in- 
dem man  das  Volumea  sich  in  dem  Maasse  verkleinern  lässt, 
als  das  Gkr  von  dem  Wasser  aufgenommen  wird,  und  die  durch 
die  Absorption  ü*i  werdende  Wäa-nif  ableitet.  Es  sei  ^  die 
W&rmcmenge,  wulclic  abgeleitet  ist,  wenn  die  ganxe  Gaaioasse 
</  verschlackt  ist. 

Die  bei  dem  beschriebenen  Processe  geleistet«  äussere 
Arbeit  ist  gleich  dem  negativen  Producte  auH  dem  Drucke  p 
in  das  uraprUngUche  Volumen  des  Gasea,  d.  h. : 

=  -yÄ-{«-l-0; 
die  dem  Processe  enteprecheDde  WirkungsgrOsse  ist  also: 
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ITcber  eüieu  Unix  der  mecfaimiacbeo  Wsnnvtbeone. 


Ntin  kaoQ  die  Absorption  aber  aucli  auf  dem  folgcodco  Wi 
bewirkt  werden. 

1)  Die  Wassermaase  wird  bei  gleichbleibender  Tempe 
in  Dampf  venranddt,  dessen  Diclitigkoit  so  gering  ist, 
sich  wie  ein  Tolllconiiniies  Gas  verhSlt. 

2)  Das  Gas  wrd  bei  ebenfaÜB  gleichbleibender  Tempe-r 
unter  densolbeu  Diuck  versetzt,  unter  dem  der  Ws 
sich  befindet  * 

3)  Man  bringt  Dampf  und  Gas  mit  einander  in  Bei 
und  lässt  sie  in  eintuider  diBimdiren. 

4]  Man  drückt  das  Gemenge  Ton  Dampf  and  Gas  bd 
gleichbleibender  Temperatur  zusammen,  bis  uUor  Dampf  coo- 
dennrt  und  alles  Gas  absorbirt  ist. 

Die  WirkungBgrÖsae  für  den  ersten  TUeil  der  Opeiatioft 
ist  odkcli  den  Gleichungen  (4)  und  (10): 

fllr  den  zweiten  ist  sie  nach  Gleichung  (11)  gleich  0, 
dritten  ist  sie  ebenfalls  gleich  0»  für  den  vierten  endlich 
deu  Gleichungen  (12)  und  (14) 

Die  Wii-kuiLgägi'5äac  lur  die  ganze  Operation  isb  alto: 

=.-yir(a-(-0'^. 

Da  nun  die  Wii-kungsgrSsse  für  die  Ucberfilhrang  eioos  KD 
aus  t-iiiom  2)uätaude  iii  einen  anderen  von  dem  Wege,  auf 
die  UcberfUbning  geschieht,  unabhijigig  ist,  so  folgt  faiertBi: 

oder,  venn  mau  wieder  die  von  Bunsen  mit  dem  >*&mcD  4* 
A.b3orptioasco£fhcienten  belegte  Gz^se  &  einiUbrt; 


Uefeer  einen  S»tz  der  inecbankcfaßn  Wllnn«lli««ri«, 

(16)  «=_,f(a  +  «.^-^'). 

Es  liegen  die  nöthigon  experimeüteltoii  Data  vor,  um  die  Gültig- 
keit dieser  Gleidiiuig  fiir  die  Absorption  von  Ammoniak  und 
ron  schwefliger  Säure  zu  prllfcn.  Favre  und  Silberroann 
habeu  die  Wärmemengen  gemesaeu,  die  hü  der  Absorption 
der  Kasseueiiüieit  Aiauec  Ga-ie  iii  Wa».ser  frei  werden  und 
Bunsen  hat  div  AbKorpttonsco&fficii'nlen  derselben  bestimmt 
Nach  Favre  und  Silbermann  ist  fili-  die  Masseneinheit 
Anunoniak: 

Q  =  514,3, 

imd  für  die  Ma&seDeinheit  schwetligor  Säure: 

Q=  120,4; 

di«  TemperotorCD,  für  nfrelche  diese  Zahlen  gelten,  sind  nicht 
angegeben']. 

Nach  Bunsen  ist  fUr  Ammoniak: 

*  =.  1049,63  -  29,496/  +  0,67687  r»  -  0,0093621/', 

und  ftlr  scbveilige  Säure: 

b  =  79,789  -  2,607Tr  +  0,2935*« '). 

IJimmt  man  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit 
gleich  der  Arbeit  au.  die  es  erfordert  die  Ma&seneinheit  der 
Schwere  entgegen  auf  die  Hübe  von  423" ,5  zu  heben,  und  be- 
zeichnet man  die  Dirhtigkcit  iles  (jrascs  im  Vergleich  mit  der 
der  atmosphärischen  Luft  durch  ä,  so  ist  femer: 


f  =0.0691  i. 


1)  Zu  den  Glcicbuugvii  (l&i  aii<il  (\<i)  gelangt  m&n  nucli  diireb  eine 
der  dar4^1igcfÜliTt<>ii  g$iM  litmlicliu  und  viol  vinfu^hurr  U^^trucliliing,  wiiim 
iDitn  davo»  stMicht,  don  ebi  Gasquantutn,  welche«  mit  Wanaer  m  Bc- 
rthnrng  gebracht  wbd,  Wasaenlanipf  nufninunL 

2)  SecAtrtAc*  'nr  Ut  ^ptamtUif  d*  dmlrur  tUffog^M  Jatu  Ut  actnna 
tJumiqun  et  mi^inäaimi  Porü.  IHäS,  ]i.  UO. 

3>  lu  dem  otien  citütcu  Wcricv  r»n  Buuseu,  nua  dem  dieae  Formel 
gvnonuneii  Ut,  Ist  unter  de»  Talielleu.  die  diu  Ende  deMelbeii  bilden. 
atott  der  nitfa  dieser  Forin«!  txnvcliiielen  Tafc)  durch  ein  Ver»e)i«n  eine 
andere  abgednidit. 
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Uobor  einen  fiaU  der  mtKrhuiiiebcii  WttniiotIi«orift. 


FOr  Ammoniak  ist  d  =  0,68957, 

fllr  Bcbwefligc  Sflure  =  2,21122. 

Endlich  hat  nuLii  a  =  27S. 

Setzt  man  tUese  ZaUenwerthe  in  die  Gleichung  (16)  da, 
tiodet  man  fUr  di«  Mai»oii6iiih«it  Ammoniak 

bei    ©"C.  Q  =  243 
bei  20"  C.  Q  =  214 

und  für  die  Massencinbeit  schwefliger  Säure: 

bei    0"C.  Q  =  76,l, 

bei  20"  C.  Q  =  97,7. 
Aus  den  grossen  tjnterscliieclen  dieser  und  der  von  Pa*i 
Silbermann  gefundenen  Zahlen  mtiss  man  schliegBeo, 
beim  Ammouiak  und  der  schwefligen  Säure  die  VorauBsetnaga^ 
auf  welolieii  die  hier  entwickelte  Theorie  beruht,  und  w^cbt 
im  Eingänge  dieses  Abschnitts  msammengestellt  stnd,  mit 
ei-föllt  weiden. 

Leicht  lä&st  sich  aas  der  (rleichcing  (16)  die  WSnoeiiMaiga 
berechnen,  die  hei  der  Sättigung  des  Wassers  mit  Gas  frei 
wird;  soll  nämlich  die  trasmasäe  y  die  Massenciubeit  bei  dem 
Drucke  p  sättigen,  so  muss: 

oder 

"Sa 
»ein,  woraus  folgt: 

Nimmt  man  als  Einheit  dea  Druckes  den  Druck  einer  Atm^ 
Sphäre  an,  so  wii'd  diese  Gleichung: 

« 0,659;,  (li-i*)'^. 

Fflr  Eohlens&ure  ist  nach  Bnuien: 

*=  1,7967 -0,07761/ +  0,0016424/»; 
hieraus  folgt  die  Wärmemenge,  welche  frei  wird,  wenn  & 
Mussencinheit  Wasser  bei  der  Temperatur  dfiC,  mit  KoUn» 
HJuire  für   den  Druck   von   einer  Atmusph&re  ges&ttigt  «iri 
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gleich  0,517,  Siebt  man  von  der  sehr  unbedeutenden  Aende- 
nuig  dirr  Wämi«capacität  ab,  welche  in  Folge  der  Absurptiun 
eintritt,  so  kann  man  aucb  scblicssen,  daau  die  Temperatur- 
Etrh&huug,  welche  dos  Wasser  uiitor  den  angegebenen  Um- 
stämlen  erf&hrt,  gleich  0",517C.  i&t 

AuflÖeiiDg  oiitf's  Säkes  in  Wawer. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  Über  die  AbsorpÜoa  eines 
Gases  lassen  sich  über  die  Auflösung  ciiics  Salzes  in  Wasser 
anstellen  und  fUhrcn  z\i  Ausdrücken  für  die  "Wärme  capadtät 
der  LöHung  und  die  Wüj-mumeuge,  die  bei  der  Bildung  der 
liöenng  firi  wird. 

Ich  denke  mir  die  Salanasse  l  iii  Berührung  mit  der 
Masse  nt  von  Wa&serdampf  uuter  einem  Drucke,  der  kleiner 
ist  aJs  der  Druck  des  Dampfes  im  Maxiumm  der  Dichtigkeit 
Qber  einer  ge.sättigten  Lösung  des  SaUes;  ea  soll  die  Wirkimgs- 
ftinctioii  für  diesen  Körper  and  lilr  die  verscliiedeuen  Zust&ude, 
welche  durch  Vergrüawnmg  des  Druckes  herbeigdUhrt  werden 
können,  aufgesucht  werden. 

Eh  bcxüichnü  «,  ilun  Druck  dos  Wasberdampfes  im  Maxi- 
mum der  Dichtigkeit  über  einer  gesättigten  Lösung  des  Salzes 
bei  der  Temperatur  ?;  danu  wird,  at»  lange  der  Druck  p  kleiner 
Als  fi,  ist,  von  dem  Solzo  nichts  aufgelöst,  und  es  i^t  n&ch  den 
Gleichungen  (5)  und  (10): 

1 

Q 

WO  y,  wie  früher,  die  specifische  Wlürme  des  Was&erdampfs  bei 
constantem  Volumen,  c  die  specifische  Wärme  des  festen 
Balzen  bedeutet;  und  wo  über  die  willkürliche  (JonBtaiite,  welche 
der  Ausdruck  von  If^  im  AUgctueinen  enthält,  vcrfllgt  ist^ 
Es  liegt  dem  angegebenen  Anedi-ucke  die  Voraussetzung  zu 
ümnde,  dass  der  Wasaerdampf  über  dem  tJalze  stets  eine  so 
geringe  Dichtigkeit  besitzt,  do&s  er  sicli  wie  ein  ToUkommmes 
Qas  verhält;  eine  Venius8et»uiig,  die  um  so  genauer  erfüllt 
sein  wird,  je  gi-össer  die  Kraft  ist,  mit  der  das  Salz  den  Wasser- 
dampt'  an  sich  zieht. 

Ist  p  =  fti  geworden,  90  fängt  der  Dampf  an  sich  zu  con- 
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Uubfir  einen  Satz  der  mecbuüacben  Wtrmetheoiie. 


d«ii9irciL;  es  bildet  steh  Wasser  und  dieses  lOet  einen  TbeS 
d«9  Salzes  auf.  Durch  unendlich  kleine  Aondi^rungea  im 
Dmckes  kunii  mau  die  Masse  deü  Qbrig  gebliebenen  Dunpie« 
Tcrkk'inera  oder  vergrössfm.  Versteht  man  in  den  Gleichnngeo 
(2)  uiid  (3)  unter  j-  die  Masse  dos  condeusirten  Dampfes  und 
setzt  j-„  =  0,  80  erhält  inau  durch  BeLrachtimgen ,  die  dentv 
genau  entsprechen,  durch  welche  die  Gleichung  (6)  abgeleitet ; 


»'=—k 


Ihfit  deuLsetboii  Rrchtet  mit  di-iii  angenommen  ist,  daaT 
Daiitpr  bis  zum  Knde  der  vorigen  Periode  sich  wie  ein 
komcuies  (iaa  verhält,  kann  derselbe  aach  vihrend  der,  jetagKi 
altj  voUkommncs  üas  betrachtet  Tcrden;  hieraus  fol£t,  vcai 
man  das  Zeichen  Ji  in  seiner  früheren  Bedeutung  gebtandit. 
imd  venu  man  absieht  von  der  sehr  kleinen  Volomenttndennft 
welche  das  Salz  bei  seiner  Autlösuug  erleidet: 


Hiernach  wird: 


(18) 


Dic)ie  (jbichung  gilt  so  lange,  bis  allcä  Salz  aurgeL5st  ist,  Uli 
die  Wasäermasse  wi  grösser  ist,  als  diejenige,  die  erfiwkit 
wird,  die  Solzniosae  I  au&ulusen;  iet  sie  klciuiTr,  so  gtt  ^ 
Gleichung,  bis  aller  Dampf  condensirt,  d.  h.  x  =  m  geword«  vt. 
Es  soll  zuerst  der  zweite  von  den  beiden  tuiterKliiedenn 
Fallen  weiter  betrachtet  werden.  Bezeichnet  man  durch  'i 
die  Wirkungsfunction  for  deu  Zustand,  bei  dein  aller  Xha^ 
\-erachwunden  ist,  so  ist  für  diesen  Fall: 


(19) 


r, — k\mrt+  Je- dt]  +  mR  (ti-i-  fi'—rt — 


Bedeutet  Cdie  WfirmecjLpncit&t  des  auf  die  beachxiebene  Wi 
gebildeten,  zum  Tbeil  au»  festem  Saht,  zom  Tbeil  wu 


Ueber  eCneu  üaiz  der  uiediutiBchen  WinnetliL'orie. 
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Lösung  bestebendcD  Körpers,  so  Ut  fl1>er  auch  Dach  der  Glei- 

tchuitg  (5): 
p 

daraus  folgt: 

(20)  C=c'^mr~m^§^\(a  +  t)''^). 

Die  hierdurch  bestimmte  üröBse  C,  die  ich  die  "Warmccapacität 
des  bezcichnctca  Körpers  gcnaont  habe,  ist  die  Wärmeuenge, 
die  demselben  zugeführt  werden  inuss,  um  üin  um  1**  zu  er- 
ir&rmen;  bei  dieser  Erwärmimg  ^n-ird  entweder  ein  Theil  dos 
festen  Salzes  aufgelöst  oder  ein  Theil  des  golöston  atisge- 
gchiedeu,  und  in  Folge  desseu  iu  dem  Köqier  selbst  Wärme 
erregt  oder  verbraucht  werden;  ilie  so  em^gte  oder  verliniut-hto 
Wännemongc  wird  eineo  wesentlichen  Theil  von  C  ausmacbeu. 

Die  Gleichung  (19)  erlaubt  ferner  die  Wärmemenge  z\i 
berechnen,  die  frei  wird,  weun  die  Wassermassc  m  äo  viel  von 
dem  Salze  auflöst,  als  sie  aufzulösen  vermag. 

Wan  denke  sicli,  dass  die  Wassermasse  m  auf  das  Salz 
geschottet  und  die  Temperatur  l  con-ntaiit  erhalten  werde,  in« 
dem  man  die  bei  der  Auflösung  frei  werdende  Wanne  ab- 
leitet. Es  sei  Q  die  Wärmemenge,  die  abgeleitet  ist,  wenn 
das  Wasser  sicli  mit  Salz  gesättigt  hat  Die  Wirkuugsgröuse 
für  diesen  Proccss  ist  dann,  da  man  von  der  eintretenden  ge- 
Tingeo  Volomenänderung  absehen  kaiui. 

Die  Auflösung  kann  loaii  nun  aber  auch  auf  dem  folgenden 
Wege  bewirken: 

1)  Man  verwandelt  das  Wasser  bei  gleichbleibeniler  Tem- 
peratur in  Dampl^  dessen  Druck  kU-iuer  ist»  als  fi,. 

S)  Man  drückt,  nachdem  man  den  Dampf  mit  dem  Salz 
in  Borühmng  gebracht  hat.  denselben  hfi  ebeufall^t  gleit'iliblei- 
bender  Temperatur  zusammen,  his  er  ganz  condennii-t  und 
in  die  Salzlösung  übergegangen  ist. 
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Ucbcr  dnou  Sitlz  der  mcchauiadica 


Die  Wirkongsgrösse  fUu*  den  ersten  Tbeil  der 
ist  mach  den  Gleicliungea  [4)  und  (10); 

=  jnUJciit'^-K'-kytj , 

0 

und  für  den  zweiten  nacii  den  Gleichungen  (17)  nnd  (l9f 


=  mR{a  +  l)' 


dt 


Ans  dem  Satze,  dass  die  'Wirkungsgrösse  lux  die  UcberfQ 
eines  Kärpers.  aus  einem  Zustande  in  einen  andern  Ton  de» 
Wege  der  Ucberführiing  unabliaDgig  ist,  folgt  lüso: 


(21)        Q 


=  »(/c 


dt 


X'  +  |'+|{a+')' 


—dr~r 


Eiue  viel  einfachere  Gestalt  erhaJt  der  Ausdruck  too  (t, 
wenn  man  die  Annahme  einführt,  dass  der  mit  reinem  Watw 
in  Beillhning  befindlicbe  Wasserdauipf  bis  zu  seiner  Condo- 
sation  sieb  wie  ein  rollkommuneK  Gas  verhält  —  eJni;  Annalime. 
die,  wie  schon  oben  bemerkt,  wenigstens  bei  Tempenttnnn  ia 
der  Nähe  tou  0"  sich  nicht  weit  von  der  Wahtbeit  tsaibam 
wird.  Bei  ilieser  Annalime  giebt  die  Gleichung  (9),  wenn  Joan 
in  derselben  »  gegen  a  vernachlJUaigt: 


(22)  A-. 

woran»  folgt: 

(28) 


rfi«: 


,kiyt-fcdt\-{a  +  t)>IC-^±^ 


ffi 


4  *   ^  '      dl 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (22)  lässt  sich  auch  die  Glcichid^ 
(20)  auf  eine  andere  Gestalt  bringen.  Uultipliiärt  man  ida- 
lich die  erstere  mit  ^,  difierenzirt  sie  nach  t  and  addirt 
zur  letzteren,  $ö  erhält  man: 


Ucber  eiuoa  Sati  der  mechanischen  WSrmiHlieorie. 
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Bekanntlich  wird  bt-i  der  Lösung  einiger  Salze  Wärme  frei, 
bei  der  anderer  Wäiine  vei-achluckt;  uach  der  Gleicliung  {23} 
findet  das  Erste  »tatt,  wetm  bei  wacbseader  Temperator  das 

Verhältuisfl  ^  wächst,  das  zweite  Im  entgegeugcsiitzten  Falle. 

Wenn  die  Wassormasse  m  grösser  ist  ala  diejenige,  die 
ZOT  Lösimg  der  Öulzmasee  1  gebraucht  wird,  so  gilt  die  ülei- 
cbnag  {18)  nicht  bis  r=m,  sondern  nur  bis  a- =s  «t  geworden 
ist,  wenn  u  die  Waasennasse  bedeutet,  die  bei  dor  Temporatur 
t  ZOT  Lösung  der  Salzmasse  l  erforderlich  ist.  Uebei-achreitet 
j-  den  Wertb  u,  so  höi-t  der  Druck  p  auf  eine  reine  Function 
Ton  t  zu  eein,  er  liängt  dann  von  j*  und  von  t  ab.  Die  Punc- 
tion  dieser  beiden  Variabeb,  welche  den  Druck  dai'stellt,  möge 
durch  fi  bezeichnet  werden.  Wenn  die  Wassermasse  nicht  zu 
gross  istk  so  wird  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  über  der  Salz- 
lOsang  immer  klein  genug  bleiben,  daas  derselbe  ala  voltkom- 
menes  (jas  betrachtet  werden  kann.  Bezeichnet  jnan  durch  J' 
des  Volumen  der  Lösung,  so  ist  dann  also: 


f-/+ 


In  dieser  Gleichung  wird  man  ohne  morkhchen  Pehlor  /  als 
constunt  ansehen  dürfen;  thut  man  das,  so  folgt  aus  derselben: 


^-Ä(m-»)-j^ 


et 


=  R{m-r] 


B 


a+J 

6r   ' 


B(<i+*) 


id  weiter: 


a-i-tSv 


Aus  der  Gleichung  {2)  ergiebt  sich  biemaoh: 


'fä 


Macht  man  nun  a-^  =  «,  so  wird  W"„  gleich  dem   Werthe,  den 
Ausdruck  von  If  in  der  Gleichung  {18)  für  j=  ot  amummt. 
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Ud>er  dnes  Sftts  der  mecbimMben  Wlnnedieorie. 


Bezeichnet  man  inedemm  den  Werth,  den  W  für  z^m  erfa&ltf 
durch  W^,  80  ist  also: 

Es  ist  ^  nnr  für  "Werthe  von  x  definirt  worden,  wekdw 
grosser  als  u  sind;  definirt  man  ^  fOr  WerÜie  von  r,  irelche 
kleiner  als  a  sind,  als  gleich  ft^,  so  läset  sich  diese  GMeidumg 
etwas  einüeurher  schreiben: 

t  m 

0  o 

Ans  derselben  kann  man  die  Wännecapacit&t  der  aus  der  8kl^ 
masse  1  nnd  der  'Wassermasse  m  gebildeten  Salzlösmig  and 
die  Wärmemenge  berechnen,  die  bei  der  Herstellung  dieser 
Lösung  frei  wird.  Ist  C  jene  Wärmecapacität  nnd  Q  dteie 
Wärmemenge,  so  ergiebt  sich  durch  eine  Betrachtung,  die  der- 
jenigen ganz  gleich  ist,  durch  welche  die  Gleichungen  (20)  und 
(21)  abgeleitet  sind: 


C  =  c  +my  ~ 


R  d 
k  dt 


;(«+o^^^/rf.ig^), 

t 
Q=m(fcdt^rt+fj 

0 

n 

+  ■*("  +  ')' ft/'^-'s^- 

0 

Führt  man  wieder  die  Voraussetzung  ein,  dass  der  mit  reine" 
Wasser  in  Berührung  befindliche  Wasserdampf  bis  zu  seiw 
Condensation  sich  wie  ein  voUkomnmes  Gas  verhält,  so  eHüK 
man  die  näherungsweise  richtigen  Gleichungen: 


Ofl1>ar  einen  Sotx  üat  tnectiftniaclien  WAimotbMria. 
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0 

Die  rweit«  TOn  diesen  Gleichungen  lässt  eine  Vergleichnng 
der  Theorie  mit  einem  von  Babo  expeidmentell  gefundenen 
Satze  zu. 

Die  Erfahrung  lelirt,  dass,  weun  man  zu  einer  SalzlÖsnng, 
die  bis  ZQ  L'inem  gewissen  Grade  verdünnt  ist,  noch  mehr 
W&aMT  zusetzt,  keine  merkliche  W&rmccntwickelung  statt- 
findet; ist  diCHO  Verdünnung  erreicht,  so  muss  nach  dem  Atis- 
dnickc  von  Q 

also  —   (das  Yerliüttniss  der  Spannkraft   des  Wasserduinpfeü 

aber  der  Lösiuig  und  seiner  Spaimkraft  ttber  reinem  Walser 
bei  derselben  Temperatur)  unabliängig  von  /  sein. 

Babo')  hat  den  Satz,  dass  d;L$  genannte  VerhältiÜKK  b«i 
den  Tcrachiedensten  Temperatui'en  nahezu  den  gleichen  Werth 
behält,  allgcmeLu  auhgesproclien.  Die  Versuclie,  aus  denen  er 
denselben  geschiosstn  hat,  sind  aber  meistens  mit  verdünntou 
LÖHOtigen  angestellt,  und  daher  mus»te  ihm  die  Beschränktitig 
entgehen,  unter  denen  der  Satz  hier  iils  richtig  geiunden  ist, 
die  Bedingiuig  nämlich,  dass  die  Lösung  so  verdünnt  ist,  dass 
durch  Zusatz  von  Waaser  zu  ihr  keine  Tempcraturündorung 
benirkt  wii-d.  Findet  bei  einem  solchen  Zusätze  eine  Tcmpe- 
ratarcrhöbuBg  statt,  so  wäcliat  jenes  Vcrhältniss  bei  wRchsender 
Temperatur,  es  uiiunit  ab,  wenn  eine  Temperaturerniedrigung 
sich  zeigt 

Es  sei  mir  gestattet,  hier  die  folgende  Bemerkung  anzu- 
»clilieKseu.    Man   hat  bei  den  Versuchen  tlber  die  bei  chemi- 


')  Beriebt«  filier  die  Verhaiidliingvn  der  GeoellAclixCt  Tür  Uefönlnruuf; 
äer  Naturw-iaaeoAcliafteii  in  Freiburg  L  B.;  Januar  1H37,  S.  29i. 
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Ueber  «nea  SatR  der  nechjawchcii  Wtnnclhcnrir. 


Hchon  Processen  frei  yrenlciideD  Wärmemengen  gewOhnlicb 
nicht  auf  diu  Temperatur  Bücicsicfat  gctioiDimüi,  bei  welcher  man 
die  Frocesse  einleitet;  iiml  iloch  Tol^  aas  dem  ersten  Hai^ 
siitzf  der  mechaniscbeu  Vr'äruietlieorie  mit  NoÜnreodigkett,  düds 
jene  W&rmcmcngea  mit  dieser  TooqieTatur  Tarürcn,  falls  dnicli 
die  Frocesse  die  Wärmocapacit&t  ge&udert  wird,  was,  wenn 
nicht  immer,  doch  zweifellos  der  Regel  n&oh  stAttfindel  £i 
soll  das  not-h  an  einem  einfochen  Beispiele  näher  dargelegt 
Verden. 

Gesetzt  man  habe  die  Masseneinbeit  Knallgas  reo  der 
Temperatur  t  in  einem  fest  begrenzten  Räume.  UDd  lasse  cÜe«& 
etwa  durch  einen  elektrischen  Punkt-n,  explodiren;  die  Wim»* 
menge,  welche  mau  dem  gebildeten  Wasserdampf  entiielm 
mass,  um  die  Temperatur  wieder  auf  die  ursprOogliche  n  n> 
ducircBt  sei  Q. 

Die  Wärmemenge,  wt-lcho  man  bei  einem  gleichen  V(^ 
such«  erliält,  bei  dem  nur  <,  die  Temporator  des  Knallgam 
vor  der  Explosion  ist,  und  bei  dem  mau  den  Waaseritjafi 
bis  zur  Temperatur  t,  abkühlt,  sei  Q,.  Der  Einfachheit  wi^ 
möge  vorausgesetzt  werden,  dassdas  Volumendes  KTtallgitiW*  N 
grofts  gewählt  ist,  dasü  der  Wasserdampf  bei  ihm  und  bei  ia 
Tempenituren,  in  die  or  versetzt  wird,  sich  wie  ein  ToUkgoi- 
nienos  Gas  verblUt  Es  wird  sieb  dann  leicht  nacbwcsM 
lassen,  dass  Q  und  Q,  ven^cliieden  von  einander  soin  labMiL 

Die  Wirkungsgrösso  für  die  Ueberfülirang  des  TTiiiilltJMni 
Ton  der  Temperatur  /  in  Wasserdampf  von  dentflben  Toq* 
tur  und  demselbcu  Volumen,  die  bei  dem  ersteti  der  bndd 
gedachten  Versuchen  statttindet,  ist 

da  äusMre  Arbeit  bei  derselben  nicht  gclolstet  wird. 

Die^Ibe  Tebcrrähnmg  denke  man  sich  nun  auf  de? 
gt'üden  Wege  bewirkt: 

1)  Man  bringt  doa  Knallgas  auf  die  Temperatur  ^. 

2)  Man   l&sst  das  Knallgas  explodiren  und  entziefat 
gebildeten  Wasaerdampf  Wärme,  big  seine  Temperatur  «iBÜl 
/,  geworden  ist. 

3}  Hau  bringt  den  Wasserdampf  auf  die  Temperatw  t 
Bezeichnet  /   die  specifisobe  Wärme  deg  Knallgam ; 


Ueber  einen  Sats  der  tnechftnijchen  Wltnnetheoric. 


4SI 


die  des  WaHaenlampfes  bei  constantem  Volumen,  so  ist,  da  bei 
keinem  di>r  Theile  der  bo9cbricbencD  Operation  eine  VolumeD- 
ftndenmg  statt  gefunden  hat,  die  Wirkungsgrösfie 

für  den  ersten  Tlit-il  =  -  A/  (/,  -  0, 
für  den  zweiten  =      A  Q„ 

für  den  dritten  =      ^rit^-t). 

Nach  dem  erBt«n  Hauptsätze  der  mechamschcn  Wirme- 

tlieone     mus%    die    Summ«    dieser    drei    6rö&»tm    gleich    k  Q 

<icin,  d.  h. 

<2,  =  «  +  (/' -y)(^,-0. 
Da  nxm  ■/  nicht  gleich  ;'  ist,  so  ist  auch  Q,  nicht  gleich  Q. 

£inc  ähnliche  3eti-achtuug  lässt  sich  offenbar  für  einen 
jeden  chemischen  IVocess  austeilen,  bei  dem  keine  oder  eine 
zu  vemacLlU^»<igeude  äussere  Arbeit  geleistet  wird  und  durch 
den  die  speeifi-ithc  Wftrmc  sich  ändert.  Bei  einem  ji'dcn 
solchen  Proees>ae  iet  also  die  frei  -wurdende  Wärmemenge  d.  h. 
die  Wänni^iaenge,  tlie  während  oder  nach  dem  Processe  abge- 
leitet werden  muss,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  herzu- 
stellen, von  dieser  Tempenitur  abhängig.  Gerade  dies«  frei 
werdende  "Wärmemenge  —  nicht  etwa  die  erzeugte  —  ist  es 
aber,  welche  hei  Versuchen,  wie  sie  angestellt  sind  Über  die 
Wftrmeerregung  bei  chemischen  Processen,  gemessen  wird. 

Bei  dem  als  Beispiel  gewählten  Falle  sind  allerdings  die 
Unterschiede  der  Wärmenieogea,  welche  bei  verBcbiedenen 
Temperaturen  frei  werden,  verhältnissmäasig  i^elir  klein;  man 
wird  indessen  nicht  voraussetzen  dürfen^  da.sft  das  immer  »tatt^ 
findet 

Um  fUr  jrnen  Fall  die  Uut<:'rschiede  zu  hereclmen,  dienen 
folgende  Angaben:  Die  specifische  Wärme  des  Knallgasoa  bei 
constantem  Druck  ist  0,5722;  hierauf)  findet  man  mit  Hülfe 
des  echon  oben  benutzten  Clausins'schon  Satzes  und  des  oben 
angeführten  meehaiiiächeu  Acquivalentfi  der  Wärmeeinheit  y' 
[i.  h.  die  Mpecilische  Wärme  des  Knallgases  bei  conütuutem 
TolomeD}  gleich  0,4056.  Nimmt  mau  die  specifiscbe  Wärme 
deti  Waaserdampfe»  bei  coustantem  Drucke  gleich  0,475  an, 
wie  si«  Regnault  gi'tuDden  hat,  so  ergieht  nich  auf  dieselbe 
Weise  ;*  (d.  b.  die  apecifische  Wärme  des  Wasserdampfe»  bei 


K 1  r  «  b  h  o  ff.  0«Miiin*)U  Abli>ndlaii4r<o. 
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BeiiKrtkuug  Ober  die  äp*auaag  de*  Vftmtxiäaifte* 


conatantem  Yolomen)  gleich  0.9S39;  nimmt  man  aber  die 
cifiäcbc  Wiü-mö  des  Wassei-dampfes  bei  coastaoiem  Dnckb 
gleicli  0,305  an,  wie  sie  biiT  oben  gefunden  ist,  n  Ult 
r  =  0,194.    I^ach  der  erst«&  dieser  beiden  Annahmen  ist  ithm 

Q,=  Q  + 0,0417  (/.-O, 

und  nach  der  zweiten: 

«,  =  +0,212  (*,-0. 
Dieses  Resultat  tässt  sich  uocb  auf  eine  andere  Weise 
sprecbeii.  Es  sei  r  die  Tempertituretböbuiig,  die  duidi  die 
Explosion  des  Knallgo^s  bewirkt  wird,  wenn  die  Tempentnr 
desselben  vor  der  Explosiou  i  ist;  r,  sei  die  entsprediads 
Temperaturerbühuiig  für  den  Fall,  das«  t^  die  Temperatur 
Knallgases  von  der  Verbreunnng  ist    Dann  bat  man: 

r     '      r 

und  daher: 

Je  nach  der  einen  oder  der  andero»  Annahme  über  dio  sptö- 

ßsclie  WArmc  des  Wasserdampfes  ist  also: 

i,=r+0,115(f,-0 
oder 

r,=T+ 1,091  (/,-/)• 
Wäre  die  zweite  Ännahuie  die  richtige,  so  mUsete  hiarudi 
die  Temperatur  des  Wasserdatnpfes  nach  der  Verbronmug  durcb 
eine  Teinpemturcrliöliung  des  Knallgases  um  mehr  als  das  do^ 
pelte  diesei-  Temperaturerhöhung  vergrössert  werden. 


Bemerkuiifi:  tiher  die  SpannnuK  des  Wiuserdampfes  Wi 
Tempo ratoren,  die  dem  Eispunkte  nahe  sind. ') 

Begnanlt*)  ist  hei  seinen  Versneben  &ber  die  Spuanf 
des  Wasserdampfes  bei  verschiedenen  Temperataren  za  4m 
Resultate  gekommen,   dass  die  Cvro,  Trelche   die  Spuunl 

'j  Pogy.  Ana  Bd.  103.  tsäs. 

*)  Oompt.  t^nd.  T.  3S,  p.  4WJ,  and  Pdgg.  Ana.  Bd.  «8.  a  }'&. 


bm  T«iit|)crRturcn,  dir  dem  KiBpuiikte  ludic  liai.  483 

des  Dampfes  von  Eis  für  Tei]iperaturi-*n  uutei-ltalb  0"  darstellt, 
eine  volIstÄndige  Contiiniit&t  mit  detjenigeu  dai'bietet,  welche 
die  Spannuiig  des  Dampfes  von  Wasser  fttr  Tempcratuix'ii  über 
0"  liefert  Ea  ist  dieses  Resultat  mit  der  mecliaiiischen  Theorie 
der  Wärme  in  so  fern  im  Einklänge,  als  nach  dieser  ein  Zu- 
saiumeiiti-effen  der  beiden  bezeicbueten  Cmren  in  einem  Punkte 
stattünden  kamt;  die  Thcoiie  fonlort  aber  dann,  dasä  die  Tan- 
genten der  Gurren  in  diesem  Punkte  verschieden  von  einander 
sind,  mit  anderen  Worten,  dass  der  Differentialquotient  der 
j,AßUinting  des  Dampfes  nach  der  Temperatur  bei  0"  einen 
■illimiig  erleidet. 

Um  dieses  zu  ?.eigen,  soll  die  Wirkunggtunction  für  die 
Maseenoinheit  Wasser  in  oiuigen  verschiedenen  Zuatändfn  be- 
trachtet werden.  Es  soll  die&e  für  den  Piül,  dass  die  ganze 
WaBsermasse  tropn)ar  Hüssig  ist  und  die  Temperatur  0"  hat, 
gleich  0  gesetzt  werden;  für  den  Fall,  dass  die  ganze  Wasser- 
masse in  genüttigtuu  Dampf  ?on  dereelbt-n  Temperatur  ver- 
wandelt bt,  ist  sie  dann  nach  der  Gleichung  (6)  meiner  Ab- 
handlung „Ueber  einen  Satz  der  raechanischen  Wärmetheorie 
etc.",  wenn  man  das  Volumen  der  Matsseueinheit  Wasser  gegea 
das  Volumen  der  Giewichtseinheit  Dampf  veruachlÄasigt: 

wo  alle  Zeichen  dieselbe  Bedeutung,  wie  am  angeftHirten  Orte 
haben,  und  wo  nach  Ausf  übning  der  DifFerentiatiou  /  =  Ü  zu 
setzen  ist.  Bedeutet  l  die  latente  Wäi'mo  des  Waäsers,  so  ist 
die  Wirkungggrösse  für  den  lliibergaug  der  Masaeiieiidieit 
flüssigen  AVassers  von  der  Temperatur  0"  in  Eis  von  derselben 
Temperatur  gleich  fti;  daraus  folgt  die  Wirkungsfiinctioa  fUr 
die  Madseneinheit  Was-^er,  die  in  Eis  von  0"  verwandelt  ist, 

=  kl. 
Denkt  mau  sich  nun  die  Ei»maäse  in  gesättigten  Dampf  von 
derselben  Temperatur  Übergeführt,  so  ei^ebt  sieh  hieraus 
durch  Betrachtungen,  die  denen  ganz  gleich  sind,  durch  welche 
der  Ausdruck  (1)  abgeleitet  ist,  wenn  mau  durch  ^i,  die  Span- 
miDg  des  Dampfen  bezeichnet,  der  »ich  über  Eis  von  der  Tem- 
peratur i  bildet,  and  wenn  man  das  Volumen  der  Masseneinlieit 

»r 
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B«merkung  Gbcr  die : 


WMserdtiBpA» 


Bis   gegen  das  der  Masäeneiulieit  des  Dampfes  t( 

diu    Wirlcuugsfunktiou  Air   die  Masscn^inbeit  des  gesUti^ 

Dampfes,  der  bicb  flb«r  Eis  bei  der  Temperatur  von  U°  biliH 


(2) 


Jtt-a'c 


wo  Dfuih  Ausführung  der  Differentiation  wieder  i=0  ot 
int  Bei  der  AurMtelluiig  dic-sCK  Aubdruckcfe  t&t  scbon  too  der 
Annalimc  Gebrauch  gemacht,  das  für  t=0  u,  =  n  i>^t,  und  du 
die  Dämpfe,  die  nch  aber  Eis  vod  0"  nnd  über  fliisigeB 
Wasser  von  0"  bilden,  tlherhaupt  idi-ntisch  !^d;  es  mti  Bioh 
lieh  die  Yoluminu  der  Maa'iereiuheit  dieser  Dämpfe  gleich  st- 
setzt  Aus  der  genannten  Annalime  folgt  datm  weiter,  ia» 
für  /=0  die  Ausdrücke  (l)  und  (2)  einander  gleich  «tt_ 
mitesen,  oder 

dfii        cirt,        kl 
dt  ~  'dt  '^  ä^ 
sein  muss.. 

Um  einen  Zablenwerth  für  diese  Differenz  der 
DiffereQtialquoticntcn  zu  erhalten,  soll  festgesetzt  irerdea,  das 
/  nach  den  Graden  der  hnnderttbeUigen  Thermometerscile  gf- 
rechnet  wirdj  dann  ist 

</  ^  273; 

Einheit  der  Wilrmemeiigo  »oll  die  WärmcmnDge  sein,  die 
Massen einheit  Wasser  von  <1/°C.  auf  l^C.  crviürmt;  dum 

^=79; 

Einheit    des  Volumens    sei    da«   Volomon    der  Hassdunhat 
Waaser;  dann  ist 

a  =  205550; 

Einheit  des  Druckes  endlich  sei  der  Druck  einer 

Säule  von  1""  Hohe;  dann  ist 

*=ö|l&  =31140. 
Aus  diesen  Zablenwerthen  ergiebt  sieb: 
-^*L.  =0,044. 

Dieser  Unterschied  ist  kleiner,  als  dass  er  fdeh  mit  SicfaolMl 
aus   den  Versuchen   von  Regnault  könnte  erkennai 


bei  Temperaturen,  die  deui  Eispunkte  nahe  sind. 
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doch  ist  es  tod  Interesse  üu  bemerken,  dass  aus  den  Zahlen, 
welche  Kegnault  als  die  Resultate  seiner  Versuche  angiebt, 
sich  ein  Unterschiotl  von  (iemsclbcii  Sinne  und  dewclbeii  Ord- 
uong  herausBteUt,  wie  die  Theorie  ihti  fordert. 

J'olgQodM  sind  nach  Bcgiiault ')  die  Werthe  von  ;r,  und 
Hi  für  Temperaturen  in  der  .Nahe  von  0*  mit  ihren  DifferenKeti: 


ifiOO 
4,940 

5,302 
5,687 

4,600 
4,263 
3,941 
3,044 


+ 
0,840 

0,362 
0,335 


0,337 

0,322 
0,297 


0,022 
0,023 


+ 

0,015 
0.025 


+ 
0,010 


Daraus  ergiebt  sich  für  /  =  0: 

*J=  0,340-^^-^+?^'^  =  0,329 

■•"^  =  0,341, 


also: 


0,012. 


Teber  die  spniinniij;  des  DampfM  von  Mischnnffen 
am  Walser  ond  ächwefelsäoi'e.  -) 

In  meiner  Äbbaudlurig  „fiber  einen  Sab;  der  mechanischen 
Wfirmetheorie  und  einige  Anwendungen  desselbcir'  habe  ich 
eine  Relation  hergeleitet  zwiKchon  der  Spannung  des  Dampfen 
einer  wa.ssrigt?n  SiiklüHung  und  der  "Wännenienge,  die  bei  der 
Bildong  der  Lesung  frei  wird  oder  rerschwindet^j.     Es  ist  tod 

*)  SeUUioas  de*  exp4rieneea  .  .  .  .  f.  624 
■)  Pügg.  Ann.  Bd.  104.  IS&9. 
*)  8.  oben  p.  413. 
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Ueber  <lie  Hpanaung  dos  Dampr«  wu  Mi 


selbst  klar,  dos»  die  dort  durchgeführten  BetrachtungeD  eb 
vl(9  filr  eine  SalzlJJnunf;,  fttr  jede  FIflädgkeit  gelten,  deren 
Dampf  reiner  Wass^nlampf  ist.  Cebor  die  Spuumng  da 
Wa.sÄcrdaiBpteM,  der  sich  üher  MischunffeD  von  Waaeer  and 
Schwefelsäure  bildet,  hat  Rogn&alt  Vecvache  angestellt  aud 
die  Wärnietiietigen,  welche  bei  der  Mji^cUuDg  von  WasMr  und 
Schwelelsäiu-e  frei  werden,  sind  von  Tiden  Expcriaeiitatorwi 
gemessen.  Es  lä«9t  sich  daher  hier  die  Thoone  mit  der  Er* 
fajimng  vergleichen.  Ich  habe  diese  Yergleichimg  angestaut 
und  will  die  E{>!mltatc  derselben  im  Folgenden  mittbeüen. 

Regnault  hat  fUr  9  MischnngeQ  von  Schwefelsaon  bdI 
Wasser  diu  Danipfspannungen  gemeiisen,  nämlich  Air  die  Fh^ 
dgheiten '): 

80"+  2H0,  80»+  3H0,  80»+  4H0. 
80'+  5H0.  S0»+  6H0,  S0"+  8H0. 
SO'  +  lOHO,  S0»+12HO,  SO'  +  ISHO. 

Die  Werthe  der  bei  verschiedenen  Temperaturen  fOr  eiuf 
jede  JVtisc-liimg  beobachteten  Spannung  hat  er  gra^ibisch  iit- 
gestellt,  von  der  so  gewouneneu  Curre  drei  gleich  weit  liata- 
hende  Ordinatoii  geme^^wn  und  aun  tljeKcn  eine,  drei  Coostaatei 
enthaltende,  iDteqiolattonsformet  berechnet.  Die  Werthe  der 
Spannung,  auf  die  die  Intcrpolationsformeln  gegründet  sind,  und 
die  flir  genauer  als  die  einzelnen  Booba^btungen  gehalten 
werden  mtitisen,  sind  in  der  folgenden  Zusainraeiisteihmg  u- 
gegeben,  in  der  fi  die  Spannung  des  Dampfes  ttber  ifer 
Mischung  S0*  +  (l+3-)H0  bei  ilor  Temperatur  t  b«deiat<4; 
die  Temperatur  Ui  nach  den  Graden  der  bundeTttheitin^  Soli 
gerechnet,  »,1s  Einheit,  des  Druckes  ist  der  Dmclc  einer  Qmci* 
silbersäule  von  1"""  Höbe  angenommen. 


^-1 

^'='2 

#-8 

'        h 

'               h 

'                 #i 

6        0,110 

7         0.43 

11           1,28 

30        0,325 

26         1,1» 

2»           333 

52        0,600 

45        3,33 

47         1031 

*)  Ann.  €/  cMm.  et  de  phfi.  3"  «^.  /.  16,  p,  113. 


aiu  WomoT  unil  8chwefeUiltu«. 
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Xl=i 

xmi 

tal 

f        p 

7         1,51 
24          4,62 
41        13,67 

n          3,24 
23          6,98 
35        14,40 

*            ^ 
4          2,»5 
19          7,88 
84        19,85 

1  =  9 

*=  11 

x  =  n 

5          4,12 
20        10,83 
85        56,15 

10           6,42 
21         13.09 
82         24,80 

7          6,30 
18        12,82 
29        24,65 

In  Betreff  der  bei  der  Mischung  von  Wasser  iind  Schwc- 
fclfifiurc  stattfindend 011  Wäi-meentwiokeluiig  werde  icb  eine 
Formel  beitutzi'u,  die  Tlioniseu  atitgestüllt  hat,  und  die  mit 
seinen  eigenen  Yennebeii,  so  wie  mit  denen  von  Farre  und 
Silbermann  und  von  Abria  nelir  ualie  übort^iühlimmt.  Be- 
zeichnet Q  die  "Wärmemenge,  die  bei  der  MiscJiuug  von  x 
Aeqnivalenten  Wasser  mit  einem  Aetiuivalent  SO'  +  HO  frei 
wird,  so  iat  nach  Thomsen'): 


«= 


177,1, 


ir  +  l|T446 

wenn  Ginbelt  der  Wännt>nienge  die  Wämicmenge  ist,  die  es 
erfordert  um  1*C.  eine  Wossermasse  zu  erwftrmen,  deren  Ge- 
wicht gleich  dem  Gewichte  eines  AequiTalentes  80'+H0  ist. 
Diese  Formel  ist  nur  lUr  ganze  Wertlie  von  x  experi« 
mentuU  besULtigt;  um  bei  dem  vorgesetzten  Zwecke  ntltzeu  zu 
kSonen,  mnss  sie  aach  för  gebrocLene  Wertlie  von  r  als  gültig 
betrachtet  werden.  Sie  kann  ferner  nur  für  eine  Temperatur 
strenge  riciitig  sein;  es  hegen  nicht  die  nöthigen  experimen- 
tellen Data  Tor,  um  die  Aendenuigen  berücksiclitigei]  zu 
kSnuen,  die  die  Wilrmcm'Cnge  (^  erfMirt,  weuu  die  Temperatur 
..Ibidert;  aber  aus  einigen  Messungen  von  Person  lässt 
Bchüesseo,  dass  diese  Aenderungen  nur  klein  sind.  Ist 
D&müch  Q  die  Wärmemenge,  die  &ei  wird,  wenn  die  Massen 
m  und  m,  zweier  FlüBaigkeit«»  bei  der  Temperatur  /  gemischt 
werden,  und  die  Mischung  auf  dieselbe  Temperiitiir  uhgektüilt 
wird,  sind  femer  e  nnd  c,  die  specifischon  WlLrmen  der  beiden 


')  Po0g<  Ann.  Bd.  90,  S.  2TS, 
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Flüssigkeiten,   C  die  der  Miscliung,   ho  ist  nach  dem 
Hauptsätze  der  mecliam^chen  WfinneUieorie 

^  =  MIC  +  «ij  c,  —  (m  +  m,)  C 

Ist  die  erste  FliisüigJtpk  Wasser,  die  zweite  S0'  + 
und  ist  weiter  m,  =  I,  n«  ^  ^  j-,  so  hat  jetzt  Q  dieselbe 

deutuug,  b  der  es  früher  gebraucht  tat.    Nach  Vcnmcbra  tos 
Person')  ist  doiiD: 

«,  =  0,3205 
luid  für  M  =  0,3158  C  «  0,4534 

ftlr  m  =  0,ft608  <:'=0^51. 

Setzt  mau  noch  c=  l,   »o  ergiebt  sich  hieraus  fUr 
bfideii  Werthe  von  m: 

^  =  0.0486 
V?»  0,142, 

wälu'end  bils  der  Formel  von  Thomsen  ftlr  dieselben  Wertbt 
von  m  folgt: 

q  =  87,88 
und 

Q  =  182,8. 

Es  sind  lii<?niach  die  Acndeningen,  welrhy  Q  erieiJct 
wenn  die  Tt-mperatur  sich  Ändert,  vt>rliHltTiis.siQa-ssiR  so  Uön. 
dass  bei  ihrer  Vemachlässigtuig  bedeutende  Fehler  tiidit  a 
fllrchteu  sind. 

Läsflt  man  den  schon  gebraucliten  Wichen  ihre  BedetttBnf 
und  nennt  man  ferner 

Bj  die  Spannung  des  Dampfes  von  reinem  Wasser  bei  d« 
Tenipt'i-atur  t, 

A  das  mecbanitiiche  Ä.equimlent  der  WArmeeinbeit, 
—a  die  Tcmpurattu-  des  absoluten  Nullpunktes, 


■)  ,<<»■.  de  fhim,  r/  de  pA.  3  mc  ser  r.  33,  p.  44&  Durdi  daai  Vn^- 
fehler  bt  hier  dia  spec.  Wftnae  von  SO*  -1-  HO  0,3095  «Uli  03£A  ■»■ 
gCKeben. 


nuB  Wuser  «nd  Schweiebüure. 
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-^ —  das  Volumen  der  Masaeneinheit  WaBserdampf  bei 

einer  Temperatur  :  uud  einem  Dnicko  ;>,  die  &o  gewählt 
sind,  dass  bui  ilineti  der  Dampf  sich  scbon  wie  ein  voll- 
kommueä  (inn  verliält; 
ißt  nach  einer  um  fingefWirteii  Orte  von  mir  abgeleiteteu 
'l«iclmi)g: 

g  ■    ii  _  <        1       dg 

KaniHt  '^-T^ 

8  m         H    Sc 

lud  nacli  der  Gleicbung  von  Thomseu 

gO_l,7«e.  177.1 
dr~  (,r  +  1,1446)' ' 

folgende  Zablenwertlie  von  ^  sich  ergeben: 


41,00 
22,02 
13,72 


9,36 
6,79 
4,04 


2,68 
1,90 
0^8 


Ferner  hat  man:        *  =  ^^  ^  9.OOI, 

a  -  273. 

Daraus  folgt: 

oder,    wenu   man  statt   des  natbrlicheu  Logarithmus   Ig  deu 
Briggs'scbeii  Lg  einführt: 

lLgt  =  21.28  ,,^|S, 

oder  endlich,  wenn  mau  iutegrirt: 

,,.  r„H         f,  21,28     ÖQ 

VO  C  eine  von  t  unubbän^ge  GrröH»e  bezeichnet. 

Kennt  omu  C,  m  kann  mnn  hieniaeb  mit  Benutüiing  der 
Tielcannten  Wertlie  von  9,  die  Spaunuug  ju  fUr  alle  Tempera- 
turen berecbnen.    Ich  habe  nun  nach  der  Gleicbiuig  (1)  fUr 
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Ueber  die  ä|)aniiang  dea  Dwnpfn  von  Mitichuiif^ 


eine  jede  der  tou  Kegnault  uutentuclileD  Schwefd^ioreD  C 
bcreclmet  am  (1er  gröü^te»  der  (Seite  46Ö  u.  467)  augegelMl« 
Spaimimgen  und  dann  oach  denselben  GHchnng  u  för  diejenigai 
Tempcmturcn  ermittelt,  bei  weli^heu  Reguault  beobachtet  hat 
leb  }asae  weiter  aoteu  die  DifTerenzoii,  die  aicli  ao  geac^ 
baben,  folgen. 

Die  Ableitung  der  Gleichuug  (1)  beruht  auf  der  Vor»»- 
tictzitng,  das»  der  Watiserdampf  nkht  allein  Über  6er  Sdi- 
lösuog,  sondern  auch  über  rdaem  'Wasser  sich  wie  ein  toU- 
kommnes  (Jas  verhält.  Ich  habe  an  dem  angeführten  Orte 
eine  zweite  Grleichung  aofgcäteilt,  deren  Kichtigkdt  oor  v> 
fordert,  da»»  der  mit  der  SalzlöHuug  in  Bcrllhmng  beflndÜdie 
WaKtierdtunpf  die  Eigeiwcliaften  einc^  ToUkommnen  Oases  laL 
Sieht  man  tod  der  Ycräcliiedenbeit  der  specifiscben  "Wtm 
des  ti-opfbarea  Wasüers  bei  rer&chiedeuen  Temperaturen  »k 
und  setzt  diese  spedfische  "Wälrme   =1,  so  ist  lUese  Glofbiuis: 

wo  }-  die  specitLHcbe  Wärme  des  "WasäerdampfB  bei 
Volumen  und  selir  grosser  Vordlümung  ist,  K  die  "Wir! 
griVsK«  für  den  Uebergaug  der  Maäseuehüieit  Wasser  von  (1^ 
m  Dampf  von  derselben  Temperatur  und  »ehr  grosser  Tfl 

dUniiQtig  bezeiclinet.     Ximmt  man  an,  dass  J^  von  der  Te 

peratur  unabhängig  ist,  so  lässt  sich  die  (Jileichang  leicht  inte- 
griren;  das  Integral  ist: 


Ig;,  =  - 


(12-1^-0 


(2)  Lg,.=r-viLg(a  +  0-;rfv' 

wo  das  Zeichen  Lg,  wie  ob«n,  dea  Brigg&'schen 
bedeutet,  C  eine  von  /  nnabb^ngigo  Grtisse  und 


l('-t^+f)) 


ist. 


aus  Waaeer  und  SchwefoIsIUire. 


■5  =  l(l^-f  +  «(l-^))  0-43429 
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Die  Summe  y  +  -t~  ist  die  specifische  Warme  des  hin- 

reieliend    verdünnteu   Wasscrdajnpfs    bei    constantem    Drack; 
nimmt    man    diese    den  RcgQault'Hchen   Vorsudien   gcmiUs 

=  0,475  an,  und  betzt  füi'  -u  den  oben  aiigegebeueii  Zalüeu- 

werth,  so  wird  die  Gleichuug  itir  A: 

A  =  -1,726. 

Die  Gleiclmug  B  lä>^st  sich  schreiben,  wenn  man  in  ihr 
fUr  m  die  schon  oben  gt?bra.uchte  CxrOsse  x  einführt  m^d  »  »  278 
setzt: 

BQ 


wo 


J?  =  /)  +  21,28  ^ 

0  =  — 3,9091"+ 078,9. 


Ans  der  Gleichung  (2j  kann  man  mit  Hinzuziehung  dieser 
"Werthe  tod  A  und  B  ebenso  wie  aus  der  Gleichung  (I)  fllr 
jede  der  vonReguuuU  untersuchten SdiwefeUäuren  ilirDampi- 
spannmig  RVr  alle  Temperaturen  berechnen,  wenn  sie  für  eine 
als  bekannt  angenommen  wu-d,  falb  mau  den  Werth  von  D 

(oder  den  TOn  -r-)  keimt.    Ninmit  man  lUr  eine  Schwefelsäurö 

die  Spannung  bei  swei  Temperaturen  als  bekannt  an.  so  kann, 
maa  &as  derselben  Gleichung  D  ermitteln.  Ich  habe  aul' solche 
Weis«  /> berechnet  aus  den  beiden  grossesten  der  Seite  486  u.  487 
filr  jede  der  9  SchwefelsHuren  angegebenen  Diimpftpannungen, 
and  auK  den  9  so  erhaltenen  Wei-tliori  das  Mittel  gciioiumeu, 
Qaclidem  ich  ihnen  che  Gewichte  zugethcilt  habe,  die  iluic»  2u- 
Icommen,  wenn  man  gleich  grosse  Fehler  in  den  Wertlien  von 
fi  bei  den  verschiedene  ii  Säuren  als  gleich  wahrüclieinlicb  vor- 
aassetzt.    £»  ergab  sich  so 

D  =.  2859. 

Mit  Hülfe  dieses  Werthes  rou  ß  habe  ich  auch  nach  der 
Olcichiuig  (2)  aas  der  grössten  der  Seite  4S6  n.  -tö7  angegebenen 


^^^^^B          49S            Ueber  di«  Kpuinun^  des  D&mpA«  ' 

ran  Miscbiaifen  ^^^H 

^^^^1         Spaiinungea  filr  jedi 

B  der  fi  ScbwefeUäureu  die 

^^^^1        (Üt  alle  TempenttureQ,   bei  denen  Beg 

nauU  beobacbtet  hat, 

^^^^1         berechnet 

^^^^K                In  der  folgenden  Tafel 

fdnd  diese  TcmptTatarcn  in  der 

^^^^1         ersten  Columne   aiifgeHÜirt, 

in  der  zweiten  die 

beobachteten 

^^^H         ^MUUiUDgen,    tu   der 

dritten 

die   nach 

Gleichnne  {1).  m  der 

^^^H         der  fItnfUrn  die  nach  Glei<:huug  (2)  berechneten  Werthe  <ler 

^^^H         selben,   in   der   vierten  nnd 

sechsten  die  Differenzen  der  be> 

^^^^1        obachteten  und  berectmeten  AVerthe. 

■ 

SO« 

+  2  HO. 

1 

^^^^V              Tetnp.           bcol). 

DRchGll 

Diff. 

pachGLS.       Ott  V 

^^H 

0,02 

+  0,09 

0,02 

+  0flfM 

^^H            16,83          0,lÖ 

0,04 

+  0,12 

0,04 

+  ai2 

^^H             23,Ü9           0.17 

0,08 

+  0,09 

0,08 

+  0i(» 

^^H            83,51          0>28 

0.16 

+  0,10 

0,16 

+  ato 

^^H             41,90           0,33 

0,29 

+  0,06 

0.30 

+  ai» 

^^■^      52,39          0,63 

0,62 
SO' 

+  0.06 
+  3HÜ. 

0.62 

+  ftw 

^             7,00 

0,23 

+  0^0 

0.S4 

+  0.1S 

^^H 

0,29 

+  0,18 

0.31 

+M^ 

+  0.1W 

^^H                                0,61 

0.42 

+  0,19 

0,43 

^^H             18;58          0,80 

0,58 

+  0,22 

0,60 

+  030 

^^H             24,139           1,U9 

0,89 

+  0,20 

0.91 

+  ai8 

^^H            28,74          1,38 

1,21 

+  0,17 

1,24 

+  aH 

^^M            33,67          1,82 

1,69 

+  0,13 

1,72 

+  ftio 

^^H            38,81          2,48 

2,88 

+  0,10 

2,40 

+  0.W 

^^H                             3,52 

3,52 
SO' 

0.00 
+  4  HO. 

S.52 

0.00 

^^H              8,03 

0,82 

+  0,27 

0,86 

+  0^2» 

^^H            11,73 

1,08 

+  0,24 

1,13 

+  0,19 

^^H 

1,45 

+  0.28 

1.61 

+  0Ä  _ 
+  OiI« 
+  021  " 

^^H             14,62           1.60 

1,34 

+  0,26 

1,39 

^^H             18,63           2,06 

1,78 

+  0.29 

135 

^^H 

2.17 

+  0.30 

2.24 

+  0.23 

^^H            23,15          2;62 

2,43 

+  0,39 

2.51 

+  0,31^ 
+  0,1«^ 
+  0,»   ^ 

^^H            20,39 

3,02 

+  0,25 

3,11 

^^H           29,88          4,03 

3,80 

+  0,23 

3,89 

^^H           32,78          4.81 

i58 

+  0,23 

4,67 

+  0,14  J 

^^H           40,35          7^50 

7,31 

+  0,19 

7.38 

+  0112^ 

^^H 

10,90 

+  0,02 

10,89 

4-0^« 

■ 

^^           am  Wasser  und  SuhwttfdBtturo- 

^^M 

^^H 

P 

SO« 

+  ÖH0 

^H 

Temp. 

beoh. 

nttch  QL  1 

XKff. 

nnch  Gl.  a. 

^^H 

7,13 

1,64 

1,50 

+  0,04 

1,55 

^^1 

11,01 

1.99 

1,98 

+  0,01 

2,00 

^H 

1S,61 

2,39 

2,88 

+  0,01 

2,47 

^H 

16,94 

3,05 

8,00 

+  0,05 

3,10 

^^1 

l»,tiö 

3,66 

3.61 

+  0,05 

8,72 

-  0,06               ^H 

22^1 

4.50 

4,49 

+  O.Ol 

4.59 

-  0,09                  ^ 

26.75 

5.74 

5.TÖ 

-0,01 

ö,86 

-  0,12                     M 

29,82 

6,97 

6,99 

—  0.02 

7,10 

^fl 

32,68 

8^7 

8.34 

+  0.03 

8,43 

~  O.05              ^^M 

85,73 

10,0« 

10.02 

+  0,04 

10,09 

—  0,03                     V 

^,12 

13,77 

13,76 

+  0,01 

13.77 

o.oo               ■ 

■ 

SO»  +  6H0. 

^M 

^0,70 

3.20 

3.01 

+  0.19 

3.11 

+          ^H 

12.53 

3,58 

3,43 

+  0,15 

3,53 

+  0,05                 ^H 

15,»4 

4,48 

4,33 

+  0,15 

4,43 

+  0,05               ^H 

21.38 

6,35 

6.20 

+  0,15 

6,32 

+  0.03                ^H 

24,59 

7,72 

7,62 

+  0,10 

7,73 

-  O.Ol           ^H 

28.39 

9,69 

9,67 

+  0,02 

9,82 

-  0,13                ^B 

31,19 

11,64 

11,68 

-0.04 

11,74 

-  0,10                     ■ 

35.35 

14,65 

14,70 

-0.05 

14,69 

-  0,Ü4               ,^^ 

14,13 

4,03 

3,82 

+  0.21 

3,93 

+  0,10          ^^M 

M»4d 

0^9 

5,35 

+  0,14 

5,47 

+          ^^H 

■ 

SO»  +  8H0. 

^^1 

^4,00 

2,95 

2,85 

+  0,10 

2,95 

0,00               ^B 

7.84 

3,82 

3.75 

+  0.07 

3,86 

-0,04               _M 

11.3Ö 

4,86 

4,78 

+  0.08 

4,91 

-0.05               ^^M 

15.05 

6,17 

6.13 

+  0,04 

6.27 

^^M 

iy,24 

7,60 

7,55 

+  0,05 

7;7i 

^^m 

23.23 

10,42 

10.39 

+  0,03 

10,52 

^H 

19,32 

8,17 

8,10 

+  0,07 

8,25 

-0,08               ^^H 

25.ÜÜ 

12,09 

12.02 

+  0.07 

12,15 

^^M 

30.57 

16,24 

16.L>3 

+  0.01 

16,31 

~             ^^M 

35,98 

21,55 

21,49 

+  0,06 

21,42 

+             ^H 

■l. 

808  ^  lOHO. 

^1 

Mir 

B,86 

5.18 

+  0,17 

5,3Ö 

^H 

""TW* 

7,21 

7,01 

+  0,20 

7,20 

+             ^H 

17.00 

9,00 

8,81 

+  0,19 

9,U2 

^H 

^15 

10,92 

10,74 

+  0,18 

10,95 

-  0,08                ^^M 

^^L               ^^^        tJebvT  die  äpauuniit;  des  Dampfe«  von 

Mücbongcn 

etc.    ^^B 

SO'  +  lOHO. 

^H 

^^^H            Temp. 

beob. 

hhcIi  Ol.  1        IKff. 

nach  OL  2. 

Diff!       V 

^^H 

13,20 

12,»Ö         +  Ü,24 

13.17 

+  0,03 

^^H 

16,42 

16,33         +  0,09 

16,51 

-OvO» 

^^H 

20,87 

20,81         +  0.06 

20,94 

-aoT  ■ 

+  0,04  ■ 

^^B 

27,30 

274!7         +  0,03 

27,26 

^^H 

4,00 

3,80         +  0,20 
80»  +  12H0. 

4,00 

+  0.06 

g 

^^H 

5,12 

4,98        +  0,14 

5.13 

-O^IH 

^^^1            10,05 

0,40 

6,30        +  0,16 

6,47 

-aoiH 

^^M 

7,85 

7,65        +  0,20 

7,83 

+m 

^^H 

d,dd 

9,80        +0.19 

9,99 

(t,M 

^^H 

12,l& 

11.90         +0,25 

12,07 

+  0^08 

^^H 

1136 

11,08        +0,28 

11,26 

+aio 

^^H 

U,17 

13,91         +  0,26 

14,09 

+  0,08 
+  0.15^ 
+  0,10« 

^^H 

15.53 

15,22        +0.31 

15.38 

^^H 

19,47 

1«,27          +  0.20 

19,87 

^^H 

25,04 

26,05         -  0.01 
80'  + 18  HO. 

25,05 

-0.01 

■ 

^^H 

5,80 

5.tJ4         +  0,16 

5.79 

+  0,01  V 

^^H 

6,05 

6.76        +  0,19 

6,92 

+  0.03  ■ 

^^H 

8.90 

8,Ö0        +0,16 

8,98 

-o;o» 

^^H 

11,28 

11,14        +0,14 

11.32 

-0,04 

^^H 

12,05 

11,88        +0,17 

12.0« 

-0,01 

^^H 

15.37 

15,24        +0,13 

15;40 

-0,03 

^^H 

20,27 

20,15        +0,12 

20,24 

+  0,03 

^^m           28,94 

24,62 

24,57        +  0,05 

24,57 

+  0,05 

^^H 

OH  erwartet  werden  konnte,  ist  die  Ueb«reiiistioiiiiiBg 

^^^^        der  beobachteten  Sptumungen  mit  den  nach  Gleichung  (2)  fc«- 

^^^^         reclinctcn 

grösser 

als  mit  den  nach  Gleichung  (l)  bcrecfaut» 

^^^H        Es   mUsstcn  die   beiden   letzteren  volUtändig  QbereinstimiBni 

^^^^^         venn  d«r  mit  mii«m  WiutHer  in  Berilhning  befindlic 

he  WlUH^ 

^^L              dampf  als 

ein  volUconimnes  Gas  betrachten  werden  dörfl*,  » 

^^ft             woldteiu  Fall«  die 

Gleichung  (2)  aucli  für  diesen  Dampr  gdm 

^Hr              mUsst«,  wenii;  man 

in  ihr  B  durch  D  ei 

[■setzt 

1 
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Ef«  fioU  im  Folgeaden  eine  neue  Mathode  auseinander  ge< 
stützt  verde»,  die  wir  aiigewuntlt  haben,  lun  die  Leitun^Miig- 
keit  des  Eisens  fllr  die  Wilmie,  oder  vielmehi-  das  VL'rliäJtiiiMH 
dieser  LeitungsfUhigkeit  zu  dem  Produi^tc  aus  spotnüscher 
Warme  und  Diclitigkfit  zu  bestimmfii.  Die  Resultate  der 
Messungen  dieser  Grösse,  die  bisher  ausgefiÜirt  sind,  z«igeu 
grosse  Cntcrscbiedc;  der  ßruud  Idcrvoii  kann  uiiäcrcr  Meinung 
nswii  darin  liegen,  do»^  bei  den  meisten  derBclben  die  AVärme- 
mengeu,  die  der  dem  Versuche  oiiterwortene  KörjuT  luiuh 
Avssoi  hin  abgab  oder  von  aussen  auJiiahm.  nicht  iti  geniigendet' 
Weise  in  Rechnung  gezogen  sind;  mit  Hülfe  des  Begriffs  der 
änsBern  WäriueleitungäfähigkcMt,  der  zu  diesem  Zwecke 
eingeführt  worden  ist,  kann  derselbe  nur  unTollkommen  er- 
reicht werden.  Die  üeberlegoiihüit  der  «eueren,  namentlich 
der  v(jn  P.  Neumaiin  angegebenen  Metlifideii  über  die  äUereu 
beruht  Torzugsn-eise  diirauf,  d;iss  bei  ihnen  die  Ableitung  der 
Wärme  nach  aussen  von  geringerem  Einfluäs  auf  den  Werth 
ist,  der  sich  Filr  die  zu  bestimmende  Gk-össe  ergibt.  Immerhin 
findet  aber  auch  bei  ihnen  ein  solcher  EinfluHS  hi  erheblii:heni 
MaasM;  »tAtl  Bei  der  Methode,  die  wir  angewandt  haben, 
glauben  wir  diesen  EinHuss  noch  weiter  herabgedillckt  zu 
haben,  und  dadurch  zu  einem  zuverlässigem  Wertliü  geführt 
zn  Hein,  als  die  hi^er  gewonnen  shid. 

Der  ideale  Pall,  dm  wir  hfi  unseren  Vermiclien  näJieruiigs- 
wcise  zu  Tei-wirkliohen  gesucht  haben,  ist  dieser:  Das  leitende 
Medium  ist  nur  durch  eine  Ebene  begrenzt  und  Imt  bis  ro 
einem  gewissen  ÄngonbÜck  Slberall  dieselbe  Temperatur;  in 
diesem  Äugenblick  wix'd  in  der  Grenzfläche  nine  andere  con- 
fltaote  Tempemtiir  erzeugt.  Kennt  man  die  Aenderung,  welche 
die  Temperatur  in  einem  bestimmten  Abstände  von  der  Grenz- 
fläche nach  einem  bestimmten  Zeiträume  erfahren  hat,  so  kaini 
nmn  aus  dem  Verhftltniss  dieser  zur  Temperaturilndenuig  in 
der  GrenzHäche  den  Quotienten  aus  dem  Produkte  der  speci- 
tigchea  Wärme  und  der  Dichtigkeit  in  die  LeituagaT&higkeit 
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des  Mediums    nach    einer   bekannten    einfacfaea    Formel 
rechnen. 

Wir  benutzten  eine  Gisenmasse  von  der  QestaU 
Würfels  von  HO""  Seit«;  eine  Kante  war  vertical 
und  gegen  eine  Seiteiiüftche  wurde,  nachdem  der  Wdrfel  lätt- 
gere  Zeit  sich  selbst  ubertassen  wordeu  war,  aas  einer  BruM 
ein  krälTtigor  Wasserstrom  gehütet,  der  um  einige  Grade  wlnur 
oder  kfiJter  war  als  der  Beobachtungsraum.  Es  war  dafür  p- 
äorgt.  dass  die  Temperatur  in  einigen  Punkten  der  gendaa 
Liuie,  die  in  der  Mitte  der  bespritzte!]  SeitenHäcbe  aenkrecbt 
auf  dieser  steht,  gemessen  werden  konnte;  zn  jedem  dieact 
Punkte  fuhrt  nämlich  ein  verticalnr,  riigcr  Canal,  dazu  br- 
xtimmt,  die  eine  Löthstelle  einer  aus  dünuen  Dräliteu  von  N«- 
silber  und  Kupfer  gcbildeteu  Thertaokette  aolzanduuon,  dam 
andere  Lötb&tellc  in  einer  eonstanten  Temperatur  sich  beftuwi 
und  die  mit  einem  Spiegelgalvanometer  Terbondeu  yteriea 
konnte.  Es  war  nfttÜg,  an  der  Scala  des  Galvanometers  AV- 
lesungeu  zu  maolien,  wälireiid  der  Magnot  deeselbeo  in  kb- 
hal'ter  Bewegung  war;  das  wurde  ermöglicht  durch  einen  Chron«- 
graphen,  mit  deeecu  Httife  der  Beobachter  die  Zeitpunkte  laai- 
kirto,  in  denen  der  Vertiealfadeti  des  Feniruhrs  durch  genktf 
TheÜHtriclie  ging,  deren  Zahlen  er  gleichzeitig  einem  GrehoUto 
dictirte. 

Mannioiitaltige  Betraehtmigen  waren  nßlhig,  um  die  Ta<- 
Rchiedeitbeiten  zwii^chen  der  hergestellten  Anordnung  mid  dem 
■vorher  bezeichneten  idealen  Fidle  zu  berücksiditigeü. 

£s  war  zunScbst  der  Einflnss  zu  uutei^uclien,  den  St 
Seitenflächen  und  die  Hinterfläche  deH  Wflrfeli  auf  die  Bfr 
wegung  der  Wärme  in  Uini  ausübt.  Dieser  nur  imbcdeutcni 
Einfluss  ]S.sät  sich  mit  der  nothigen  Quoauigkeit  boredoKii- 
wenn  man  auch  nur  rohe  Näherungswertbc  ftir  die  iaaiR 
und  die  äussere  Leituug^fühigkeit  des  Ei&enwttrfels  ta 
zieht 

Näliemngsweise  wird  die  Temperatur  der  beapritzteö" 
derÜäche  df;8  Würfels  eine  ooustante  sein;   doch    hicltBO 
es  flkr  geboten,  uns  von  der  Vorauasetrung  dicsor  Constaai  n» 
abhängig  EU  machen.   Wir  erreichten  das,  indem  wir  bei  ji 
Vermch  eine  fortlaufende  Beobschtongsreibe  Über  die 


U«bcr  die  Leitaug>(9IitgkGit  <]('S  Eoaeiu  fQr  die  Wänno.         -197 

peratar  in  einem  Punkte  aiiat&llten,  der  nur  5.46™°  toq  der 
VordprflJlchc  outlVnit  i«t,  eme  Beotaelitungsreilie,  die  fast  'bis 
ZD  dem  Zeiljiuükte  fortgesetzt  wurde,  in  dem  die  Temperatur 
in  einem  cntfemteni  Punkte  beobacIitW  werden  niusate.  Es 
dienten  hierbei  zwei  gaiix  gUnclif  Theriüoketten,  von  denen 
zuent  die  eine,  dann  die  andere  mit  dem  Galvanometer  in 
Verbindung  gesetzt  war.  Diese  Methode  gewilhrt  noch  eiiK=ii 
andern  Nutzeu.  Durch  die  GalTanometerbcohac-htungun  kjinu 
DUT  crmittplt  werden  die  Temperatur  der  in  den  Canal  des 
Würfels  eingesenkten  LöÜistelle  der  Therrnokettc,  wJlbi'end  in 
*len  aus  der  Tleorie  der  AV'ftimeleitunK  entwickelten  Glei- 
chungen die  Temperatm-  vorkommt,  welche  ara  Orte  der  Mitte 
des  Bodens  des  Canals  zur  selben  Zeit  statttinden  wl'irde,  wenn 
der  Canul  und  die  Thermoketto  gar  niclit  vorbanden  wÄrcn. 
X)iese  beiden  Temperaturen  sind,  geim«  genommen,  nicht  die- 
selben. Der  Fehler,  ileii  ma.u  begeht,  indem  man  die  fine  lllr 
die  andere  setxt,  verliert,  wie  v.u  zeigen  versucht  werden  soll, 
seinen  Einfluss  bei  der  geuiinnten  Vcrsuchametbode. 

ÄUK  den  Galvano  meterb  fubuchtungen  ist  zunächst  auf  die 
elektromotorisclip  Kraft  der  benutzten  Thi^rmokette  und  aus 
dieser  aiif  die  Temperatur  der  eingesenkten  Löthatelle  zu 
»cblicsaoa.  Misat  man  die  Ablenkung  der  Gleichgewiclitskge 
der  Galvanomctematlcl  diireb  Ströme  von  verschiedener  Inten« 
sität,  so  ist  bei  untiei*m  Instrumente  diese  Intensität,  also  bei 
^eicUbleibendeni  Widerstände  auch  die  electromotoriscbe  Kratl. 
projiortional  mit  der  der  Ablenkung  ent^prechcudcn  Zald  vun 
8cal€Qtheikii;  eine  Abweichung  von  dieser  Proportionahtät 
haben  wir  bei  unaerm  Galvanometer  nicht  auffinden  kümien. 
Will  man  dif  elektromotnrischo  Krnft  nuH  Beobacbtiiiigou  be- 
stimmen, bei  denen  die  Galvanometemadel  in  Bewegung  ist. 
BO  miisa  mau  zur  Differt^nlialgleiclmng  der  Bewegung  der  Nadel 
mrückgeben  und  es  müssen  die  in  dieser  vorkorameiidon  Cou- 
gtanten  durch  vorgängige  Versuche  bestimmt  seüi.  Zu  diesen 
Oonstanten  gehört  die  Schwingungsdauer  und  die  Dämpfung. 
Wir  fiuKlcn  c^  nöthig,  noch  eine  Constaute  einzuführen  und 
2U  bestimmen.  Die  Nadel  unseres  Galvanometers  bestand  aus 
einem  nabe  asiatischen  System,  und  ein  nicht  unerheblicher 
Theil   der  Richtkmlt  rührte  von  dem  Aufhängungsfaden  her; 

[|  r-ohboff.  ti*winm>lu  Abh>ni11un|rni. 
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die  olastisclie  Nachwirkung  dieses  inarlite  sirh  boi  den 
»t;litimgen  i»  sehr  deutlicher  "Weise  geltend.  Mit  Wlrioii 
Erfolge  liabeu  wir  versucht,  deu  B^influss  der  elastiscben  Nadi- 
wirkung  zu  bertlcksiclitigen  und  un.scliit(lb'ch  zu  macbeo  not 
Hülfe  der  lon  Hrn.  Boltzmann  aofgeslellteu  Tlieorie  der* 
selben.  Ek  fülirt  diese  eine  neue  Conatanto  ein,  die  dnrtb 
vorläufige  Versuche  bestimmt  weitlen  masste. 

Die  electro motorische  Kraft  einer  Thennoketto  bei  cino 
Tempcraturdifferenz  der  LöUistdleo  von  wenigen  Graden  pQcgt 
als  proportional  mit  dieser  Temperatunliflerenz  angeuonuBBi 
zu  wei-deu.  Die  Beziehungen,  welche  Hr.  Aveuarius  hä 
«inigcn  Thcrmokcttcn  zwischen  der  elccti-omotoriiicheD  Knfl 
und  den  Temperaturen  ihrer  Löthstellen  gethndon  bat,  seigtai 
uns  aber,  dasa  die  Annalime  jener  Proportiouatitüt  bei  onsena 
Mos»ungpii  einen  nicht  zn  vernachlässigenden  Fehler  bubö- 
f  (Üiron  konnte.  Wir  haben  daher  die  Form  des  Ävenariuß'siiffl 
GeHelzes  TUr  uuuere  Thtirniokutten  als  gültig  liugeuointDeB  nud 
die  darin  vorkommenden  C-onstanten  durch  b«8ondere  Versndw 
bestimmt,  bei  denen  die  Temperaturen  mit  Holfi'  eine«  .JüUjt'- 
sclien  LufttheiTuometers  gemessen  wurden.  Nach  der  so  her- 
geleiteten Gleichung  haben  wir  dann  bei  den  'Wänaeleitilliglh 
versnchen  die  TomperatunlüTerenx  der  LSthstellen  der  Tbem^ 
ketten  &u«  ihrer  eloctromotorischen  Kraft  bi-rixibnct. 

Bei  diesem  kurzen  Bericht  nber  den  Gang  unserer  UntR^ 
suchung  ist  em  Punkt  noch  zu  eiirälmea.  Wir  haben  bei  dtr- 
selbcu,  wie  es  bei  ühnhchcn  UntArsuchnugen  xu  geecht^ 
pflegt,  zunächst  angenommen,  das»  die  Leitnngsräblgkciteu  asd 
das  Produet  auK  specltischer  Wärme  und  Dichtigkeit  von  itr 
Temperatttr  amtlibilngig  sind,  w^lhrend  Ihatettcblich  di«««  beidn 
GrüBsen  mit  der  Teiuperatm-  sich  &ndem.  Bei  HUcksicht  tä»- 
auf  mu^  man  die  Frage  stellen,  ftlr  welche  Temperatar 
der  Wertli  dnr  Lfilungsfilhigkeit  (und  dt-r  "Worth  des  VerfiÜ* 
niases  dieser  zu  dem  Produet  aus  speeiüscher  Wärme  and 
Dichtigkeit)  gilt,  der  ohne  die«e  Rücksicht  aus  den  Beobxb- 
tungen  bcret-hnct  isl^  Bc-i  der  von  uns  gewilhltcn  M»-tboit 
lässt  sich  diese  Frage  beantworten,  wenn  miui  annimmt^  ilaM 
jene  beiden  Grössen  iunerhalb  des  in  Beixacht  Vomanealn 
Teniperaturiuter^'iJls  lineare  Funktionen  der  TeiuperaSsr  mi 
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id  i^icb  Dur  vamg  giidt-m.  Mit  HlUfo  der  Gleichung,  die 
sich  hierbei  ergiebt,  uud  hei  Benutzung  einer  Angabe  von 
Böde  Über  die  spccifisclie  Wärme  dos  Eisens  bei  verschiedenen 
Teniperatweii  Imlicn  wir  aus  tiiisi-ren  ßeobarhtungen  abge- 
leitet, <\ass  die  I^eitungsfdhigkeit  des  Eiscu»^  dividirt  diu'ch  das 
Product  aus  seiner  specifisuheu  "Wäi'me  und  seiner  Dichtigkeit, 
bei  der  Temperatur  i5'- 

=  16,94 -0,034  (.9--  15) 
ist,  wenn  die  Temperatur  niich  Ceisius'schen  Graden  gemessen 
wirdt  und  die  Einheiten  der  Zeit  und  der  Länge  Secunde  und 
Millimeter  sind.  Dabei  muss  abt-r  Iieiuerkt  werdeu,  das»  dem 
Coefficienten  von  .V  nur  eine  geringe  öidtcrbcit  zukommt,  da 
bei  unseren  Versuchen  die  Temperatur  nur  in  engen  Grenzen 
Ficii  bewegte. 

Von  di^n  Ei^ehni»ecn  üiilutrcr  M<,r»Hungcn  stimmt  mit  dem 
uuarigen am heäten däs von  H.  Weber')  gefundene überein,  nach 
dem  jene  Grof.se  bei  der  Temperatur  von  39*'C.  =  1U,97  ist. 
Grössere  Abweichungen  zeigen  die  B^sultate  von  F.  Neumaun 
Angstrfim  und  Forbos,  »oweit  sie  mit  den  unsrigcn  ver- 
glicben  werden  können.  Ob  verschiedeue  Eigensorten  bedcu- 
tewle  Untersehiede  der  in  Rede  stehenden  Grösse  darbieten, 
mU8«en  )>pätere  l'ntt^rsuchungmi  zeigen.  Um  das  vun  uns  be- 
iiutüte  Eisen  einigermassen  zu  chiirakterisiren,  möge  angeflllirt 
werden,  dasä  ex  aus  den  Ki^enwerken  der  Dortmunder  Union 
bermbrender  Puddebtuld  iat,  uud  da^  die  chemische  Anatpe 
in  ihm  ergeben  hat: 

0,129  Procent  Kohle 
und  U,Ü8U       „        SiUcium. 


Ist  u  die  Temperatur  eines  Körpers  im  Punktt^  (r,  y,  z) 
zur  Zeit  t,  c  tüis  Product  au%  der  spt-i-i fischen  Wärme  in  die 
Dichtigkeit,  k  die  LeitungsiÜlügkcit,  »o  ist: 


(l) 


du 


Öt 


du 


'di^ 


du  ,         ffx 


«)  Webei,  Pogg.  .Viin.  u*.  p.  Sfi".  1872. 


82« 


000       Uebcr  die  LnitongEfthlgkeit  des  Ei»eiu  fUr  difl 
oder,  wenn  man: 


setzt  und  c  und  k  ah  coiuitanl  anuitunl: 


w 


9i 


(8^ 


+ 


9' 


{djt^  '  e« 


+ 


SM 


Es  bilde   der  Körper   einen  WOrfel,  dessen 
lAnge  i  Ilaben,  und  die  Gleicliuiigen  seiner  SeitenSäch^D  mtn- 

1=0      y=0      1=0  T=l     y=/      x=i 

Es  sei  ferner  bis  zum  Äugenblick  (  =  0  iilwrall  h  ■>  0,md 
von  diesem  Augenblick  an  n  =  I  in  der  Fläcbc  .-  =  0,  '«titfeaii 
die  fünf  anderen  Seitenfl&chen  ihre  Wärme  gegen  «a*  Cm- 
gebung  vOD  der  Temperatur  Null  auHstralilen.  Neben  der  pu- 
tiollen  DiSorentJalgteicbung  (2)  hat  dann  n  die 
zu  ertUUeüi,  dass: 


(8) 


für  /  =  0 


Tv 


«  =  0 
für    X  =  /  1^  =  -  A«. 


55 


r  =  0 


l. 


-Ä«, 


ist,  wo  h  eine  Con^tante,  nJtmlich  das  VcrhiUtniss  der  Sssn 
zu  iuncrn  LeituDg^fäbigki.>il  bcdeuteu  Die  Aufgabe, 
Forderungen  gcmllss  »  zu  bestimmen,  läs-it  nur  eine  LBsmif 
zu;  niATt  kann  cticäo  linden,  indem  man  n  gleich  dner  Baftf 
8ct2t,  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  h  fortschniML 
Filr  den  vorliegenden  Zweck  ist  e«  ausreichend,  die  b«ite 
ersten  Glieder  dieser  Reibe  zu  ermitteln.    Demnach  «etze  nac' 

Die  Forderungen,  die  dann  für  V^  sich  ergeben,  erflUIt  B». 
indem  man  U^  ab  eine  Function  der  beiden  Yariabcio  ;  i^ 
t  annimmt,  die  der  partiellen  Differentialgleichung: 

und  den  Bedingungen  gcoUgt,  do^s: 
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ist. 


für  1  =  0, 
für  (  =  0     U^  =  1, 
Man  setze: 


ü,  =  0 
für  2  =  / 


dU, 


a=0 


^„=j^j 


(h. 


(5) 


Diese  Function  spielt  bei  den  hier  auszuführenden  RecUnungoü 
eine  grosse  BoUe;  wir  hiibeQ  bei  diesen  die  von  Kramp  für 
sie  berechnete  Tabelle  benutzt. 

E»  hatf/lTy^l  die  EigenscLait,  dass: 

i?=«^  und  für  t  =  0     £7=0, 

fürj-  =  0     £7=1,  fttri  =  00    y-O 

ist.     Daraus  folgt: 

^  \2}<,i)  \2V^}  \2yaiJ 

oder,  wie  wir  schreiben  wollen: 

Es  war  nöthig,  das  hierdurch  definirtc  R  für  gewisse 
WcrÜie  der  dariu  vürkomiueuden  Argumente  zu  berechnen. 
Indem  wir  Kilbmetpr  und  Secunde  zu  Einheiten  der  Länge 
und  der  Zeit  nahmen,  konnten  wir  als  NiÜiprung>4werth  von 
a  16,5  wühlen;  /  hatten  wir  =  140  zu  setzen.  Der  kleinste 
Werth  TOD  ;,  der  in  Betracht  kain,  war  5,48^  fUr  Um  und 
olle  AVcrthc  von  i,  die  ins  Auge  zu  fassen  waren,  er^b  eich, 
R  verschwindend  klein;  femer  fand  sich: 

för  j  =  44,65        ^  =  145        Ä  =  0,00067 
„      =  44,65  =  175  =  <),()U192 

„       =71.26  =145  =0,00254. 

Zur  Bestinunuiig  vo]i  U^  hat  man  die  GldicbuDgen: 


302        Udier  d>  f  iiiiii.rfah%liif  da  Eäaa  flb  &  Wi 
fnr(  =  0  r^^O^ 

„  -'  =  0    r,  =0,  r=/^  =  -c;. 

ITin  flmeD  zu  genögen,  setze  man: 

Ci  =  Ut  -7-  Cg  -r  U„ 
•wo  U,  eine  Fanction  tod  f,  r.  f,  U,  eine  FnnctiOD  mi 
^,  t,  t  tmd  £^,  eine  Fmiktioii  von  z,  t  sein  soll;  jede  diesa 
Fonctionen  soll  die  fOr  C\  aufgestellte  partielle  Differaitiil- 
gleiclning  erfallen  und  sowolü  für  t=Ö  als  f &r  z -> 0  Ta- 
schwinden.   Ceberdies  moas  dann  sein: 

Um  ü*!  zu  finden,  mass  nuin  zunächst  eine  Fanction  von  /■ 
z,  ^  die  K  genannt  werden  möge,  ermitteln,  fOr  welche: 

AT^^lä^  +  g?-;' 
für^  =  o    r=o, 

für     ar  =  0    ^=f{z,{),    fÜr;r=C30      T'=0. 

ist,  wo  /  (z,  i)  eine  gegebene  Function  von  z  und  f  bedeutet 
die  für  z  =  00  verschwindet.  Die  folgende  Erwägung  lehn 
dieses  V  kennen.    Es  ist: 


r' 


toi 
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eine  LCsung  der  in  Hede  stehenden  partiellen  DiiTerential- 
gleichung;  eine  allgemeinere  erhält  man,  wenn  man  hier  t—i 
für  /,  z—i'  oder  *+.-'  für  z  setzf,  den  Ausdruck,  der  dft<liircli 
entsteht,  mit  einer  wülkflrlicben  Function  von  2'  und  /'  mal 
di'df  multiplicirt  uiid  zwischen  constanben  Grenxen  nocli  e 
und  /  integrirt.  Der  Differentia,!gleichung  wird  daher  aacli 
genügt  durch: 


''=-rJß''''-f^''''^M' 


— e 


0  0 


da  der  Thoil  von  -g-,  der  infolge  davon  auftritt,  dass  die  obere 

Grenze  der  Integration  nach  /'  nicht  conKtaiit,  aondeni  t  ist, 
Terschwindet,  Dieses  V  erfüllt  zugleich  die  Bedingungen,  die 
für  /  =  0,  1  =  0,  »=co  und  r  =  00  aufgestellt  sind;  es  genügt 
anch  der  f ür  j-  =  0  geltenden  Bedingung»  wie  die  folgende 
Betrachttmg  zeigt.     Bn  ist: 

Wenn  .r  verschwindet,  bo  wird  der  unter  den  Integral- 
zeichen stehende  Ausdruck  gleirh  I^ull,  es  ftci  denn,  dass  zu- 
gleich t~f  und  i  —  ^  verschwinden ;  fUr  ein  unendlich  kleine» 
M  ist  daher: 


•  +» 


9*        *fix  J     J 


rät  dt 


0    _. 


ocler  wenn   mau   die  Integration  nach 
benutxt,  dass 


ausfuhrt,  indem  man 


dze        =  — ^- 


isk: 


9V_Siz,t)  rrdt  _^ 

9'-  t}'aj7\'     *"• 


hOi       Ueber  die  LcItUDgsAliigkcit  des  Eben«  fUr  die  Wlnoo. 


FuKrt  man  hier  an  Stelle  der  IntegrationarariAbclii  r  eae 
neue  durch  die  Gleichung: 


ein,  60  erhält  mau: 

sr    /CO  r     .    - 

wie  zu  beweisen  war. 
Nua  soUc  luan: 


'/l^'). 


ßUirc  statt  des  Zeit.beiis   V  da»  I^eicbcn  Kl')  eio,  sodass: 


(6) 


KC.,=  -i/J-*...(^),^.(.     • 


•{t-ii 


— * 


i-J) 


und  mache: 

;r=  ;r(z)=  »^(*)+  >'(/_i)+  r(2/-i)+  K{a?-#). 

Dieses  ^r  genügt  dann  der  Differentialgleichung,  der  V,  S^ 
nügen  soll,  und  es  ist: 


j«o   r=o 


z  =  oor=o. 


Bei  Rücksicht  auf  die  G-leichong  (5)  folgt  liierauit.  dau_ 
Forderungen,  die  £/«  erfiülen  soll,  erfüllt  werden  durch^ 

Ur'=lfiM)+H'{2i-t)~9r{U-t)  +  > 

Ans  C-^x  erhält  man  U„,  indem  man  jr  an  die  8t 
X  »etzt. 

Um  l,  ZQ  erhalten,  mu$s  man  zimftchst  eine  Fonctioo ' 
z  und   /,  die  Z  od^^r   aucb  Z(:)   genannt  werden  m^ge, 
suchen^  die  die  Bedingungen  erfUllt: 


*Z 


S'Z 


97="J?' 


für  fssO    2»0, 
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iür  ^  =  0~=f[t),    für  2  =  00  Z=0, 

0  /  (0  eine  gegebene  Funktion  von  t  bedeutet.    Es  geschieht 
EIS,  wenn: 

esetztwird.  Der  Differentialgleichung  wird  nämlich  genügt,  da: 


ta( 


VT* 

ine  LösuDg  derselben  ist;  es  verschwindet  Z  für  /  =  0  and 
ir  z  =  00;  endlich  ist: 

er  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  verschwindet 
ir  z  =  0,  wenn  nicht  zugleich  ^  —  ^'  =  0  ist;  daher  ist  für  ein 
nendlich  kleines  z: 


dz_  f(t)_  rtdt  -iTt_  f... 


2V<i 

0 

Nun  bezeichne  man  den  in  der  Gleichung  (5)  gleich  U^ 
esetzten  Ausdruck  durch; 

lache: 

)dasB: 

'  «' 

dt' «(!((-(•) 


^«  =  -/^/^«"'^'?fb 


"■-   •  vt-f'^ 

0 

ird;  es  ist  dann: 

U.  =  Z{l~z)~Z{Sl-z)  +  Z{hl—  2)  - . 
~  Z  (/+  «)  +  Z{Zl+z)  -  Z(5/+  2)  +. 
l^umerische  Rechnungen  waren  nur  auszufahren  für  a:  =  -^ 

oA.  ^  =  ~\  für  diese  Werthe  von  x  und  y  ist: 
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also: 


und  CS  Torciofncht  sich  die  Gleichung  (7)  in: 

H'(0  =  2  (r(|)+K(»i)+K(y) +  ...). 

Bei  den  Werthsjstemen  ton  *  und  /,  die  in  Bc 
ziehen  waren,  war  Ut  gunz  zu  verauchl&ssigeii,  uttd  ca  rsielik 
in  jcdoT  der  Air  Ui  und  fF(x)  aufgestellten  Reihen  die  Bertck- 
eichtigung  des  ersten  Gliedes  aii9,  sodass: 

gesetzt  werden  konnte,  wo  Kj^j  aus  (6)  «ur  anuittelii  wir. 

Pübrt  mau  hier  ii«  Stelle  Ton  /  die  neue  IntegrationsraräHf 
a  durch  die  Gleichung: 

ein  und  setzt  zugleich: 
so  hat  man  also: 


'       «  j    i-f 

m 

fds'  U{s' 


-(i-jT 


-«i-»-!'; 


— e 


Dieses  Doppeliutegral  ist  fllr  die  'Wertfae  Ton  a  und  i,  flr 
die  seine  K<-imtuiss  aötbig  war,  durch  meclumiache  QuadntBr 
mit  HOlfo  ii^apbiächor  Darstellung  berccboot.  FOr  t  «  6,iß^ 
und  alle  Werthe  ron  r,  die  in  Betracht  kamen,  könnt«  es  glsdi 
Kall  gesetzt  werden,  und  es  ergab  sich: 

für  I  =  44,05       /  =  145  i\  »  -  5^1 

=  44,65         =175  --7,TI 

=  71.26        =145  -  -  5,6t 

Vm  hiernach  der  Gleichung  (4)  geadss  b  bendua  ■ 
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kOnneiL  mussteit  wir  noch  dit  GhrSsse  h  bestimiDcn.  Es  mQge 
hier  die  Bcsclireibung  der  Versuche,  durch  welche  das  ge- 
schehen ist,  angeschlossen  werden. 

Es  war  der  Würfel  ia  seiner  ganzen  Masse  nnJicru  gloich- 
mäs&ig  über  die  Tfinpc-ratur  küidet  Umgebung  Erwärmt.  Die 
eio«  LötlisteUo  einer  mit  dem  Üalvanometer  Terbundenen 
Tbermokette  war  in  der  Kälic  desselben,  vor  seiner  Strahlung 
gesobUtzt,  aufgestellt,  die  andere  iti  einen  Can&l  des  Würfels, 
der  in  seinem  Mittolpunkte  «mdigte,  eingeführt  Ist  t>  der 
üebersrhu!«  der  Temperntur  im  Putilrto  [x,  t/,  z)  zur  Zeit  /  Ober 
die  Tcmpei-atur  der  Umgt^bung,  eo  iät: 


9r 


5»t» 


Tf""  (eP  +  ßV»  "^  dT' 


und  ftlr  r  —  0 


=  Ais 


9v       . 


für  j-  =  /    |r=  -Au 

Ör 

1     Sc  , 


Ist  f  80  grosHr  dass  von  der  Beihe,  durrb  welche  v  »ich 
darstellen  lässl,  wenn  noch  der  An fanpszu stand  als  gegeben 
betrachtet  wird,  nur  das  erste  Glied  befücksichtigt  zu  werden 
braucht,  so  ist  hiernach: 

a  const.  «"'*'*'( C0BiT+-T Hin ilrWcosJly+  7sin/yJlcosAa  +  -j^huiIk), 

wo  A  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleiohatig: 

(8)  1«^'      * 

liedeatel 

(9) 

filr  den  Mittelpunkt  des  Würfels,  d.  L  fOr  den  Pmilct  T=y 

—  '  =  ä»  gilt  diese  Gleichung  schon  hei  Itleinoren  Werthen 

von  £,  als  ftir  andere  Punkte,  da  für  ihn  die  CoSfficicnton  der 
drei  Glieder,  welche  in  jener  Beihe  auf  das  erste  folgen,  rer- 
ecbwindcn. 

Da  bei  der  Bestimmung  ron  h  eine  geringe  Genauigkeit 
ausreicht,  so  konnte  die  GalTnnometerahlenkung  in  einem  Augon- 


2  '    J 

Pur  beliebig«  feste  Werthe  von  x,  ji,  z  i«it  daher: 
— ii*<i 
r=const.«  ; 
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blick  unmittelbar  aU  Mattss  iUr  dea  entspreche  ndea  Werti 
von  r  dienen.  War  boobachtctf  wie  die  Ablculcung  mit  der 
Zeit  abnahm,  so  konnte  mit  Hülfe  des  schon  benutzten  N&he- 
ningswertbes  Toa  a  aus  (9)  X,  und  dann  aus  (6)  A  g«f 
■werden. 

Bei  einem  Versnche  dieser  Art  sank  die  G^vanomeler- 
ablenkuDg  in  der  Zeit  von  165  Mitmten  von  361^  Seatn* 
theilen  auf  187,0;  und  zwar  ^o,  das«  in  gleichen  Zeitinterralia 
der  Logarithmus  der  Ablenkung  sehr  nahe  um  gleich  viel  ftb> 
müini;  setzt  man  wieder  n  =  16,^.  so  folgt  faierans  X  =  0,0011S^ 
und  weitfr,  da  /=  140,  A  =  0,000094  3. 

Daraas  ergiebt  sieb: 


Ihr  s  =  44,65, 
=  44,65, 
=  71,26, 


R  +  kU^^  0,0()OI8 
=  0,001 18 
=  0,00201] 


Die  im  vorigen  Abscbnitt   untersuchte,   dordi  die 
cliungvn  (2)  und  (3)  de&iirtc  Fimktiüu  «  von  den  Argomeotta^ 
X,  ^,  f,  t  möge  nun  durch  u  (()  bezeichnet  werden.    Setzt  nua^ 


(10) 


■■Smä:-i^, 


wo  /[t]  eine  beliebige  Function  von  /  bedeat4,%  so  ist  dun 

für  r  =  /  |^=-Au 


Um  einzusehen,  das»  der  partiellen  Differentialglei 

du 


gentigt   wird,  hat  mau   xu   beachten,   das«  |^  (Qr  f 
schwindet,  da  ftlr  diesen  Werib  von  /: 


Ol«* 
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»  =  0,alsoauch|^-  +  |^,4-|^:=0 


ist:   and  um  ?.a  beweisen,   dass  r  =f[i)  für  i  =  0  ist,   ist  zu 
benatz«n,  da^s  das  Integral: 


/^ 


geDonimen  ron  /  =  0  bis  zur  irgend  einem  positiTen  "Wertbe 
TOn  t,  fÄr  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  :  gleich  1  iat. 
Xan   soll   in  Beziehung   aut'/(0   die  Anualimc  gemacht 
werden,  dass: 

ist,  wo  C  eine  Constantt?  bedeutet  und  if{()  iils  iiiiendlicli  klein 
l»etrachtet  werden  darf.  Nacb  der  im  vorigen  Abschnitt  eiü- 
gefUluiieD  Bezeictmung  bat  man: 


'«- ''(.TT,) +  «  +  *''- 


auch  das  Glied  7?  +  A  Tj  soll  als  nnendlicli  klein  angesehen 
worden.  SubsUtiiirt  mau  diese  Wertbe  von/(^  und  w  (/)  in 
die  Gleichung  (10).  so  erhält  man  bei  Veniacldässiguug  einer 
kleine»  Grösäe  höherer  Ordnimg: 

Es  möge  der  "Werth  von  z  fllr  den  vordersten  Canal,  also 

fi,46''"',  durch  .'„,  und  der  Werth  von  n  für  3-  =  -,  y  =  -,  1=  t^ 

durch  r^  bezeichnet  werdf?u.  I'ür  diese  Werthe  von  j-,  y,  t 
ist,  wie  ei-wRhiit,  R  ■\-  hU^  als  verschwindend  zu  betrachten; 
man  hat  daher: 


^  =  ^^(^)^ 


jff{t)d( 


eu 


In'*, 


TJT 


Diese  Gleichung  sclireibc  man: 

<12)  "•-'^'^(z^J  +  '^W. 
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indem  mao: 


il>{t)=jrp{i)il( 


dt 


setzt    Bei  der  luerdarch  gegebenen  Definitioa  von  ^(0  *i 
aber: 


denn,  bezeichnet   man   die  oino  oder  die  andere  Seite  dieter 
Gleictiung  durch   V.  so  Ut: 


gr       ST 


für/=0     K=0. 

nud  diese  Gleichungen  bestimmen   V  eindeutig,  da  am 
folgt,  dafis,  wenn  /^'  der  Unternchied  zweier  FunktioDra  il 
die  ihnen  genUgen,  vorausgesetzt^  dass  If  nicht  oo: 

I,  dt, 

sein  mu83,  welche  Bedingung  nur  durch  ft^=0  eifalh' 

Die  Gleichung  (U)  wird  dadurch: 


(13), 


^(^(w.^)-^''-*-*^')"'/*^*''^''^ 


Bt 


W&re  ea  m&glich,  Temperatoreo  im  Innern  deg  ur 
letzten  WlU-felszu  beobachten,  no  wQrdeu  die  Gleichungen  < 
und  (13)  djuu  dienen  können,  um  mit  HQlfe  eines  NShe 
werthes  von  n  den  genauem  Werth  dieser  Gröese  zu 
Es  mOaate  die  Tempemtm*  t;„  als  Fmictiou  der  Zeit  beol 
sein;  die  GIoidiauf<  (13)  gäbe  dann  i^-(f),  nachdem  C  wUMriick 
aber  so  gewählt  wäre,  dass  M){t)  klein  bleibt;  aas  der  GW- 
chuug  (13)  wäre  dann,  naclidem  das  Integra)  durch  mechani«^ 

Quadrattu'  bestimmt  wäre,   U  [ — ^j  zu  berechnen  und  Im 
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KU  der  genauere  Wertb  von  a  zu  ermitteln.  Nan  sind  in  d^n 
Vttriel  aber  Can&lo  gebohrt,  in  dicee  sind  die  JCndea  rou 
Thcrmokettcn  eingefnlirt,  und  auf  die  Tempenitnren  der  Lötti- 
8t«>llon  dicMT  tcünnon  allein  dio  Beobnchtinigen  sit-h  beziehen. 
£5  soll  zu  icig^n  versucht  werden,  da^ä  die  Gleicliung(,>ii  (12) 
nnd  (13)  in  d«r  ttng<<gebeneti  Weise  benutzt  werden  dOrfen, 
auch,  wenn  mnn  durch  n  die  Temperaturen  dieser  Lütli^tellen 
bneichnet,  gerecluit^t  von  der  ursprttDgUcheu  Temperatur  des 
Worfeln.  Dabei  sotl  aber  nur  der  Fall  ins  Äuge  gofasüt 
werden,  da»ä  die  Seitenflächen  und  die  Hinterflächo  den  WQr> 
(eh  keinen  merkbaren  Einäuss  auf  die  Verbreitung  der  WKrme 
in  ihm  liabcn,  das  »ehr  kleine  Glied  It  +  A  l\  tu  der  Gleichung 
(18)  also  TemachliLäsigt  werden  darf. 

Der  DurcluuL-sscr  eineä  jedeu  der  Cnuäle  soll  als  unund- 
ttdi  klein  angenommen  werden;  der  Einlluw  desselben  auf  die 
Trmpc7aturvertheilung  in  dem  Wtkrfel  wird  sich  dann  nur 
Mif  unendlich  kleine  Entfernungen  von  »einer  Wand  hin  cr- 
Mrecken.  Man  denke  sich  eine  FlAcbo  *,  die  di«  Umgebung 
de«  Canals  in  einer  Weite  von  dem  übrigen  Tlieile  des  Wflrfels 
■bgntnxt,  die  klein,  aber  grog.s  genug  ist,  um  rincn  Einfinas 
das  Canals  auf  die  Temperaturen  jonäeits  derselbva  ailS2D- 
schliei^Keu.  Diese  Fläche  a,  deren  grösster  Tbeil  als  eine  07* 
lirilri-' Ii'  Fläclii*  Ton  kn-isförniigem  Querschnitt  gedacht  wer- 
ileii  Tiiii;j;>  .  i'i-g,%n£e  man  zu  einer  ge^rhloägeuen,  indem  man  die 
Cj'lindtTililche  in  die  Luft  hin  verliUigcrt  und  einen  Quemchniit 
(dt*r  durch  dio  DiiÜitr  der  Thermokcttf  hindurrligoht)  hin;;iifügt. 
Man  »teile  sich  die  Aufgabe,  die  Wärnicbewegiing  in  dem  Sy- 
tUtmc  zu  ermittelu,  das  durch  die  so  gebildete  Fläche  voUsti&Q- 
dig  be^enzt  i»t.  Die  Umgebung  des  Wllrfols  hat  die  Teni- 
pertttur  Null ;  dieselbe  Temperatur  haben  die  Querschnitte  der 
Orikbt«  der  Xbcrmokette,  die  xu  der  begrenzenden  Flftche  go- 
JiCren.  und  man  nlrd  annehmen  dUrfcn,  dass  die  ausserhalb 
d«B  Wtirfetä  beündlicheu  StQeke  dieser  Drfihte  ihre  W&rme 
[egcn  eine  Umgebung  von  denelben  Temperatur  ausstralilen. 
tHe  Elemente  der  Fläche  i  haben  diejenigen  Temperaturen, 
3ie  «ie  zur  selben  Zeit  liabeu  wUrdeu,  wenn  der  Canal  nicht 
Nirfaanden  wäre,  Temperuturrn,  die  wie  bisher,  durch  r  be- 
ichnet  werden   sollen.    Bedeutet    V  die  Temperatur  irgend 
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eines  Punktes  des  betrachteten  S/Btcmes  rur  Zeit  f,  no  ist 
duTcli  V  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  noch  bertldnicbtil 
dass  Kar  Zeit  t=Q  das  ganze  Sj-stcm  die  TempenUitr 
beaass;  und  zwiir  stellt  sich  V  dar  als  ein  Ober  die  FUcli 
und  doä  Zeitiiitei*rall  t  zu  nehmendes  Integr&l.  das  sidl 
zeichnen  l&Aät  als  eine  homogene,  lineare  Funktiun  der  Wertht. 
welche  v  in  der  Fläche  s  und  in  d«>m  ZeitinteiraU  t  aonnumt 
Jeder  dieser  Werthe  nim  lässt  sieb  nach  der  Tqrlor'seha 
Bciho  so  entwickeln,  das«  das  erste  Glied  der  Wertli  tos ' 
üt,  der  dem  Zeitpunkte  t  und  dorn  Werthe  ron  r  ent^Kidl 
der  für  die  Spitze  gilt,  in  die  der  Canal  nustäuft-,  und  <^e  fol- 
genden Glieder  die  Differential fiuotienten  dieses  Worthes  nadi 
t  und  z  enthalten.  Es  folgt  daraus  für  V  eioe  Reihe,  di* 
bezeichnet  werden  kann  als  «.'ine  humogene.  lineare  Fonktios 
von  V  und  seinen  DiffereTitialquotienten  nach  t  und  :.  Du 
gilt  auch,  wenn  I'  auf  einen  Punkt  der  Ijöthtlärhc  bezog« 
wird;  also  auch,  wenn,  wie  es  uun  geHclieheu  soll,  durch  !*& 
aus  den  Galvano  inet«rbcobncIitiuigen  abzuleitende  Tempentm 
der  Löthüitelle  bezeichnet  wird,  die  ein  gewisses  Mittel  aus^ 
Temperaturen  der  einniclncii  Punkte  der  LöthfUche  ist  Die 
Cocflicicnten  der  einzelnen  Glieder  dieses  V  sind  aussdifieidKfc 
Ton  der  Gestalt  des  Caiialä  und  der  Gestalt,  Lage  und 
des  eingesenkten  ThcÜcs  der  Thermokott«  abhängig;  siei 
alä  gk'icli  fUi-  die  verschiedenen  beautzten  Thermoketttt 
geiiomnieu  werden.  Fasst  man  den  bezeichneten  Aasdn^ 
von  V  als  eine  Punktion  der  beiden  YerOnderlicben  f  md  r 
auf^  80  bat  man: 
BV 

JT' 
da; 

9s 


8'F 


für  (  =1 0     r'  =  0    und  fllr  a  =  00     V 


ist  und  1^  d.  h.  bei  der  in  der  Gleichung  (10)  benntzten  B^ 

zeichnungs  weise: 


ffin<t^ 


em 


st 


mit  allen  seinen  DüFcrentialquoticnten  nach  /  und  e  ftth 
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luid  fth'  j  =  OD  versclminileiL  Aus  diesen  Eigfiiscliaften  von  V 
folgt  aber  durch  SililRsse,  die  mit  denen  gaiu  übereinstimmen, 
durch  welclie  ilw  Olfichungen  (12)  und  (!3)  abgeleitet  sind, 
dass,  wemi  man  de«  Wcrtli  ?on  V  f  ili-  i  =  r„  durch  V\  bc- 
zeichnet  und: 


''«^''''(ifej  +  '^M 


setzt,  indem  man  dem  Zeiclioii  w(/)  ^ine  toq  seiner  früheren 
verschiedene  Beileulung  giebt: 

wird.  Dieae  Gleichungen  untei-schciden  sieh  aber  von  den 
Gleichnngen  (12}  und  (13),  abgesehen  von  dem  Fehlen  des 
Gliedes  Ä-I-AC,,  da«  wii*  hier  ula  zu  vernaehlässigen  ange- 
nommen hatten,  nur  datiurcli,  dtuiH  V  und  )'„  au  die  Stelle 
TOD  t)  und  f.'„  getreten  sind. 

Efi  werde  uun  durch  v  die  von  der  ui-apiUriglicheu  Tem- 
|»eratur  Ji>8  Wtüfels  an  gerechnirte  Temperatur  der  in  einen 
der  CanSle  eingesenkten  LOtlistelle  einer  Thennokettc  he- 
Hclmet;  die  Tempcralur  der  zweiten  LöttiKtellc  stri  die  ur- 
jrtinglichc  des  Würiels  und  E  die  elektromotorische  Krat't 
der  Thermokette.  Die  Galvanouieterbeoboclitungen  lehren  «u- 
üächst  dieses  JC  kennmi,  aus  ihm  ist  auf  "  zu  schliessen. 
Näherungsweiso  eind  r  und  E  einander  proportional ;  wir  fanden, 
ee  aber  nöthig,  die  Abweicbuage»  von  dieser  Proportionalität 
sa  berücksichtigen  und  haben: 

(U)  v=p[E-fi£:-'i 

gpset2t  wo  p  und  fi  TOn  i<  unabhilngige  Grö!;seii  bedeuten. 
Bez«iclmet  man  den  Wertli  von  K  für  v  =  »^  durch  E^,  oder, 
tun  turine  Äbltrmgigkeit  tod  t  anzudeuten,  durch  Ef,{t),  so  ist 
ebenso: 

Diese  Ausdrücke  sind  für  «„  und  v  in  die  Gleichungen  (12) 
und  (13*  zu  substituiren.  Aus  der  erstcrcn  dann  ^-(i)  für 
alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  l  zu  berechnen,  wfire 

Klrdiboff,  (i«umiD>Ii»  AtihiodlunKVR.  !{g 
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läatig;  maa  koim  di«  Muho  Terringorn,  iadcu  man  bcmiut, 
(lasa  r*  uiid  V'  (0  ti*^!''  U'^iQ  ^^-  Infolg«  dieses  Umstände» 
luLon  nuiD  in  dem  (:rH«de  ;ifi^g^(f)  der  Öleiubang  (12): 

setzen  und  erhält  dami  aus  ihr: 

Diesen  Werth  setze  laan  in  die  Olvidiuiig  (13)  ood  schi 

C 
('  an  Stelle  von  — .  indf-'^m  mmi  dicsvm  BiiclistabeQ  eine  onq 

Bedeutung  gioht;  msii  Bndet  diuiii: 


(16) 


Audi  du»  neue  C  kann  üincrhaJb  gi'wisser  Grenzen  «ill- 
kilrlich  gewühlt  werden;  es  mu6s  nm-  so  gew&hlt  werden,  dua: 

klein  ist. 

Die  gefundene  Gleichung  wird  zur  numerischen 
bequemer,  wenn  man  an  Stelle  von  t  eine  neue  latogratiooi- 
variable,  die  U  genannt  verd«n  möge,  durch  die  Gleicbaif: 

\2Vait-n} 

einfuhrt;  sie  wird  daun: 


wn-cffi 


aK-Tj 


\dU-itC* 


m 


t\Mt} 
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Bei  den  bisher  g(;mH.cliieii  ÄuMinandt^rsetzungen  ist  au- 
genommeu,  daaa  die  Leitaiigsfäliigkeit  A  und  das  Product  aus 
der  spccifisclieii  WÜriiie  in  die  Dichtigkeit,  r,  also  midi  das 
Verhältiiiss  dieser  beiden  örösson,  a,  consLant  sind.  TJiatsäch- 
lieh  stiid  dieselbea  Ton  der  Temperatur  abhHugig,  und  der 
auf  die  angogobene  Weise  bcrecbiiete  "Wertli  \oii  «  wird  nur 
für  eine  ^ewisaö  Temporatur  riclitig  sein.  Diese  Temperatur 
soll  DUO  ermittelt  werden.  Dabei  kauii  statt  des  Falles,  der 
bei  deu  Vcrsuchoii  verwii-klicht  M-ar,  der  einfachere  uud  mit 
diesem  sehr  nahe  übereinstimmende  ins  Auge  gcfasst  werden, 
,  dass  nir  die  Temperatur  u  diu  Buditigungen  gelten,  dass: 

^M  mr  f  =  0     u  =  0, 

^V  nirs  =  0     u=l,  fiir;  =  QO     «=() 

^^■rib  iät  dann  u  eine  Function  der  b<.>idei]  Variabelii  t  und 
PPWdie  Differeutialgleichimg  [1)  vereinfacht  sich  xa. : 

I  c  nnd  k  »iid  liier  aber  Fimctionen  von  m;  von  diesen  soll  on- 
geDommen  werden,  dass: 

X*  =  ^j,  -|-  A|  «,  c  =  r^  +  Cj  K 

ist,  wo  hat  *i,  c^,  «1  Constanten  sind,  uad  zwar  A,  und  c,  Con- 

etauten,    die  als  unendlich  klein   angesehen  worden   ki^nnen. 

Dann  ist; 

(16)  n  =  (7„  4-/1,7/, 

wo: 

a^,=*'.     und     "i  =*•-'!. 

Uoter  diesen  Toraussetzungen  bat  es  keine  Schwierigkeiten, 
die  Function  u  mit  fiücksicht  auf  die  unendlich  kleinen  (rlieder 
niedrigster  Ordnung  zu  bestimmen.  Die  DifforoutiaJgleichuiig 
für  dieselbe  ist  dann: 


oder: 
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Ihr  sowohl,  ab  den  ftlr  u  an^gehenen  Otenzbedingongen  kann 
man  durch  eine  Function  des  einen  Ai^uments  ^  genSgeo. 
Man  setze: 

dann  ist,  wenn  Si  eine  Function  Ton  «  bedeutet: 

SSi  ,xdSi  S*Si        1    d'Si 

Ti^~*t  dt'  "FF  "  ST'  <**•  * 

Uacht  maa  hier,  anter  der  Yoraossetnuig,  daas  h  eine  Function 
von  X  ist,  einmal  i2  «  u,  dann  £1^=  u*,  so  wird  die  t)^ena- 
tialgleichong  f&r  u: 

"dx'^'dx*  e,       dx  2*,    dx*  ' 

und  die  beiden  willkDrlicben  Constanten,  welche  das  allgemeiiie 
Litegral  derselben  enth&lt,  sind  gerade  anardchend,  die  beideo 
GhTenzbedingungen : 

für«  =  0    »bI,  f&r  x^  CO     tt  =  0 

zu  erflülen. 

Vernachlässigt  man  die  mit  e^  nnd  A^  behafteten  Glieder, 
30  wird  K  =  U{x),  oder,  wie  der  Kürze  wegen  geschrieben 
werden  soll,  =  U;  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  ist  daher 
die  Differentialgleichung  tür  «: 

Das  allgemeine  Integral  derselben  ist: 

H=^  A+  BU, 
wo  ^  und  B  als  Functionen  von  j-  aus  den  Gleichungen: 

'^+£7^  =  0 

zu  bestimmen  sind.    Aus  diesen  folgt  hei  Rücksicht  auf  Glrt- 
clmng  (16): 

i(-r  Ofl  *o        da- '  da-  o,  i,  rfJ 
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Benutzt  man,  dass: 

—  X' 

2V^ 


J^dxU=^+'~^-^-,- 


_*• 


0 

ist  und  bestimmt  die  additiven,  wülktirlichen  ConatMiten,  die 
A  und  B  enthalten,  so  dass  a  =  1  für  «  =  0  und  m  =  0  für 
j-  =  00  wird,  so  ergiebt  sich: 

Berechnet  man  aus  einem  beobachteten  "Werthe  von  u  die 
Grösse  a,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Abhängigkeit  von  der  Tem- 
peratur zu  nehmen,  so  thut  mau  das  nach  der  G-leichung: 

Dieselbe  lässt  sich  sclireiben: 

oder,  wenn  man  v„  die  „mittlere"  Temperatur  nennt,  för  welche 
der  für  a  gefundene  Werth  bei  Rücksicht  auf  die  Abhängig- 
keit dieser  Grösse  von  der  Temperatur  gilt: 

u=U+a,v„l^,     d.h.     «=  t^-hjw«^«-"'. 

Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  von  u  mit  dem  vorher  ab- 
geleiteten ergiebt: 

oder,  wenn  man  ^  an  Stelle  von  j^  durch  die  Gleichung: 

b  —  ^  +'^ 
einfülirt: 


518       UebfiT  die  LcituBgeffilügkcit 


Wftine. 


(17) 


y^=u+^^^^+yfCuii-v) 


dieser  Gleichnng 


ins  VerhaltniBB  vou  e, 
(I,  vorkfiiumt,  sü  lässt  sieb  uiibesi'tmdot  ihrer  Gültigkei 
Botinition  dieser  Qrt)sscti  so  Terallgemeineni,  dass  mau  danrnt^r 
die  Aeuderungen  veniteht,  <3ie  c  und  m  in  irgend  nnem  Tem* 
peratni'inten-all,  z.  B.  bei  der  Erwärmung  um  l'C.  erlnd 


Es  soll  auD  auseimmdergcseUt  werden,   -wie  wir 
GalTUiometöi-  gemachten  Beobachtungen  berechnet  haben. 

Ks  «ei  eine  Scblit'tjsang  aus  dem  (iHlvonomeLer  und  einer 
Thonnokßtte  gebildet;  W'  »ei  der  Widerstand  dorsclben,  E  d» 
elektromotoriBcbe  Kraft  zur  Zeit  f,  «  die  zur  selben  Zeit  ^ 
miifibt«  Sciilcnn1)lesiing.  Nimmt  man  dp«  AblfnkungswitW 
des  Spiegels  als  iiiiendtich  klein  an  und  siebt  ab  tos  dm 
AenderuugeD  dex  magnetisclion  ^Cendians  aud  toq  der  ^ 
stischen  Nachwirkung  des  Aufhängofadens,  so  bat  man; 


wo  a,  /f,  Y  GoDstanten  sind  und  j^,  die  Scalenablesoa;  be- 
zeichnet, die  der  Gleicli gewich tslage  des  Spiegels  fttr  dm  Fall 
entä])richt,  daas  kein  Strom  durch  das  Golranoindtcr  lieaL 
Schon  wegen  der  fortwährenden  Aendcruiigen  des  magnetisciKB 
I^leridians  erfordert  diese  Gleichung  eine  Modification.  Ort 
Gloichftewicht&logc  des  Spiegels  Hü-  den  Fall,  dnss  kein  Stm 
TorhaudcQ  ist,  ist  nicht  constant;  aber  sie  ändert  sich  derBegd 
nach  sehr  langsam  und  für  citi  hinreichend  kleine?  Zeitinternll 
)ii-oportionnl  mit  der  Zeit  Ist  t^  die  ihr  ontaprerhondc  Scaln- 
abtesung  znr  Zeit  f  s  0,  so  ist  sie  sur  Zeit  l.  wpnii  /  tadA  m 
gross  ist,  r„  -f-  it,  WD  (  eine  kleine  Constaiitc  ist,  iw  aber  bei 
jedem  B^obaclitnngssatze  von  nenem  begtinunt  weiden  um 
JUan  hat  dann: 


VdbtX  die  L^ituugBfUiIgkvit  <]«  EiMiu  für  die  WKniie.        ßlO 


Di«se  Gleicbnng  verwandelt  sich  bei  BUcksicbt  aul'  dio  ela- 
ätiscbc  Nachwirkung  nach  der  von  Hm.  Boltzmann  aufge- 
fitcUten  Theorie'),  wenn  niaii  annimmt,  dasH  langL-re  Zeit  vor 
dem  Aagenhlick  /  =  Ü  der  Spiegel  grössere  Ablcnlrangen  nicht 
erlitten  hat,  und  wenn  man  nur  m&ssige  positive  Werthe  von 
t  ins  AngG  iasst,  in  die  folgende: 


(18) 


-  'i  {(*-*„) l«g'+/v('('-*")-'W)} 


wo  t)  eine  neae^  kleine  Oomtante  bedßntet  und  8{f}  für  r  ge- 
schrifbeHf  s  also  ala  Functionszeichen  gebrancht  ist  Da»  Glied 
tl  st«llt  dann  nicht  allein  den  Giniluss  der  Aendorungen  des 
magnetiscbcn  Meridians  dar,  sondern  zugtuicii  don  Biuäusä  eines 
Tbeilis  der  elaatiachen  Nachwii'kung,  nämlich  desjenigen,  der 
eine  Folge  von  Ablenkungen  di^ä  Spiegels  ist,  die  lange  Zeit 
^vor  dem  Augenblicke  /  =  0  t^taltgdundeu  haben. 

Ist  die  Bewegung  des  Spiegels  so  langsam,  da«s  die  mit 
Icn  Factoren  «'  und  ,i  behafteten  Glieder  vernachlässigt  wer- 
ien  können,  so  ist  einfacher: 


Ist  in  dem  Intervall  von  /  =  0  bis  /  =  ^ 


«  =  «, 


=  (, 


wo  «,,  «., ..  nSheruDgsweise  constant  sind,  und  liegt  /  in  dem 
Interrall  von  /  =  /„  bis  /  =  '«  +  i)  so  hat  man: 

Bei  der  endlichen  Grönse,  die  die  Ablenkungswinkel  hei  unseren 
Versuchen  hatten,  wird  mau  von  diesen  Gleichungen  auch  Ge- 

')  Boltxroaoi),  Wico.  Bcr.  Odobur  XdU. 
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brauch  itiaclieu  uud  die  QrOs»>en  a,  ß,  «  und  i,  uDbede&klich 
als  constant  betrachten  dürfen,  da  dio  Versuche  eo  sugeorduM 
warßD,  dasä  die  von  üinen  nbliäugit^ou  Glieder  um-  verbähni» 
massig  kiciuc  Wertbe  hatten;  cUgegcn  war  zu  Tennatbao,  da« 
/  sich  h1s  abhK.iigig  von  der  Grösse  des  Ablenkangswiiikeb 
zeigen  würde.  Versuche,  die  rur  BeatimmuDg  dii-«T  AWiln- 
^gkcit  aug(.>stcllt  Hiiid,  haben  aber  crgcl<'n,  dass  uoch  ;-  ■kj 
constant  betraclitct  werden  daif. 

Um  die  Art,  wie  die  ehistische  Näcbwirkuug  in  Bedi 
g<>bracht  bX.  zu  ]>rUfuQ  und  den  Wotth  von  /;  zu  bestinunm' 
wui-de  auf  folgende  Weise  verfahren.  Der  Strom  eimir  wu 
Kupfer  und  KlBendrähten  gebildeten  Tliermokettc,  de  reo  1.3 
stellen  einerseits  durch  siedendes  Wa-?scr,  andororscdta 
flien^etides  Waseer  der  WusH(?rU'itu»g  auf  cuustant^n  Tel 
raturen  erhalten  wurden,  wurde  w-ährend  einer  gcwisseo 
dui'ch  das  Galvauonicter  geleitet,  und  zu  gewjsseu  Zeitpti 
vur  dem  Beginn  de^i  StromeN,  während  dur  Duner  und  Dacb 
dem  Aufhören  desselben  die  Galranomet^rscala  abgelMca 
Es  wurden  acht  solcher  BeohachtuiigssätÄe  geuiaiht,  dit*  vcw- 
euiander  sich  unt«rscliieden  durch  die  Dauer  und  die  luten^itäi 
des  Sti'omes,  welche  durch  Einschaltung  vou  WidorsUnd« 
gi^äiuliTt  werden  konnte.  Zwincheii  je  zwei  dieser  aufeinandei 
foIgiendLUi  Versuche  Hess  man  einen  Zeitraum  rergefacu,  der 
hinreichte,  um  zu  bewirkeut  d&as  die  elastische  Nachwirkung 
die  eine  Pclge  des  früheren  war,  während  des  Rpätereo  di 
eine  Ünoare  Function  der  Zeit  angesehen  wei-deu  durfte.  Bti 
den  Beobachtungeu,  die  nach  Oeffnung  des  Strumkreises  ruf- 
getilhrt  waren,  war  die  Bewegung  so  langsam,  da&s  die  Tto 
den  Coustautcn.  u  und  ß  abhängigen  Glieder  der  Gleacbug 

(18)  T€miu:hlii.S9igt  werden  konnten;  sie  durften  daher  ntdb 
der  Gleichung  (19)  berechnet  werden;  es  war  ferner  E=^ 
und  es  konnte  die  für  dii-  Gleichung  (20)  gemachte  Vonwi- 
ivtzung  ak  erfüllt  aiigenommea,  n  ^  \,  t^=  der  Dauer  in 
Stromes,  s,  =  der  wähi-end  desselben  gemachten  SciUenabletnoir 
wid  ij  =  >^  gesetzt  werden.    Hienmch  geben  die  Gleichanjec 

(19)  uud  (20): 


(21} 


«-'("=  i'+vK-*tf)loÄ 


t~u 
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Beispielsweise  möge   einer    der   Beobaclitimgsaätee  luigefölirt 
werden: 


t 

« 

!  — Jffl 

/  -  'o  —  fl< 

* 

—800 

4S8,U 



— 



—  eo 

486,8A 

^" 

- 

— 

0 

Strom  geeehluMGO 

80 

852,00 

BO 

Strom  imterbriKhen 

ISO 

487,40 

t,05 

l,OT 

0,0073ü  M 

180 

4ST,I5 

ü,»0 

ü.ttZ 

o.üat&a  m 

SlO 

487,00 

0.65 

o,e8. 

O.0ü7ß4  m 

240 

486,«0 

0^5 

0,&3 

0.Ü07S9  M 

270 

486,80 

0,46 

0.49 

O.OÜtOO  m 

SOG 

486,75 

0,40 

0,4  t 

0,00776  m 

860 

486,«A 

0,80 

0.»I> 

0,(W766  m 

460 

4e6,5& 

0,30 

0,27 

0,00819  m 

flOO 

4Se,4ö 

0,10 

0,1  B 

— 

Die  erste  Colutnnc  entklUt  die  Zeit  t,  in  Secuiidcn  au&- 
gedrQckt,  ilie  :(weitä  die*  ent^^predieiidäu  ÄbleHuugen  a.  bei 
denen  die  Zehntel  und  halben  Zeluitel  eiues  Scdetillieiles  ge- 
schätzt sind.  Aus  dersolbon  ist  zu  ontuehmen,  dass: 
/,  =  90.  a,  =  486,35,  «1  -  So  =  3C0. 
Die  dritte  Coliimne  enthält  die  Werthe  von  t  —  *„.  Alis  je 
cweien  ihrer  Zahleu  köuueu  mit  Hülfe  der  Gleichung  (21)  die 
beiden  Unbekatint«;ii  t  und  ry  berechnol  werden.  Aus  der 
ersten  and  letzten  haben  ivir  den  Werth  von  c  bestimmt  und 
die  aus  ihm  sich  ergebeudeu  Werthe  von  «  —  jp  —  «/  in  der 
folgenden  Culumne  aufgeführt.  Die  Ivlztc  Colnmiio  enthält 
die  dann  aoa  der  Gleichung  (21)  folgundea  Werthe  von  ;;;  m 
bedeutet  dabei  den  Modulus  der  Briggs'scheu  Logarithmen, 
d.  h.  die  Zalil  0,4343;  in  diftstr  Form  sind  die  Werthe  von  // 
angegeben,  weil  bei  den  nuraeriachen  Itechnungon  immer  das 
VerhSllniss  t/im  auftritt  Endlich  ist  ein  Mittelwerth  von  r, 
uacb  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unter  der  Voraus- 
setzung abgeleitet,  dass  bei  deu  eiuzelaeii  Wertlien  rou  n — tf,—  it 
gleich  grosse  Fehler  gleich  wahrscheinlich  sind,  d  \\.  nach 
der  Fonuel; 


(22) 


2(<-«o-«0* 
s 
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yfo  unter  den  Summenüeicben  >i  den  aus  dcna  ontsprecltaidiii 
«  —  *u  —  «'  bereclmetea  WertJi  bedeutet.    So  ergab  sid>: 

ti  =  0.00755  wt. 
Die  auf  dio?e  Weise  aus  den  acht  Bcobacblt 
abj^lt^iteten  Wci'tlio  von  r/im  üind  in  der  folgenden 
Tafel  ziistimiucngcstßllt,  deren  Verticnlrethen  mit  der  ia  Se- 
ciiiidon  aiisgodrUckten  Dauer  des  Stromes  oberscliricbeo  mi. 
mihrend  den  Horizootalreiben  die  durrli  diese  bervoi^l 
Ablenkiuig,  also  «,  —  s^,  vorgesetit  ist: 


90 


ISO 


oxouo 

TM 
749 


0/>071S 
651 
708 
727 


Indem  wir  nach   der  Glekhuiig  (22)    einen 
yon     r/    aas     allen     acht   BeobacbtungäsMzea 
fanden  wir: 

»/  =  0,007  m. 

Die  Ucbereiastimmung  der  fUr  r;  gcfdudenen  Zahlen  ist  nich! 
gross;  aber  810  ist  nicht  geringer  ale  sie  erwartvt  werden  durfte 
in  Rücksiclit  anf  dif  Kleinheit  des  Betrages,  den  die  «lactlKbc 
Knch-wii-kung  iiamontlich  nach  den  kleineren  Ableokcaga  lie- 
sass.  Sic  ist  unseres  Ki-achteus  ausreichend,  um  zu  tägBi. 
diuis  mit  Hülfe  der  Biiltzniiuui' neben  Theorie  bei  Galvanomrtrr- 
beobaelitimgen  die  Fehler  zum  grössten  Theile  sich  Tenncid« 
lassen,  die  aus  der  Nichtbeacbtung  der  elastiscbeji  Kncht 
hervorgehe«  ktkinen. 

Erwfthnt  werden  mögen  noch  Versuche  anderer  Art, 
wir  zur  Prlli'ung  der  TLi-orie  und  ilcs  für  >j  gefumleneo  ZtUca- 
werthes  angestellt  haben.  Zar  Zeit  t=0  wurde  ein  Mafort 
dem  Ualranomeber  pifitzlich  genllhert,  in  der  Stellung,  Ab  tf 
dadurch  erhalten  butU%  hh  /.ur  Zeit  t  —  i^  gelassen  und  isa 
wieder  an  seinen  ursprünglichen  Ort  gebracht  Ist  iV  du  i> 
einer  gewissen  Einheit  au^edrttckte,  ron  dem  BlagneWa  *ä 
den  beweglichen  Tltell  des  GtÜTonomotora  aasgettbt«  DnfaB^ 
moment  und  t^  ein  Noherungewei-th  für  »  wfthrcnd  der  VTu- 
kung  des  Magnet«!!,  so  ist,  wenn  /  zwischen  0  and  ^  livgi: 
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m  =  a—  9^  —  tt ■-  ^!{■l^  - s^,)lost 

und.  wenn  t  grOsser  tiU  fj  liegt: 

0  =  ji-«a-a(— ij(*,  -«o)log  y —^ . 

Berechnet  man  mit  Hülfe  der  letzten  Gleichung  t,  so  giebt 
die  «Tst«;  für  jede»  Worlh  von  (  diiL-n  von  M.  Ans  der 
Uebereinstimmung  der  Werthe,  die  so  für  M  gefunden  werden, 
Ist  die  Richtigkeit  der  gemachten  Aimaliraeu  zu  bcurthoilcn. 
Bei  trinem  Versuclie  dieser  Art  crgKben  sich  l'olE:*'"id(i  Zahlen: 


e 

t 

M 

t 

*          j         üf 

—120 

-   60 

0 

60 

90 

■    4»».0U 
4!l!>,i;nJ 

1*78.60 
874,10 

geatthi'rt 
36H.85 
36fl,8fl 

120 
150 
ISO 
HO 
270 

ST4,4ü          3(iy,X5 
ST*,G0          369,80 
Us(fiiet  ODtfemt 

aoi,oo    1       - 
aoo,20   '       - 

Bei  mehrfacher  Wiederholung  des  Verauchfis  zeigten  sich  keine 
grösseren  Differenzen. 

In  iUinlicIier  Weise,  wie  liier  das  Di-ehungsmoment  eini-s 
Magiivt»  gemcflsfin  war,  wurde  boi  don  Versuchen,  dnrch  wi^lcliC 
die  Constaiiz  der  durch  die  Gh^ichimg  (18)  eingeführten  Grösse 
y  geprüft  werden  sollte,  dns  Drehungsmoment  von  Strftmeo 
Terschiedcner  Intensität  im  Galvanemcterdnihte  gemessen.  Zur 
SrzeQgnng  dieser  Ströme  diente  die  schon  erwähnte  Thermo- 
kette  aii«  Kupfer  und  Eisen  und  ein  Sy«l-<'m  von  bekannten 
Widei-ständen.  Dej-  U'idorÄtntid  der  Thermokette,  des  Gal- 
Tanometergewinde«  und  dnr  nothwendigm  VcrhindungsdräJite 
war  =  1,13  S.-E,  gefunden  worden;  diesmn  wurde  bei  den 
eimelneD  Versucliou  lüuzugefügt  ein  Widereland  von  30,  50, 
100  und  200  S.-E.  Auch  hier  wurden  Ablesungen  nur  ge- 
macbl,  wenn  die  Bewegung  des  Spiegels  so  langsam  wiir.  dass 
die  mit  den  Pactorcn  a*  und  i^  bt-hafteten  Gheder  der  Glei- 
cliODg  (18)  v(-m]ichlä.ssigt  wt^nlcn  konnten,  und  auch  hier  durfte 
die  Gleichung  (20)  in  Anwendung  gebracht  worden.  Es  war 
daher  zu  setzen: 

(23j  y-^=*-»„-*/-v{{«,-01og'+(**-*iU'>g((-«,)+-i- 
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Die  Wertli«  dür  ruditeu  Seite  dieser  Qlcicfaang,  die 
ttufeinamier  folgeuden  Versuchen  sich  crgahen,  war*n  dieip: 


w 

31,13 

&1,18 

1C1,1S 

201,13 

SMs^S- 

341,34 
841,30 
941,81 
341,26 

207.04 
207,06 
207,0j 
207.38 

105/H 

i05,ai 

105.00 

52,67 

52,se 

5237 
52.93 

34140 

mm 

341.94 
S41.50 

Hittel 

94I,3ä 

207,fi8 

10(,02 

52,88 

WlAT    J 

Die  Vergleichung  der  ersten  UQ(1  let2teD  der  Mt 
zalilen  zeigte,  dass  die  elektromotorische  Kraft  der 
kettu  7?  während  der  D,iuei'  der  Venvuclie  ein  wenig  genehm 
vr&v.  Es  wiinle  RDgOQommen,  dass  ihre  VeräDdeniag  propoi- 
tioual  der  Zeit  vor  sicli  gegangen  wili-e.  Unter  diest-r  Ännabrnr 
faodeu  sielt  die  VcrbSltnissi'  der  Worthc  der  Unken  Seite  da 
ia  ßede  stehenden  GlcichuDg  fdr  die  einzeluen  Venniche: 

=  341,32:207,85  :  103,10:52,80: 341,57. 
Eine  Veräuder1iL:tikeit  TOn  jf  ist  diiher  ntdit  zu  bemerlno. 

Ks  war  bei  diesen  Versuclieii  wQiischeusvrerth 
ide  in  so  kurzer  Zeit  als  inüglirh  üuixuföhreu,  um  Aendoniagtii 
der  elektfoinotorisclien  Kraft  der  Thermokette  und  Aer  Tay 
peratur  dei-  einzuschaltcndeu  Widei-sUUide  su  weit  als  mSgljd 
zu  vermeiden.    Es  konjile  desholh  iler  Zeitraum  zwisclien  zni 
aufrinatider  folgenden  Vcraunhen  nicht   so  gross  gcwifall  »«- 
den,  dass  die  bei  dem  frühern  enjeuglc  okstisclie  Nachi 
bei  dem  s[iiiterii  als  eine  lineare  Function  der  Zeit  lätte 
trachtet  werden   dürfc-n;   ca   tuiuste  daher  eine  grOasere 
von  Gliedern  bei  dem  Factor  von  17  in  der  Gleichung  (SfS)  li 
Itechnung  gezogen  werden,  als  es  bei  den  Vei-suchen  Obfr  Sf 
dureli  dnenMagßolou  honorgebracbtea Äblenkungeo  oOtUgg^ 
wesfü  war.    Die  Grüsse  e  musste  für  jeden  der  Versncbp  m« 
neuem  bestimmt  weixlen.     Es  hAtte  am  näebateu  gelegeu.  n 
diesem  Zwecke  zwischen  den  Ableidcuugen  zweier  StrOme  nn 
renicliiedeuer  Intensitäl  <lie  Stellung  des  Spiegels  hä  geOflniUB 
Galvanometerkreise  zu  beobachten.    Statt  dessen  scblogeo  vir 
ein  anderes  VerraJireo   ein,   um  zugleich  eine  andere  FeUcT' 
quelle,   die  sonst  zu   (Urchten  gewesen  wäre,    uniH^idlifli  ■ 
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maclten.    Äu  (lein  G^nIvarioinct«r  befand  sich  ein  Umschalter, 

'  Ton  dem  ein  I^IcssingKtiick  von  crh^blichür  hänge,  iaa  b«i  ge* 

'  schlosseiier  Leitang   vom   Strome   durcliHossen   wurde,   fim>n 

Tlieü  ftusmnchtc.    Hntteu  die  Stellen  desselben,  die  mit  den 

i  kupfernen  Zuloitmigsdrähtcn  im  Contoct  waren,  eine  Terape- 

ffttnrdifferi'nz,  so  entstand  einesWrciidcfloIt(.romotorischeKi"nft. 

Um  den  Eintiiiss  dieser  zu  eliminirpn,  scbaltcten  wir,  stÄtt  den 

I  Galtanomelcrkreis  zu  öffnen,  durch  eine  Wippe  in  Um  an  Stelle 

( der   Thennokelto    einen    Knpft'riiraht   von    demselben    Wider- 

I  Rtaode  ein  und  beobachteten  dann  die  SteUuiig  des  Spiegöls. 

<  Bei  dieser  Anordnung  war  die  Veränderlirhkeit  der  störenden 

j  elektromotorischen  Kraft  nicht  mehr  zu  ftlrchten  als  die  V'er- 

f  Inderlicbkeit  d«8  magnetischen  Meridiaua  und  wurde  mit  dieser 

izuäanimen  elimiiürt. 

I  Ks  Foll   mm  die  Methode    angegeben  werden,    drrcn  wir 

I  ans  bedient  Iiaben,  um  die  in  der  üleichung  (lö)  vorkonimen- 
|den  Constaiitcn  «  und  ^  zu  bestimmeu.    Es  bcdtirflc  diese  Be- 
I  Stimmung  nur  oincr  massigen  Genauigkeit,  da  dio  Werthe  von 
I  u  and  ß  nur  dazu  dienen  sollten,   kleine  CorrcctJonen  zu  be- 
rechnen.   Es  wurde  eine  Schliessung  gebildet  ans  dem  Gal- 
TftDometerdralit  und  einem  zweiten  Multiplicatorgewinde,  inoer- 
luüb  dessen  ein  krältiger,  etwa  20ü  gr  schwerer  Magnetstnb  seine 
Schwingungen    ausführen    kunrite,    die   ebeufallä  mit  Spiegel, 
Scala  lind  Fernrohr  zu  beobachten  waren.    Einmal  erregt,  be- 
standen  Bolcho  Schwingiinfjoii   längere  Zeit  mit  langsam   ah- 
inelimeader  Amplitude  fort,  und  der  Spiegel  des  Galvanometers 
liÜhrte  Schwingungen  von  denelben  Dauer  au».     Diese  Dauer 
konnte   geändert  wenlen    durch  Aenderang  der  bifitareii  Auf- 
hängung, mit  der  der  Magnet^tab  versehen  war.     Bei  einigen 
[TerscbiodcneD  Wcrthrn  der  Schwingung^daucr  wurden  die  Am- 
plituden des  Magneten  und  des  Galvanouiet<'rs  ahwcrhselnd  in 
;gk-ithen,    kleim-n  Zwisclicnräuuiin    beobachtet   und    das  Vcr- 
j])&ttm's3  der  auf  gleiche  Zeitpunkte  roducirten  Amplituden  be- 
rechnet   Die   folgenden  Ueberlogungeu   zeigen,  wie  aus   deu 
Wertlieo,   die  dieses  Vcihältuiss  bei  bekannten  Schwingungs- 
dftuem  besitzt,  «  und  ß  enuittclt  werden  konnten. 

Die  in  ScHleiktheileu  ausgedruckte  Ablenkung  dos  Mognet- 
stabcs  aus  seiner  tileichgewichlslage  xm'  Zeit  /  kann: 


Sä6       lieber  ilie  L<-ibLiig»flihtfe;keit 

=  emxnt 

gesetzt  w«rdoD,  wo  c  die  in  ScnJcnthvileQ  ausgcdraclcto 
tude  und: 


ist,  wenn  T  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  bed* 
Die  Gleicliiuig  der  Bewegimg  des  ö&lTanometerspMigelB  isi 
dann,  wenn  u  die  in  Scalentheilen  ausgedrückt«  AblenlcnnjaBf 
der  Gleicbgi:;wictit.slage  zur  Zeit  t  bezficluiet,  A'  i'ine  tobt 
nnd  R  uuabbäiigign  Cunsiuntc  ist,  und  oian  absiebt  tod  den 
inducirlen  StrCmen  höherer  Ordnung: 


K*  TTi  +  2  j7  TT  +  « 


cNn  cos  nL 


Andereräeits  ist: 

u  »  /f  cos  n/  +  ö  siu  ut, 

wo   A  und   B   zwei   unbek&nnto  Coustanten   bedeut^i. 
Diflerentialgleichuiig  giebt  fUr  diese  die  Bedingungen: 

eJVrt^A{l-a'rt^  +  B2ßn 

0=  ~  A2ßtt     +J5(l-  a*n*i. 

A'+  B'^C^c*, 


Setzt  uiau: 


bezeichnet  also  durch  C  das  VerhältniBs  der  Amplituden  I 
Schwingungen,  so  folgt  hieraus: 


C 


Hat  man  drei  Boobachttingen  von  C  für  verschiedene 
von  rty  so  kaiui  man  autt  den  hiernach  gelteoilun  Crleici 
X  eliiainiren  und  u  und  ß  bestimmen.  Wir  hatten  eine  grOtmc 
ZaM  von  Beobachtungen  und  bnbcn  a  und  fl  so  bcndorc 
«laes: 
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ein  Minimum  wurde,  wenn  dC  den  sich  ergebenden  Fehler 
einer  Beobachtung  bezeichnet  Die  füi  C*  abgeleitete  Glei- 
chung lässt  sich  schreiben; 


oder,  wenn 

man: 

r, 

A"        -  ^'           A»  -  * 

setzt: 

1 

=  xn'  +  y  + ■Lat- 

Der Fehler 

von 

1 

bei 

einer  Beobachtung  ist  also: 

betrachtet  man  ihn  als  unendlich  klein,  so  ist  er  andererseits 
aber  auch: 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  dC 
nehmen  und  findet  dann,  dass  die  aufgestellte  Bediugung  über- 
einstinmit  mit  der,  dass: 

ein  Minimum  ist    Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

'2^  4-.2S    ^-^2S=2^^ 

Sind  diese  Gleichungen  nach  x,  y,  z  aufgelöst,  so  hat  man: 


a*  = 


4^» -2«*=^. 


Die  Messungen  ergaben  die  folgenden  zusammengehörigen 
Werthe  von  T  und  C: 
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Mittel  I     0,616 


0,8fl9 


1,0M 


l,tMO 


T 

5,M» 

3,9bl 

2,911 

3^19 

1^6«. 

o,st« 

0,88fl 

L,(HS 

1,042 

o,ut 

o.eis 

0,899 

1,0S4 

1.0« 

CMI 

0,672 

0,391 

l,OS& 

1,010 

ojsa 

0.676 

0,38« 

1,0S7 

l.MS 

0^8M 

0,678 

0,H87 

1,033 

1,037 

0.990 

o,eis 

O^T 

1,094 

1,033 

Ü.S30 

c 

— 

0,»»G 

1.031 

1,089 

0,»äl 

— 

Oja»h 

1,080 

1,0«S 

<wia 

— 

— 

1,091 

— 

9 

_ 

_^ 

^ 

._ 

^M 

— 

— 

- 

- 

r  ^-^n 

— 

— 

~ 

- 

' 

0,»24 


Hieraus  folgt: 

a  =  0,8228  See.         ß  =  0,5816  See. 

Berechnet  mau  rflckwärts  mit  die3«*n  Werthen  von  «  tmd  ,f 
boi  Benutzung  des  WKrtlif  s,  den  die  ReclinnnK  filr  ^V  gpgpben 
liftt,  die  Werthe  von  C  für  die  einzclnea  Schwingongsdaiwn, 
HO  findet  man: 

0,076        0,893        1,035        1,038        0,82fl, 

in  guter  Uebereiastimmuiig  mit  den  Mittolzalilon  der 

tlUlgMl. 

Bei  diesen  Versueben  war  der  Widerstand  des  G»lnuw- 
iiicterkieises  2.7  S.-E.  Von  dieBcni  Widerstaode  mam, 
gcnrtmnu'ii,  der  Werth  der  Grösse  /}  aJjb&nfpg  sein,  weil 
Theil  di-i-selben  toi»  den  Strömen  beniihrt,  dio  iii  dem 
vaaometerkreise  durch  die  Magnete  des  Galvanometers  inducitt 
werden.  £»  wurde  der  Widerstand  nuf  t!,9  S.-G.  g«bndit 
und  dann  fOr  einige  Schwingungädauem  C  beobaditet  & 
zeigte  ^ch,  das^  die  gefundenen  Wertbo  von  C  sich  in  gf* 
nügender  Weise  ilarstellen  Hessen  durch  die  alten  Werthe  wn 
«  and  ß  und  den  Wertb  von  N,  der  zu  dem  frübera  im  Vrt* 
hältniss  von  2,7:6,9  st^nd.  Dai-auü  folgt,  dann  ß  ah  nnftb* 
h&ngig  vom  W'iderstundc  des  Galvanomcterfcreises  anrawl«"!». 
die  in  diesem  <>talttiudende  Inductioa  also  mimeTklich  iat  net 
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der  Induclion  in  den  Kupferholaen  des  Galvanometers  und  der 
Lufttreibiuig. 

Zur  Bcrccfauung  unserer  Verauchc  über  die  Würmeleitung 
war  noch,  nyüiig  die  Kenntmag  der  Beziehung  zwisclieu  der 
elebtroniolorisolien  Kraft  dtr  benuUt^n  Tiiomioketten  und  den 
Tenipt-Taturen  ilu-er  Löthatolleii.  ilit  Hru.  Aveuarius')  haben 
urir  Hngeiiuinint<n ,  djiKs,  wenn  £  die  eU'tctromotorische  Kraft 
ist,  und  0  und  t>„  die  Temperatui'eii  sind,  die  Relation: 


(24) 


£=fl(*-*o)(l+I)(*  +  *^)) 


besteht,  wo  n  niid  b  Constaiiteii  bezeichnen;  ea  handelte  sich 
daroiUr  diese  für  eine  luistTtr  aus  Neusilber  nnd  Kupftr  zu- 
samnicugesL-tzteu  Tliemiokitten  zu  heütimmett.  Bvi  jirdom  d(*r 
hierzu  ausgeführten  Beobactituiigs»ilt«e  winden  drei  Tempera- 
turen benntzt,  die  des  schmekenden  Eises,  die  der  Dumpfe 
des  üiedendcu  Wassers  mid  eine  mitUoro  Ttiniieratur.  die  mit 
Hülfe  eines  Jolly'achen  Lufttbermometers  gcmesucn  wurde.  Die 
Kugel  desselben  war  uut  der  einen  Lötlistelle  der  Thermokette 
KÖn  mit  IVtroleuni  gefülltes  Gefits»  getaucht,  da«  in  einer 
'grossem  Wasseimasse  sich  befand.  Es  viiirde  i^cse  durch  eine 
Lampe  erwfirmt,  w&brend  das  Petroleum  durch  eine  Rührvor- 
richtuiig  in  Bewegung  erhalten  wurde.  Die  zweite  Löth-^telle 
war  io  eiu  langes  uud  enge»,  uuleu  geäcbIo)^äeucs  Dletalh'ulirehvu 
gefllhrt  und  wurde  mit  diesem  abweL-hselnd  in  Hchmel/Kiidi^s 
Eis  und  in  die  Dftmpl'e  eiedenden  Wassers  gebracht.  Aus  der 
Therm olcfttte  und  dem  <}atvaiiümeter  wav  eine  Schliessimg  ge- 
bildet, und  der  Widfriitand  derselben  =29,1  S.-&.  gemacht, 
um  Ablenkungen  von  der  gewUnschl^-ii  Grösse  zu  erhalten. 
Durcli  eine  Umsclialtmig  wurde  bewirkt,  dass  die  Izialvano- 
met«rahlenkuiigi-n  immt-r  dieselbe  Richtung  hatten.  Es  wurden 
diese  nach  den  tileicbutig«!!  (19)  und  {20)  berechnet  li^ino 
Beobachtung^reihe  gab  die  folgenden  Zahlen,  woim  die  Tem- 
peraturen «9  uml  tVo  nach  den  (iraden  der  CelsiasVhen  Scala 
gerechnet  werden: 


0  AveiinriuB.  Pugg.  Aiui.  Hfl.  y.  406.  1808,  ii.  iü.  p.  19».  Ifl64. 
KlTohh»rf.  (iHMniiiitla  AlibacidlKtwin.  34 
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'jJF                #-«,            #4-*, 

r            ^ 

2S0.74 
296,16 
28»,fl6 
3»6,»2 
2W.08 
2»T,11 

46,86 

46,74 
93.S4 
46,63 
53,56 

4«.8S 

46,74 
146,88 

46,63 
146,46 

4,838       1       U,n01» 
4^838       1       aOOlSS      . 
4,82a       1       0,00198      , 
4.618              0,00138 
4,618              0,00188     \ 

Mittel 

4,f:2*               O.OülSO 

Die  beiden  letzten  ColunmeQ  enthalten  die  Werlhe. 
die    Oleichiing   (24)    ei^t    aiui    dt-n   Zahlen    der   errt«ii 
zweiten,  zweiten  und  dritten,  . .  Hnrizontalreibe  der  buberö^ 
CoIumneiL    Zwei  ähnliclie  Beobaclitungsreihen,  bei  denen  die 
inittlLTf  Temperatur,  die   hier  etwa  47"  C  gcvesen  war.  £e 
Werthe  von  ungefähr  38"  C.  und  35"  C.  gehabt  hat,  ergabea' 


^  =  4,625 


und: 


=  4,587 
Wir  haben  aiigenuiumun : 

^  =  4,612 


b  =  0,0013« 
=  0,00141. 

6=0,00139.') 


Bei  den  Versuchen  mit  dem  Eisenwürfel  war  der  WiAr 
stand  der  ScJiUessuiig,  IV,  ein  kleinerer  als  bei  diesen  BbK* 
versuchen,  iiäinlich  bei  Benutzung  der  mit  I 
Thermokette  =3,10  S.-B.    Hier  wai-  daher: 


^jJ.=  43A 


Für  diese  Anordnung  soll  ^'  =  1   gt?setzt    werden,  m 
darauf  hinaus  kommt,  dass  eine  gewisse  Einlieit  fUr  die  elcc' 


')  B<>iiit>rkt  inög4>  wimlcn.  dssg  aus  dßu  Ucsuiag«n  and  der  TI«A 
rfes  Hni.  Aven«riUB  (Po^.  Ana.  lj!8.  p.  SI3.  I8«4)  der  OoCSdall 
filr  Ku^ifex  uud  Nmuilber  ticlt  viel  kleiner  cTgie1)t,  als  er  tii«r  Kstada 
wurdi',  nitmlich  =•  0,OOO»4.  WAhrscbctolkb  liegt  der  QnuMl  dm«  Csti«- 
ncbiedi»  haiiiuaXcIilicli  darin,  tUu  das  NeoBUber  dw  Hm.  ArvnirUi 
ein  anderes  war  als  das  iiiurlgc. 


Ue 
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feroraotorische  Kraft   angenommen   wird.    Die  linke  Seite  iler 
Qleichung  (13)  tider  (ID)  winl  ilauii  E,  uud  zugU-icIi  n-Inj: 

n  =  43,S. 


Schreibt  mao  die  Oleicliung  (24): 


ati  +2&A5 


^0  + 


l+2frÄ 


(*-*(,)' 


80   findet  man  aus  ihr  bei  Vomachläs^gung  kiemer  Gifisseu 
höberer  Onhiuiig: 

»_  •>  »  f  E- t 

Daraus  folgt  für  die  durch  die  (Tloichung  (14)  eing^ftibrt« 
Grösse  ti,  wenn  {>„  die  urspi-üngliche  Temperatur  des  Würfels 
und  zugleich  die  Temperatur  der  nicht  im  Würfel  betindlichon 
Löthstelle  der  Tliermokette,  in  Graden  der  Coleiua'scben  äc&la 
ausgedrückt,  liezeichnet: 

Für  a  und  6  sind  hier  die  eben  angegebenen  Zahlen- 
wertlie  zu  setzen,  .^j,  ist  bei  jedem  Versuche  m  ermitteln. 

Eg  sollen  nun  die  bei  den  Versuchen  mit  dem  Würfel 
benutzten  Vorrichtungen  nilher  beschrieben  werden. 

Wie  schon  ei'wJüuit,  hatte  der  Würfel  eino  Kante  von 
140  mm  Längt!  uiid  war  ko  aiifgt^^tellt,  diiSK  fine  Kautp  rer- 
tical  wm'.  Er  ruhte  mif  vier  dUnnen  Holzklötzcheii,  die  auf 
eiDom  Holztäsche  befestigt  waren.  In  gleicher  Ebene  mit  der 
zu  bespritzenden,  verticaleii  Vorderfläche  des  Würfels  stand 
ein  Schirm  Ton  Zinkblech,  in  welchem  eine  jene  Fläche  um- 
gebende, quadratische  Oeffnung  sich  befand,  die  nur  sehr  wenig 
grösser  war  als  ide.  Der  zwischen  bcidt-n  vorhandene  Zwischen- 
raum war  mit  WachskiLt  ge~schIosüen.  Der  Schirm  hutte  oben 
und  an  den  beiden  Seiten  Ränder  und  endigte  unten  in  einen 
flachen  Trichter,  sodoKa  das  ans  der  Bmuse  gegen  die  Vorder- 
fl&cbe  des  Würfels  npritzende  Wasser  abflicsBcn  konnte,  ohne 
direct  die  Temperatur  der  übrigea  Wörfeldäehen  zu  beein- 
|)as»en. 

Damit  auch  die  bei  dem  Spritzen  des  Wassers  «der  durch 
andere  Ursachen   im    Beobachtuugsraum    entstehenden  Luft- 

3** 


ab-£r  Vttnar. 


Mmaä  änwirkten,  war 


-  W^kfid  ädi  bcfcni!,  gaiuc  tod  holwo  P^ 


Vlrf^  g«ge&Bber,  in   ebmn  AV 

EtTHB  TVB  fciulhei,  wmr  £e  Brame  aogvlinriiL 

QMdiat  TOD    157  mm   3«ite  wi 

TOQ  elva  0.5  mm  DurchmeaB«r. 

■k  Cbk  ZhU  der  Oe^nngen  ansreicbte, 

des  Wtrfeb  eioe  in  allen  ihren  PmkUn 

■  ulkJbs,  «ie  die  eatwiok«Ur  Theotit 

m  A«i  Versaebe  schon  geniaclit,  als  liie 

lAs  te  naiaatrn  Zahl  voa  Oeffiumgtii 

M^  ■■  dtf  ach  im  Mittel  aus  diesen  dni 

Toa  deBÜemgeo,  d«r  aus  drei  5|tl- 

fatgle,  b«i  denen  die  Zahl  der  Lödicr  rer- 

pift  «■■V  ■>  iMgoi  «ber  die  gkiefaen  VortiSltntise  statt- 

lo^  MT  ^  aiS  PMe. 

Dk  Wascr  wde  der  Branae  aus  einem  R^senroir  m- 
A>^  «alehn  mm  dv  tfldtJachea  Wasserleitung  oder  vit 
iBBa-  gMÜt  «erden  könnt«. 
d«r  BraoBB  and  dem  ervAbnt^n,  fest  stebnidni 
■r  noch  nn  bew^licher  ScLinu  aus  ßltnclinn 
Dieser  icriDDt«  durch  Venicbicbt-n  ia  seiner 
Sbise  m  iw«  Stdbngeo  geluncht  «erdco;  bei  der  eüm 
ifritate  da«  n»  dar  Braue  kommende  Wasser  durch  eine  in 
dea  Sdbnm  hefiadSdw  qaadraÜM'be  Oeffnnng  gegen  die  VonlcT- 
ttdbe  des  Eiseua&ifelAt  bei  der  andern  traf  es  einen  Thti 
de»  Schinata  und  Üoaa,  geleitet  durch  Zinbttrtilfen,  an  äu 
hittab  in  das  AMhaarolir  der  W&sätrrKittmg.  I>icevr  Tbeil  de 
Schinaee  war  gebüdet  au^  drei,  in  klvtnea  Ahdtiodeo  *oa 
«nauder  befcfitigtra  Ztukplatten,  welrhe  mit  den  rwiwbeBliS' 
gauden  LoftischivLten  den  Eisenwürfol  Tor  jeder  Knwiricnif 
des  aas  der  Brause  strOnieDden  Waseers  »chBtzen  eoDtea. 
Nachdem  der  Schirm  bei  dieser  Stelluug  10  bis  15  Secnndea 
die  Wasseratrahlen  aurgeuonmieti  halt«-,  unirde  er  rasdk  in  £« 
zuerst  enrahote  gebracht  Dadurch  wurde  bewirkt,  da»  du 
Be»pritzcu  de.s  WQHeis  plötzlich  be^ami  und  dann  mit  ^eicfc* 
bleibemltr  Kraft  und  Wa&^-jteinperatur  geschah.    Der  Angca* 
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blick  in  dem  es  begann,  wurde  von  dem  Chronographen  mar- 
kirt  mit  Hülfe  einer  Vorriehtung,  durch  welche  bei  dem  Ver- 
schieben de«  Schirmes  ein  elt-ktriswher  Strom  inomentiiQ  gc- 
echlosften  vnnle.  Dieses  \'erschiel>eii  setzte  ziigloieh  eiu  Uhr- 
werk iii  Tbatigkeit,  desscu  Zweck  später  aiigegeheu  werden  soU. 

In  den  Ei-icnwürM  wäre«,  wie  bereits  urwiüiiit,  drei  ver- 
ticfüe  Csiiftle  gebohlt,  die  in  der  Nilhe  der  geraden  Liiue  en- 
digten, die  durch  den  Mittelpunkt  der  Vorderflärhe  gehl  und 
Auf  dieser  »enkrerht  steht.  Ihr  Durchmesser  war  1,4  mm 
atwl  ihre  Enden  bildeten  rechtwinklige  Kegel.  Die  Abstände 
der  Spitze»  dieser  Kegel  von  der  Yorderiläche  (also  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  x)  wurden  mit  HOlfe  eines  eigens 
bierzu  coustruirten  Apparates  so  genau  als  möglich  gemcsseu. 
Der  HftupttheU  dieses  Apparates  war  ein  mit  einem  Noiiius 
Tersobencr  BIuasstAb,  dessen  eine  Endtiftche  den  NuUpntdit  der 
Tkeihuig  bildet«  und  an  die  ebene  liläehe  eines  starken  Messiug- 
lionlls  so  uigc«cliranbt  werden  konnte,  daiis  der  Maassstab 
•eakreeht  zu  dies(>r  Fläche  stand.  Die  Verbinduugsscbraube 
ging  dun^li  einen  In  dem  Lineale  betindlichen  Schlitz,  ttodas» 
der  Maas.sstab  längs  desselben  versclnebbRi-  wiu-.  Au  dem 
£nde  des  Lineak  wai-  ein  Queretab  angelOthet,  parallel  dem 
MaasKHtab  uud  ungefähr  ron  denelben  Länge  wie  dieser. 

Mit  diesem  Instrumente  wurde  in  der  folgenden  Weise 
verfahren.  Das  MesslngUneal  war,  ohne  den  Maas&stab,  an  die 
Tcrtical  stehende  Vordcrfläche  des  Würfels  fest  angedrückt, 
eodas:}  der  Queretab  dcb  Dber  den  Mündungen  der  Caofilc 
befand.  Dann  wurde  eine  100  mm  lange  und  0,9  mm  dicke. 
Quteu  zugespitzte  StalduiuK-l  iu  den  zu  mesaendeu  Canal  go- 
•enkt,  oben  gegen  den  mit  etwas  Siegellack  Ubenogeneu  Quentab 
BO  ungelegt,  dftS5  sie  mit  der  Spitze  aufstiess,  soust  aber  in 
keiner  B(roJirung  mit  der  Wand  des  CanaU  war,  und  in  dieser 
St4»IIuug  mit  Hullo  einer  Löt)irobrrt(imme  an  den  Quorstab  be- 
festigt N'acli  dein  Erkalten  des  Siegelhu-kü  wurde  das  Me&sing- 
Uaeal  an  der  FlOche  des  EtsenwUrfels  anfwIlrtR  geschoben, 
W>daaa  di«  Xade)  au»  dem  Cau&le  kam,  ohne  ihre  Stellung 
gcf>en  das  Lineal  zu  ändern.  Nun  wurde  der  Maasstab  ange* 
sclirauhl,  durch  Verschiebung  des.selben  läng«  des  Line^li«  die 
Spitxe  der  5adel  dicht  au  die  Theilung  des  Xonius  gebracht, 
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und  der  Nosius  so  eingestellt,  dass  sein  Nnllpankt  mit  der 
Nadelspitze  coiucidirte.  Es  könnt«  dann  der  Abstand  der 
Spitze  von  der  Fläche  des  Lineals,  d.  h.  der  Abstand  des 
tiefsten  Punktes  des  Canals  von  der  Yorderfiäche  des  Würfels 
an  der  Tbeilung  des  Maassstabes  abgelesen  werden. 

Wir  fanden  so  aus  einer  grossen  Zahl  von  Messnngen, 
die  für  denselben  Oanal  höchstens  um  0,15  mm  voneinander 
differirten,  für  den 

(.■raten,  zwoiteD,  dritten  Canal 

z  =  5,46  mm,         =  44,65  mm,  =  7 1,26  mm. 

Die  beiden  Thermoketten,  die  wir  benutzten,  bestanden, 
wie  bereits  erwtLhnt,  aus  Kupfer-  und  Neusilberdraht  Die 
einzelnen  Drähte  waren  für  sich,  und  die  zusammengelötheteti 
dann  noch  einmal  zusammen  mit  Seide  umsponnen.  Die  auf 
diese  Weise  fest  verbundenen  Drähte  Hessen  sich  noch  leicht 
in  die  Canäle  des  EisenwUrfels  einfuhren.  Ihre  von  der  Um- 
hüllung befreiten  Enden  waren  kegelförmig  so  zugeschliffen, 
dass  sie  in  die  Enden  der  Canäle  genau  bineinpassten.  Nach- 
dem sie  in  diese  fest  hineingedrückt  waren,  wurden  die  Drähte 
an  der  obem  Flüche  des  Würfels  mit  Wachskitt  befestigt  und 
(liidurcli  zugleich  die  Canäle  goschlossen. 

An  dem  ci'ston  C;inal  befaml  sicti  l)ei  allen  Versuchi'ii  die 
ciiu-  LfUli-itellc  der  Tlienimki'tte  I,  wälirend  die  eine  Lötli- 
stelle  der  Tliermnketti'  II  boi  einigen  A'ei-suchen  in  den  zweiten, 
bei  andoi'cn  in  den  dritten  Canal  cingeliÜirt  WiU-.  Die  beiden 
Thcnnokctten  wari'n  im  übrigen  ganz  gleich,  um-  wiireu  ilre 
Widerstiüide  ein  wenig  verscliicdon.  Der  Widerstand  des  aii> 
(li'ni  Galvanometer  uiul  einer  der  Tiiernioketten  gebiliieieii 
Kn.'ises  war  1.0051  mal  so  gross,  wenn  die  Tliermokefte  II. 
i\\<  wenn  die  Thermokette  I  in  dem  Kreise  sich  befand. 

Die  beiden,  nicht  in  den  Würfel  eingefiibrtt'n  Lötlistellfii 
der  Thennnketten  befanden  sich,  mit  der  Kugel  eine?  Tlitr- 
mometers  in  Watte  eingepackt  imd  zusammengebnnJeu.  Vi 
einem  Kasten  mit  doppelten  Wänden,  zwischen  denen  AV;iä>!^r 
war.  Die  Temperatur  im  Innern  dieses  Kastens  varürte  un- 
gemein  langsam   und  konnte  an  der  Scala  des  Thermometers 
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abgelesen  werden,  die  diireli  die  Wandungen  des  Kusteiis  liin- 
durchtrat  In  lU-mselhöti  Kasten  war  aucli  noch  ein  Queck- 
silbercommutatfir  aufgestellt,  der  durch  Sclniüre  von  missen 
umgelegt  werden  koiuite  uud  gestattete,  nftch  Willkdr  die  eine 
oder  andere  Tberirioki-tte  mit  d«m  üulTauometer  za  verliiiden. 
Das  rmJegen  des  Commutators  geschah  während  des  VcrsncliH 
durch  das  ohen  erwähnte  Ubnverk,  welclies  durch  das  Ver- 
scbiebeu  des  Sdiirines  in  ßewi^gung  gc^etKt  wurde. 

Das  bonutzte  Galvanometer  war  ein  Sicmens'sclics  mit 
eincra  iistatischen  Paare  \ouOiIockeiuuaßneteii,KuiiferdÄrapfiing, 
Bichtmagncteii  und  Spiegel  Vorrichtung.  Die  in  Millimeter  oin- 
gctheüte  ScaJa  befand  sich  iu  einer  Entfernung  von  etwa 
2400""  von  dem  Spiegel, 

Neben  dem  Bcobachtangsfemrobrc  stand  der  Chronograph. 
Derselbe  war  so  eingerichtet,  diwää  bei  dem  jedesmaligen  Hin- 
und  Hergang  eine«!  Si'CUudenpendelH  ein  i^leklri&clier  Strom 
momentan  geschlossen  und  dadurch  ein  Stieli  in  dnn  durch  diui 
Uhrwerk  des  Chronographen  bewegten  Papiorstreifen  gemacht 
wurde.  DastJleiclie  geschah,  weim  der  Beobachter  durch  Ziehen 
an  einer  Öchmu'  den  Schinu  vor  dem  Eiseitwürfel  so  verschob, 
daas  das  aus  der  Brause  hen-oi-Btrömende  Wasser  diesen  zu 
bespritzen  iK^gann.  Uelieniies  betanden  sich  an  dem  Chrono- 
graphen zwei  mit  Nadfhi  verbundene  Knöpfe,  durch  deren 
Hcrabdrücken  der  Papifivtreifm  reiht»  und  links  von  der  Linie 
der  Secuiideuntaikcii  durchstochen  wurde.  Eint^r  dieser  Knnpie 
diente  dazu,  die  Zeiten  zu  niorkiren,  die  den  einem  Uehtllfen 
dietirlen  Ahlestingen  der  tiaivfinuiiH-tcrscHJc  entsprachen;  durch 
den  zweiten  Pi-urdcn  die  Zeitpunkte  registrirt,  in  denen  die 
durch  das  erwähnte  Uhi-werk  bewirkten  Wechsel  der  Thermo- 
keUeu  fltattianden. 

TTm  die  Beschreibung  eines  Versuchs  zu  TcrvoUatlndigen, 
mOgc  das  folgende  Protokoll  eines  solchen  dienen: 
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Yersuch  18.    19.  October  1879  Abends  9  Ubr. 

Temperatur  im  Kastea  »^  —  18,1*>C. 

Ablesang  bei  geöffnetem  CMranometerfcreise  474^ 


1. 
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"~-^5 
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478,85     1          — 

41,10 
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7,M 
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171,16 
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620,0       i        141.6 
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179,80 
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19,70 
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237." 

Die  Columne  1  giebt  die  Beobachtungszeiteii  /,  gerechnet 
von  dem  Augenblicke,  in  dem  der  Würfel  von  dem  Wass« 
getroffen  wurde;  die  negativen  Wertho  derselben  sind  an  der 
Ühv  abgelesen,  die  positiven  aus  den  v(»m  Chronograpben  gt- 
macbten  Marken  abgeleitet.  Die  Columne  2  enthält  die  eot- 
sprecbenden  Scaleuablesungen  *,  die  Columne  3  die  Werthe 
.'■■  —  jy  —  ((,  die  aus  diesen  berechnet  sind  mit  Hülfe  der  Werthe 
die  durch  Anwendung  der  Gleicbnug: 


von  £q  und  t 


s  -  s.,  —  ft  =  0 


auf  die  Zeiten  --  215  und  -  35  für  die  Kette  I  und  die  Zeitai 
—  265  und  -  85  fiir  die  Kette  IT  sich  ergeben.  Die  auf  die 
Thermokette  II  bezügliclien  Werthe  von  s  —  s^,  —  it  sind  mit 
dem  Factor  1,0001  nmltiplicirt,  um  sie  mit  den  aiif  die  Themio- 
kette  I  bezüglichen  glcicliartig  zu  machen.  Mit  Hülfe  der 
Ziihlcn   der  Columne  3  ist  aus  der  Gleichung  ;1S)  unter  der 
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Annahme  L.  =  l    tue   t-Iektroinotorische  Knill  der  Tliemio» 

kette  H  berechnet  bei  einigfri  A^'ersucheii  für  /  =  145.  hei  an- 
d«r«Q  fiir  /  =  175  und  die  elektroraotoriache  Kiaft  der  Tlienno- 
kette  I  bei  jenen  Versuchen: 

mr  f  =  5.  20,  40,  65,  flO,  115,  145, 
bei  diesen  aiwserdcm  noch  flu-  t  =  175.    Dabei  wurden  ftlr  die 
genannten  Zeiten  *  -  s„  —  tt,  ~,  ^-'  durch  Interpolation  er- 

mittelt  und  das  den  Ei])flnss  der  elastiacliea  Nachwirkuug  dar- 
stellende  Glied  der  Gleichung  (18)  mit  Hülfe  der  Gh;ichung 
(20)  bestimmt.  Die  beiden  in  der  GIeichung<15)  vorkommenden 
Integrale  koonteii  nun  durch  mechanische  Quadratur  berecliut<t 
und  au»  dieser  Gleichung  dann  der  genauere  Werth  von  a  ge- 
funden werden. 

Nach  den  durcligoltdirtoii  Betrachtungen  sctat  diese  Bc- 
rechnangüWDiHe  der  Bobachtungtn  zunächst  vnraus,  das»  (Ue 
Anfangstemperatur  des  WUrfcls  überall  dieselbe  und  zwai*  die 
Temperatur  if,,  des  Kastens  ist.  Diese  Auuahiue  aber  wai'  thut- 
s&cblich  bei  keinem  der  Versuche  genau  crtÜUt;  es  zeigte  sieb 
dai  ao  den  kleinen  Unterse bilden  der  Scalen nhlesungcn  bei 
I^Sffiwtem  GalTaiionjett'rkn'ise  und  nueb  Einecbaltuug  der 
einen  oder  au<loni  Thermokotte  vor  der  Zeit  Null.  Die  Ver- 
änderung der  Teniiieraliu*  in  irgend  einem  Punkte  de*  WUi-felä, 
die  eine  Folge  dieses  Umstände»  ist,  wird  niüierungs weise  eins 
lineare  Function  der  Z(?it  und  zwar  dieselbe  Fimclion  für 
positive,  wie  ftir  negjitive  Werthe  der  Zeit  sein.  Ist  das  rich- 
tig, so  wird  durch  die  Aj-t.  wie  die  Grössen  *„  und  t  tUr  j«de 
Tht'rmokctte  eiugellÜirt  und  berechnet  sind,  der  Fehler  eli- 
minirt,   den  sonst   der  geniinnte  Umstand  herbeiftlhren  würde, 

Xu  der  angegebenen  Weise  haben  wir  24  \  rrsuchc  mit 
ilcms«lben  Ei-seuwUitcl  ausgellüirt  mid  berechnet.  Die  folgende 
JSusammenst'dlung  giebt  in  der  ,^  beoljachtet"  Uberschriebeneu 
Oolumue  die  Reäultate  derselben  au: 
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liess  sich  beroclineii  am  <ler  in  der  Gleictiung  (15)  vorkom- 
menden  Grösse  C.    Wir  setzten  nun: 


(•27; 


o  =  Ol»  +  "i  (*  -  15) 

c  =  c„+e,  (^-16), 


iDdein  wir  also  durch  a,.  and  c,.  die  Wertlie  von  a  und  c  \m 


I« 


der  Temperatur  vou  15"  O.  bezeichneten  und  den  Zeichen  a, 
und  e^  die  Bedeutung  lieesen,  die  sie  in  der  Gleichung  (17) 
haleii. 

In  dieser  Gleiclning  darf  man  e^  =  Cj,  und  für  a^  irgend 
einen  Niherungsworth  von  a  sotzon.  Ans  der  Angalje  toq 
BAde^)  ü1»er  di«  Aeiidtruiigen  Act  specifischen  Wftnne  des 
Eisens  mit  der  Temperatur  crgicbt  sich: 

•^  =  0,00129 . 

Durch  Benutzung  dieses  ZalilciiwertLcs  werden  alle  Grössen, 
die  in  dem  Auadruckc  ftir  «„  in  Gleichung  (17)  vorkommen, 
bis  aof  «,  begannt,  uud  die  Gleicbuug: 

o  =  a,,  +  «,  {i?o  —  15)  -f-  «1  ^^  («^  —  »eh 

die  auB  (36)  unt^  (27)  folgt,  i^t  eine  Glcicltuogi  und  zwiir  eine 
lineare  Gleichung,  zwischen  den  hciden  1.7nbekannton  Ojj  und 
«,.  Ein  jediT  Versuch  giebt  eine  golche  Gl&iobnng.  Aas  al!i«i 
diesen  Gleichungen  haben  wir  •?,,  und  t,  so  Ix-rechiict,  da^s 
die  Summe  <l<>r  Quiulrate  dtr  Fehler  iler  beobachteten  Werthe 
Ton  a  f'm  Afiiiimimi  ist.     So  ergab  sich: 

«jj  =  16,84  "i  =  -  0,031. 

Mit  Hülfe  dieser  Zahlen  sind  die  Werthe  %-ou  0  auo  (26) 
und  dann  die  von  »  am  (27)  berechnet. 


icbrittc  der  E^yiik, 
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tJcbi^r  den  Einflum  der  W&rnifU'Uung 


Leber  den  Gintluss  der  WitrnivleittiBi:  in  einen  tiasf 
auf  die  Scliallbewe^ng.^ 

Bei  Bein«n.  schSnen  Versuchen  über  die  ScbaUgncbwinäic- 
kcit  der  Luft  in  Rölu^jn  hat  Hr.  Kundt')  «pmmentt'll  uach- 
geftiescn,  dass  die  ScliallgeschwJndigkcit  in  engen  Röhren  im 
SU  kleiner  ist,  jo  enger  die  Rühre  uiid  je  tiefer  der  Ton.  Helm^ 
holtz')  hatte  tbeoretisch  die  SchiUlbewegung  in  eic^r  cTliuji^ 
tischet]  Rölire  mit  RUickslcbt  auf  die  Reibung  uotcreuclit  aaä 
eine  Formel  für  die  ScIiallgcschwitHligkeit  abgeleitet,  die  in 
sofeni  mit  Jen  Resultaten  jener  Versuche  übereinstimmt,  il* 
auch  nach  ihr  die  tiescbwiudigkeit  kleiner  wird,  wenn  dn 
Radius  der  Rölire.  luid  wt-iin  die  Schwin^uD^aM  des  Tuu» 
ahiiiiTimt.  Hr.  Kuiidt  hat  alipr  gezeigt,  äaas  die  Werthi.*  der 
tieschwindigkeit,  die  er  bei  seinen  engeren  B&brcn  beobscbttf 
hat,  nein-  viel  kleiner  als  diejenigen  sind,  die  dt«;  Helmltoltl' 
sehe  Formel  gielil.  Er  »chlioast  darans^  do^s  dit;  Reibung  zu 
Erklärung  der  van  ihm  beobachteten  Erscbeinungen  nicht  ge- 
nlif^t.  und  spricht  die  Teninithunp:  aus,  (\ma  «in  W&rmuu* 
tauiich  zwischen  der  Luft,  die  den  i$chttli  fortpflanzt,  tutd  der 
Wand  der  umsehlicssendcn  Röhre  die  we««itlictute  TJrmelw 
d^TSflljeii  sei.  Die  Wftnucleitung  der  Luft,  die  cin^n  soldi« 
AVäriuotausch  vcrmittelu  mass,  liäagt  nun  na<-h  der  neuer 
GdKtlieorie  innig  mit  der  Reibung  zusammen,  «o,  doss  bei 
Bewegung  eines  Gases,  boi  der  Tenipcratuiitudeningco 
kui[imeii,  die  nicht  zu  vemai-hljUsigeii  rnnd,  der  Ein6oM 
Wiimielcitung  mindestens  von  dersellien  Ordnung  sein  mam 
Viie  der  Jüinfliiss  der  Ileiboug.  Um  so  näher  liegt  m  ai  unttf- 
siicbeu,  ob  hei  EUcksicht  auf  die  Würmolcttting  die  von  Hrn. 
Kundt  iieolMtcliti^tmi  ThatNacheii  rollständiger  tbeoretiadi  seh 
erklären  lasseik,  ikls  ohne  diese. 


*)  Po^-  Ann.  Bd.  lU.  ISßS. 

*f  Honau1>pri<^til  >li'r  R^rl.  Ak.  Ift.  Dw.  tSCT. 
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1. 

Sind  u,  V,  w  die  uneDdlich  kleinen  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit und  ist  e  die  Dichtigkeit  zur  Zeit  t  in  dem  Punkte 
[j-,  y,  z),  so  ist  zunächst: 

f  dl  ^  Sx^  di/^  dz      "• 

Ist  p  der  Druck  und  sind  fi'  und  fi"  zwei  von  der  Reibung 
abhängige  Constanten,  so  ist  weiter: 

du  ,   \  dv         ,   .  ,.  \    d*g 

j — -^  =  u  jJU  — u    —■= — |- 
3/       p  oj-      "^  '      p  dxot 

dv   ,   1  dp        ,  ,  /-  1    ö*fl 

57  +  ^5?  =  '*^''-'*   p-äfö? 

37+75.=''  ^'"-•"    cTäTö^, 

WO 

.  f      d*F   ,   d*F   ,   d*F 

gesetzt  ist. 

Zu  diesen  vier  Gleichungen  ist  noch  eine  fünfte  hinzuzu- 
fügen.   Yemachlässigt  man  die  Wärmeleitong,  so  ist  diese: 
e^dp  —  e'pdg  =  0, 

wo  c  die  Bpecifische  Wanne  des  Gases  bei  constantem  Vo- 
lumen, c  seine  specifische  Wärme  bei  constantem  Drack  be- 
zeichnet. BerOc^chtigt  mau  die  Wärmeleitung,  so  tritt  an 
ihre  Stelle  eine  compUcirtere.  Um  diese  abzuleiten,  fjezeicbne 
man  dnrcb  p^  und  ^^  Druck  und  Dichtigkeit  för  den  Zustand 
der  Bohe,  durch  &  die  Temperator,  gerechnet  von  der  Tem- 
peratur, die  bei  der  Bohe  stattfindet,  durch  a  den  Aasd*;}]- 
Dongscoefficienten  des  Gases,  so  dass: 

Wird  bei  einem  Gasqnantmn.  dessen  3IaS'«e  M  1^  der  Druck 
um  dp  und  zugleich  die  Dichti^ett  am  do  vermehrt,  so  ma>i- 
ihm  eine  Wärmemenge  dH'  zogef&hrt  w-i^rden.  die  durch  di' 
Gleichung: 

dk  =  Pdp  ~  Rdo 
bestimmt  ist,  wo 


€42 


Ui'bcr  den  Eiulliua  der  WSnnek'itung 


Jt  =  -  ^*  f  ^ 

Oft« 

Das  gedachte  Gas(]uantum  sei  nun  da^nige,  das  mr  Zeit  ( 
sich  tu  einem  rechtwiuklig^-n  Pai-aUclciiipetlnm  befindet,  desaet 
einer  Eckpunkt  lii-r  Punkt  (s,  j/,  r)  ist,  dcjÄCii  Kanten  den  Ooof- 
diimtenaxen  parallel  sind  nn<l  die  Lüngt-n  itif,  4y,  di  habai. 
In  ilein  Zeiteleiiieute  dt  wird  diesem  duivh  Lwtong  aw 
Wänitcmonge  zugeführt,  die,  wenn  k  die  WärmeleituDgs&liijteit 
des  GascB  bedeutet, 

=  A  ilx  äg  tiz  dt  J  0- 

ist  1   1)ei  Rticiksicbt  darauf  dti^  w,  r.t,  hi  nneodlicb  klein 
folgt  hieraus,  dass  dieser  ÄUBdrucb: 

sein  rnuss,  wenn  bei  di-r  Bildung  der  Werlhc  von  i'wAH 

M=  t/  dx  äy  ät 

gesetzt  wird.    BerQcksichtigt  mau  noch,  dass  ^  un&Ddlich ' 
von  Qg  veretliieden  ist,  so  ergiebt  sich  hJeraiiis: 


kJ&  = 


"Po 


cp 


St 


In  dieser,  so  wie  in  deu  fi-Qber  aulgestellten  Gleichu 
p  mittels  dei'  Gleichung 


«limimit  und 

gesetzt 

werden 

: 

e  = 

Po  (1  +  '') 

t>  = 

k  = 

•"Co 

a« 

*•, 

In  flbion  Gftftc  auf  dio  ^challbewoji^ung;. 
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wobei  dono  e  die  Fortptian2iing9gcscbTvindigkcit  bozoichnet,  die 
der  Scball  balwn  wUrde,  wen»  die  UeibuQg  und  die  Wänuo- 
leitQDg  keinen  Eintliisä  aiLsUl)te,  und  h  die  SchoJlgescliwiDdig- 
keit,  die  stattfinden  würde,  wenn  Qbcrdios  keina  Touperatur- 
indorungen  in  Folge  der  Aenderuitgen  der  Dichtigkeit  ciu* 
träten.  Die  fUaf  Dimeren tialgleichiingen  nohmen  dann  die  folgende 
Form  an: 

^o'  j.  ^''  j_  ö''  j.  ^'''  _  n 

^*>    .     Eid'    .    r   *        i.i\df)  ■     .  »  d'ff 


dj 


'd^ 


|r  +  j.|5  +  t«._Ä^|  =  „M.-M 


dw 


^011  den  di'ei  Coiistantcn  u\  ft'\  v,  dir  hier  auftreten,  ist  bis- 
her nur  die  erst«  experimmitell  besliunut,  welche  allein  bei 
solchen  Bewegungen  von  Binituss  ist,  bei  donon  die  Aeiide- 
rungen  der  Dicliügkeit  voruiäflilässjgt  werden  konueu.  Nach 
Mejer ')  ist  Air  atinoaphärisclit  Lufl  bei  dpr  Temperatur 
Tou  etwa  20"  C.  und  dem  Dmcke  einer  A-ttncsphSfe,  n-ena 
miin  eine  Snciiude  uls  Zeiteinheit  anninunt, 

Vfi'  =  AM  mm. 
Kaeh  der  Theorie  von  4StoIt6s-)  ist 

ti"=\ft'. 
Dieselbe  Relation  beatebt  nach  derTheorie  von  Maxwell'); 
nach  dieser  üst  weiter,  wenn  man  die  Gasniolectlle  als  materielle 
Punkte  betrachtet, 

und  1»',  und  o"  und  *  siüd  dem  Drucke  umgekehrt  und  dem 
Quadrate  Aer  absolnti-n  Tcmix-i-utur  dii-ect  proportiiial.  Der 
Weith  Ton  i-  ist  aber  yielleicht  erheblich  grösser,  als  er  nach 


*)  Pogg.  Ami.  Bil.  Mh.  K.  r»72  and  S.  599. 

>>  Cambridgn  l*kil.  Tntiu.  t-ül.  Till,  p.  297  (1M5.) 

»>  TMudon  Pkil.  Tram.  vol.  157  pari  I.  f.  49  (l»61) 
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dfr  Theorie  vou  Maxwell  sein  sollte,  da  diese  auf  die 
■W&nnestrolluiie;  kciue  Rücksicbt  ninunt  and  die  Strablung  die 
Wilrmeltitung  vergröss^rt  cilme  ihr  Gesetz  zu  ändern,  wcmi  maa 
annehmen  darf,  A&ss  die  WarDiostrahleu,  die  die  Gastheilciim 
aasRöndeii,  in  unendlich  kleinen  Strecken  voUstitndig  absorliirt 
wertk'D. 


Die  aafifestellten  Gleichungen  sollen  jetzt  unter  der  Tod 
au»äC'tzuRg  weiter  entwickell  werden^  dass  die  unbekämiteo 
Funktionen  u,  v,  as,  a,  8  den  Faktor 

entlfftlten,  im  Uebrigen  aber  töq  /  unabhängig  siad,  wo  K  eist 
Coiistante  bedeutet,  die  später  imaginär  augviiommen  werden 
wird.  Bezeiolinet  man  die  Funktionen  von  j,  y,  Jt,  die  dareli 
Abtrenjiuiig  des  penaniiten  Faktors  aus  w,  r,  %r,  a,  0  enlstehen, 
jetzt  mit  deoselben  Z«icheii,  so  erhält  mau: 


-  +  ^  +  si  +  *'^^o 

A 1/  —  fi  Au  =  — 


&t 


ef 


SP 


/*=(*»  +  hfl")  (f  +  («'  -  *')  ff 

Durch  Benutzung    der    letzten    dieser  G-leichungen    wird  tüa 
vorletzte: 


/»  =  («»  +  hfA")  «  -  y  li*  +  Am")  J  9 


und  die  erste: 


J^  +  ^  +  f:  +  M-vJO=0, 


bei  EEieksicht  hierauf  erhält  man  aus  den  drei  übrigen,  mna 
man  sie  nach  j,  i/,  s  differentiirt  und  adr]irt: 
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Bine  Lösung  dieser  Gleichung  für  d  findet  m&n,  indem  man 
jlj  und  A,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

A»  -[a*  +  h  (^'  +  fi"  +  „)]  X  +  ^  [Ä>  +  A  d«'  +  ^")]  i»  =  0 
nennt,  zwei  Funktionen  Q^  und  Q,  aus  den  Gleichungen: 

^  «a  =  ^  «. 
bestimmt,  und 

setzt,  wo  ^j  und  A^  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Für  diesen  Wertb  Ton  0  erhält  man  partikuläre  Lösungen 
der  zweiten,  dritten  und  vierten  unserer  Gleichungen,  indem 
man  u,  v,  w>  den  nach  x,  y,  z  genommenen  Differentialquotienten 
von: 

gleichsetzt  und  die  Constanten  B^  und  B^  passend  bestimmt, 
wobei  sich  ergiebt; 


Allgemeinere  Lösungen  derselben  Gleichungen  bekommt 
man,  indem  man  zu  den  gefundenen  hinzufügt  Functionen 
w',  ü',  w\  die  den  Gleichungen: 

r    =  T» 
/* 

Jm?  =   — «j 

genügen.    Dadurch  wird: 

Elrebhafr,  [Iim «In  Abbudlniican.  35 
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wo  f&r  B^  and  ß,  die  eben  angegebeneD  Wertbe  zu  setKO^ 
sind. 

Siibstitiiirt  man  diftAfi  AusdrOoke  fOr  u,  b^  u  m  die 
grbcne  Uuifoi-mung  der  ei-steo  der  TOrgdagten  Ol 
BO  orgiobt  sich  zwiscLon  u',  v\  w  noch  die  Bedingung 

^  K  ^»''  4-  4^  =  0. 

a 

Die  gewonnenen  Rosnltal«  sollen  naii  zaiiächst  aul  den] 
ebeaei'  Well«»  angewandt  werden,  die  im  unbegrenzten  Lafi-" 
räume  in  der  Kichlung  der  positivon  ^-Axc  fortecbreiten.   Mu 
setze: 

o'  =  0  und  u^  =  0 

and   nohmo  m',  ^^  und   Q,  B^»  uniibhfingig  von  jr  und  t  u 
Dann  mu&a  u'  den  beiden  Gleicbtingen: 


gentlgen,  aus  denen  folgt; 

m'  =  0. 
Die  Gleichungen  für  Q,  und  ^  werden: 

Hieinacli  kann  man  aetzoi: 


0= 


_-i*'i: 


wo  die  Vorzeichen  der  Wmiolgiössen  üo  zu  wUiIod 
das8  die  reellen  Thetlc  derselben  positiv  sind,  damit  nicfai 
Q,  und  Qj  in  der  Unendlichkeit  unendlich  gross  wetdeo.  & 
wird  daher: 


in  eineia  Oaae  auf  die  t^challbt-■we{;ll■C• 
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"  =  J.Vi.  ^ 


'U+^V^  *--» 


»TT 


Die  Gi-Jissen  ^^  vstä  A^  Iwstimmen  sich,  wenn  flir  j  =  0 


w  =  M„ 


0=ö« 


graben  sind,  aus  ilen  Oleichungen 

Aus  tler  (jumlratisc-hen  Gleichung,  derea  Wurzeln  Ij   und 
^  sind,  folgt  aun 

bezeichnet    man    ^',  fi"   und    t*  al»   nn^nd^ch   kloine  Q-rÜssen 
«rator  Ordnung,   so    muss    hiernach    eine  von   den   Grössen  -j- 

UDil  ^-  auch  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  diß  an- 

dero  endlich  sein;  «s  sei  ^^  die  endliche,  ^  die  unendlich 
grosse  Wurzel.  Aus  den  fllr  A^  und  A^  auigeatellten  Ölei- 
cbungen  ergiebt  sich  dann,  dass  diese  Gnissca  endlich  sind, 
wenn  «;,  und  6^  als  endlich  bezeichnet  werden,  und  weiter,  dass 
das  zweite  Glied  in  dem  Au^dnickc  Ton  m  ffii"  j-  =  0  unend- 
I     lieh  klein  von  der  Ordnung  von 

I  >^' 

fUr  ein  eodlicbes  z  aber  unendlich  klein  von  der  Ordnung  von 

r  ÜL    Bei  Veniachlässigiing  uneiullicii  kleiner  Grösse»  höherer 
Ordnung  hat  man  daher  fQr  ein  endliolicH.  xi 

^  .=  .,ri;(A-.).-^. 

[Berflcksichtigt  man  bei  der  Bildung  lies  Werthes  von  A,  nui- 
die  unendlich  kleinen  Grössen  niedi-igster  Ordnung,  so  tindi-t  man 

3&" 


&48 


Dflber  dro  EisfluM  der  WfiRBfJcitniig 


oder,  wenn  man 


setzt,  wo  i 
bedeutet, 


h  =  2nni 

V  —  1  ist  and  n  die  Schwingungszafal  de« 


vir='-^'[.'+."+.(.-^:)]+?v^-. 


Setzt  man 


s 


^[.•^.■•  +  ,(:--)]  =  „- 


U  =  P 


und  restituirt  iii  dem  Ausdrucke  von  et  den  Ton  der  Zeil  &b- 
hÄugigeii  Faktor,  so  hat  man  hiernach 

wo  C  cino  neue  Constantc  bedeutet.  Fügt  man  so  di^eiB 
Ausdrucke  von  u  denjenigen,  der  aus  ilim  entsteht,  wnm  man 
—  I  fUr  I  Hetzt  und  die  luultipUcativ«  Comtante  Teiftndei%  io 
erhält  man 

i>Bin2:in  (  (  — ^J-|-£"coe2(i«f*—  -JJ    . 

wo  Z>  und  E  zwei  reelle  Oonstanteu  bezeichaoii  solleiL 

Man  siebt,  dai»  ilie  Urosse  m  die  Abnahmo  bodingt, 
die  Amplitude  der  SchwiiiguDgon  bei  dem  J*'orttichreiteo 
erfuhrt;  die  Fortpflatiiniiig»geschwiuiligkeit  des  ScltaUe*  zeigt 
sich  durch  diu  Reibung  und  die  W&rmeleitong  niclit  gelatet 
Streng  genommen  ci  leidet  auch  diese  eine  Aendemng  *),  aber 
eiue^  die  von  der  Ordnuug  der  Quadrate  der  GrOseen  ii,fi, 
p  ist;  miui  lindot  dieselhe,  wenn  mau  bei  dt>r  Entwickeliiiig  toe 
V^  die  Grössen  dieser  Ordnung  beibehält 

In  ganz   ähnlicher  Weine,   wie  ebene  Wellen,  Iwtnm  ÖA 
kugLiliomiige  Wellen  der  Kechuuag  unterwerfen.    Man  seUe; 

u  =  »'  r,  »'  =  t'y,  to  =t's 
und  nehme  <',  Q,  und  Q^  olü  Functionen  TOn  r  an. 


1 )  VetgL  8 1 0  r«n,  SiUangsbi'^Ticiiti*  der  Winer  Afc.  Bd.  M,  &  »t  < 
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Bifferentialgleichtmgea,  denen  u,  v',  w'  genügen  sollen,  geben 
Hftnn  die  zwei : 

dr*  "^  rdr  ~  ft'' 
r^+3/      =0, 
auB  denen  folgt: 

Die  Gleichungen  für  Q^  und  Q,  werden 


wonias  sich  ergiebt 


dr*    "^  r    dr         *^  ^« 


wo  den  "Wurzelgrössen  das  Vorzeichen  gegeben  werden  mnss, 
bei  dem  ihre  reellen  Theile  poBitiv  sind,  wenn  die  Bewegung 
in  der  Unendlichkeit  Dicht  unendlich  gross  werden  soIL  Es 
wird  daher: 

«VC 

«=«  — ,  r=*-^,  2  =  g  — 
r  '  r  '  r 

Die  Grössen  A^  und  ^  werden  bestinmit,  wenn  «  und  d  für 
einen  "Werth  ron  r  gegeben  sind;  filr  jeden  um  etwas  End- 
liches grösseren  Werth  Ton  r  verheren  die  mit  A^  behafteten 
Glieder  ihren  Einfluss,  da  A,  unendlich  gross  ist,  und  miui 
erhält  anf  einem  Wege,  der  dem  bei  der  Untersuchung  ebener 
Wellen  eingeschlagenen  ganz  gleich  ist, 

j=  ^-~«~"''[ö8in2«n((-  -^J  +£cos2«nU— -^j    , 
wo  m'  denselben  Werth,  wie  oben,  hat 
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Es  soll  jetzt  angenommoD  werden,  daas  die  betraclitcto 
Luitnuisso  in  dscr  cjlinilniicben  Röhre  Ton  kreutl^mugcm 
Querscluiitt  eutlialt^n  ist-,  die  Bowe^ang  sei  sjmmctriscb  ia 
Bemg  auf  dii?  Axe  der  Biiht-e,  welche  zui*  x-Axe  geuominea 
werden  möge.    Es  sei 

r  '  r 

uiid  V,  u,  s,  y,  Qj,  Q.,   seien  Functionen   »on  x   and  r.    £s 
werde  nun  roraimgesetzt,  <Ias»  alle  diese  Functionon  den  Faktor 

«-• 

habon,  wo  m  eine  Constante  bedeutet,  iju  Uebrigen  aber 
■r  umibhiingig  seien.    Bebölt  man  fllr  die  Punctioncn  roa 
welche  noch  Abtrennung  dieses  Faktors   Übrig  bleiben,  dw- 
sclbcu  Zeichen  bfi,  »o  bat  man  icuiiächst: 


(^-»»")Q, 


FQr  u'  und  t    ergeben  sieb  die  drei  Differontialgleicbii 


d»«' 


1  J« 


Si^  +  T  rfr  ~  ?  "^ 

"•«'  +  ^  +  -=0. 


Diese  drei  Gleichungen  werden  erfüllt,  wenn  man  u   m 
der  ersten  bcstiDunt  und 


setzt,  welche  Bclation  sieb  ergiebt,  wenn  man  die  dritte  GM- 
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chiing  nach  r  diflerauzlrt  uud  vou  der  zweiten  abzieht    Mau 
mache  uqh 

wo  A  eine  CoDatante,  Q  eine  Panctiün   von  r  liedeutet,  die 
der  (ileicbuug 

genügt;  man  Lat  dann: 

«=  AQ-  A,m  [^^-  „"jQ^  ~  A,m[^~  i.]q. 


e  =  A,  Q, 

Aji   der  fiöbrenwand    mUs^en    h,    /, 


ö  gewissen  Beiliiigimgen 
genQgeo;  es  soll  liier  um-  die  Hypothek  verfolgt  werden,  dasB 
die  Lufttheilchcn,  welclio  die  Röhre  bfriiliren,  an  dieser  haften 
and  die  constante  Temperatur  d<-reelbeii  besitzen.  Die  Am- 
drücke  TOD  u,  t,  6  mOasen  dann  venchvmiden,  wenn  r  gleich 
dem  Radius  der  Bohre  gesetzt  wird;  da«  erfordt-rt,  dat^s  für 
diesen  Werth  von  r  die  Deterniinaute  der  Oofifficienten  von 
Ä,  Ai,  A^  iu  den  Aoüdillckeu  von   u,  s,  0  veractiwindet,  d.  h. 


Die  Function«!!  Q,  ^„  Q.,  mllsscn  die  Eigenschaft  haben, 
fttr  r  =  0  endlich  zu  bleiben;  dadurch  werden  sie  bisaufmul- 
tiplicaÜTB  Constanlen,  die  beliebig  gewählt  werden  können, 
ToUstäiidig  bestimmt.  Alle  di'oi  lassen  sich  ausdrücke»  durch 
die  ITuuctiüu 

1   4-  ?"  4-      -?-^   4-  _«*_  4-  ,  .  . 

die   durch  J{r/)   oder  J  bezeichnet  werden  möge  und  die  der 
PifierentialgluichuQg 
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genügt;  mao  kaoa  nämlich  setzen: 

Nimmt  man  ju',  fi"  und  r  =  0  an,  so  bat  man 
w»  =  ^  und  X,  =  ^ 

also  Aj « i»'; 

duvuB  folgt,  dass,  wenn  ft,  ju",  r  als  unendlicli  kkhi  üi- 
genommeii  werden,  uucb  K^  —  m'  imendlicb  klein  tat;  da  dam 
weiter 

■^  —  m*  und  i,  -  »• 

imendlicfa  gross  «jnd,  bo  hat  man  die  Function  J  nur  ftr  u- 
endlicb  kleind  umd  unendlich  grosse  Werthe  ihi'es  Aignmnik 
in  Betracht  z\i  ziehen. 

FUr  einen  unendlich  kleinen  Worth  tod  g  ist 

J^l  +  g', 
fUr  einen  unendlich  grossen 

Toi-auägesetzt,  dass  der  reelle  Tbeil  tod  g  positiv  aod 
Ucli  gi'oss  ist,  und  dass  da^  Voi'jceicheu  von  I  g  so 
wird,  dass  auch  hier  der  reelle  Theü  positiv  ist.  Die  Bicfalig- 
keit  dieser  Angabe  beweist  niaii  mit  Leichtigkeit,  wvnn  aus 
von  der  tilüichung 

—  m 

ausgeht. 

Berücksichtigt  man  nur  die  Qlieder  der   hOcl 
mmg,  HO  hat  man  daher: 
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Setzt  man  hier,  so   wie  in   den  CoSfficienten  der  für  m 
efundenen  Gleichung 

Ai  -  „1 .  Aa  -  ^ji 
nd  schreibt  -.-  für  m'  in  dem   dann  auftretenden,   mit  dem 
'aktor  1/^  behafteten  Gliede,  so  giebt  dieselbe 

rVhl' 


--^(l^-^- 


r=V74-(|-4)vi 


nd  das  Vorzeichen  von 

yh  so  zu 

wählen  ist, 

dass  der  reelle 

Theil  davon 

positiv  wird 

„ 

Setzt  man  wieder 

A  =  2  n  R I, 

also  yx= 

^««(1  +  0, 

D  wird 

m 

=  ±{m'  + 

im"), 

•0 

/         rVn  n 

m  =  -■ 

ar 

„       2  jr  » 

m  =! 

a 

ar 

tthrt  man  jetzt  die  bisher  unterdrückten,  von  t  und  von  z  ab- 
Lngigen  Faktoren  wieder  ein,  so  hat  maa 

0  B  eine  willkürliche  Constaute  bedeutet,  R,  R,  R''  gewisse 
onctionen  von  r  sind,  die  verschwinden,  wenn  filr  r  der  Ba* 
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dlu8  der  Hnhrc  gesetzt  wird,  imd  für  Punkte,  die  in  ctuUkkn 
Eutfemimg  Ton  der  Röbrcnwand  liegen,  bei  VemachlSasigiiiig 
uncsidlicb  kleiuar  Grossen  höherer  Ordnung  diese  "Werthc  «- 

/?  =  1,     Ü'^O, 

Bildet  mitii  den  Äu<ulnick,  der  die  Geschwindigkeit  u  itlr  Pnukte. 
die  in  enHlicber  Bntfeniimg  von  der  RShreDwaod  Urgen,  dar- 
stellt,  ftU'  die  beiden  Vorzeichen  von  i  and  fllr  die  beiden  Vor- 
zeicbeti  von  m,  und  »otzt  dio  Wer  »o  cuLstebendeu  AusdrOckr. 
□lit  Terscbiedeneu  C-oDstanten  niultipüctrt,  zusaaimeo,  so  g- 
hält  man 

H=:  C^«'»'"»n(2?Tni+m"j--|-Ä,) 
+  Cs«-'*'*8in(23M*— »w'j  + J,), 

wo  Cj,  C.,  fly  i,  vier  reelle  wülkUrHche  Oonstantcn  bedeoia" 
»ollen.    Es  bedingt  bieroacb  m'  die  Abnahme,  die  die  Sclaih 
gmigcn    bei   ihiTin  Portachrfitcu    criuhreu,    und    iw"  die  Pü 
ptianzangsgeschwindigkeit  derselben;  die  letztere  ist 

2»n 


d.  h. 


=  a(l_liÜ^). 


Dieser  Ausdruck  stiatnit  mit  dem  von  Heltoholtz 
gebenen   äbereüi,   abgeächeii   duvon,   das»   ;'  hier  eine  aixkn 
Bedeutung  bat. 

Wenn  die  ßöha-c  au  einem  Ende,  ffir  welches  j' « 0  mbs 
m&ge,  dorcli  einen  Stempel  rcrscblosaen  iat,  so  mu&»  Ar 
u  =  0,  also  C,  =  —  C^  und  Ö^  =  S^  oder 


M=  q  >/?»■•■■  +  ?-«•■■— 2cos2in"x  siD(2«iif  +  ^ 

sein,  wo  d  in   gewisst^r  Weise  von  x  abhängt    Die  Wc 
grosse,  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommt,  verschwindet  ftr" 
keinen  andern  Werth  von  x,  a!»  für  j- »  ü,  abix  de  bat  ctne 
B<-ihc  Minima,   die   nur   unendlich  wenig  von  0  rencfakdii 
sind;    diese  Minima  entsprechen  den  Knoten.      Die  Muian 
und  Minima  der  Wurzelgr&sse  sind  bestimmt  durch  die  tileichmif 


!■  aiaftin  Oue  Auf  ilic  $«hi4llb>-«-cgii»e. 


&&5- 


oäer,  wenn   mau  Gröaseu   von  der  Oi-dnnng  von  y-  veniach- 
Ult&igt,  durch  clie  Gleicliutig: 

an2m"x  =  0. 
Flu*  die  Knoten  ist  daher 

8iDm".r  =  0, 
und  der  Abstand  zweier  aufeiuauder  folgenden  Knoten  ist 


also    gkich    der    Fortpfianzuugsgeäcbvriiidigkcit    der  'WeUen, 
dividii't  darcb  das  Doppelte  der  äch'vnngung:s2alil. 

Die  Constanten  C,  und  i>j  bestimmen  sich,  sobald  noch 
flu*  einen  zweiten  (Verschnitt  der  Böhrc  die  Bewegung  ge- 
geben ist.    Gesetzt,  es  sei  flii-  ar  =  / 

u=  Gmi2iint, 
so  uiuf>&  für  alle  "Wei'th«  von  /: 


G8in2nn<  =  C,V«*''''+'-"''°''-2co32;r.";  na(2ttHt  +  dt) 
sein,  wo  Si  den  Werth  von  S  für  x  =  /  bt-deutet;  daraus  folgt: 

^1  =  0 

r.  0 


Es  ergebt  sich  daraus,  dass  bei  gegebenem  G  ein  iisjä- 
mum  von  C\  stattfindet,  wenn  an  lUm  Orte,  für  den  x  =  l  ist, 
ein  Kiioton  liegt;  es  iat  dann  C\  unendlich  gross  gegen  G, 
nämhch 

& 


C,- 


oder 


2»'I 


ar 


^  G 


Dem  hiw  tiieorftiKcli  imtensncliten  Falle  entsprechen  die 
im  Eingänge  angeftlhrten  Vermiche  des  Hm.  Kundt.  Die 
Reaultättt  derselben  stimmen  mit  der  (Ur  die  Schallgeschwin- 
digkeit  hier  abgeleiteten  Fnrmcl  in  m  ivnx  Überein.  als  auch 
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Docfa  [Lieser  di«  Scliallgeüchn-indigkeit  um  so  iu«hr  Tenfaigttt 
wird,  je  enger  die  R^ihre  and  je  tiefer  der  Ton  wird.  Di» 
Grösse  dar  beobacbteten  Verriiigenuigen  im  Allgeineüiw 
widi-rspricLt  der  tlieorcti neben  Formel  nicht,  da  in  dieser  dv 
CogSicieni  der  Wämieleitung  v  Torkommt,  der,  wenn  die 
Sti-alilung  bei-ücksichtigt  werden  sollt  so  weit  ich  »ebe,  aack 
oiciit  uitlierungsvroise  gfscb&t;d  w(.>rdi-ii  kum.  Da&s  bei  V«f> 
tnebmng  des  Dinickes  die  SchaUgescfavindigkeit  wächst,  erkfikn 
sicli  daraus,  dass,  wie  bereits  oben  augfflUtrt  ist,  die  Qtteen 
fi,  u"  und  r  abnehmen,  wenn  d<T  Druck  vergrOesetl  winL 
Wird  die  glatte  Oberfläche  der  Köbre  io  eine  raube  rn- 
wAndelt,  so  muss  der  Eintiusa  der  Reibong  sowohl  oU  dn 
Wärmeleitung  Kuucbmen,  die  SchallgCi^chwiDdigkoit  &Uo  Ui-ioff 
werden,  wie  eo  vou  Hm.  Kuiidt  beobachtet  ist.  lu  enw 
Hinsicht  aber  besteht  ein  wesentlicher  Mangel  an  Debenia- 
stimmuug  zwischen  dorn  Vei-such  und  der  Theorie.  Jiftd 
dieser  soll  unter  Konst  gleieheu  Ümst&nden  die  VerriugeriO| 
der  Scballgescliwindigkeit  dem  Radius  der  Röhre  umgelnbit 
propoi-tioual  sein;  nach  den  Versuchen  wfichst  sie  bei  lioA- 
meriflem  Radius  »rlieblicli  schneller  als  das  Eeciproke  de«  Bft- 
dim.  leb  kann  den  Glrund  dieses  MnngeU  an  Deberetnstimaiiiif 
uidit  6ndcn;  doch  inürhtb  ich  einen  Umstand  «TwähDcn,  ia 
%-iHlleicht  dabei  mit  im  Spiele  ist  Die  Longitudin&ltdiie  m 
Stuben  -  mit  denen  Br.  Kuudt  expcrimentirt  hat  —  wai 
nicht  einfache  Töne;  der  Oniiultou  ist  tou  seinen  harmonisclici 
Obertöneu  hi^gleit«t;  der  einfache  Ton,  dem  die  beofaaditite 
Schallgeschwindigkeit  entsprach,  konnte  daher  nicht  geui 
mit  dem  (jnmdton  des  Stabe«  tlboreiastümucn,  sondera  anstt 
faöfaor  sein,  um  so  höher,  je  stärker  die  Obertöue  im  VerUl^ 
nÜH  zum  (irundtone  waren;  dieses  VerhäUniss  aber  hotte  tid- 
laicht  voi-acbicdcne  Wortho  bei  den  RObren  von  vencfaiedeaeB 
Durclimeeeer. 
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üeber  den  Winkel  d«r  optisrh^n  -Uen  im  Arti£«nit8 
nr  dir  vrrschiedvuen  FraunliofiT'jfciieii  Linien. ') 

Hr.  Heus8«r  hat  die  Wink«!  der  optischen  Äxea  des 
Äragoaite  Sa  farbiges  Liebt  gemessen  und  seine  Rosultate 
TergUcbfm  mit  den  Wertliwt.  ili«  sieb  fÖv  diese  Winkel  aus 
den  TOD  Rudberg  bestimmtoDBrecbaugscocffiäcuteu  desselbea 
Ei^ulis  erffeben-')  Die  BestiiumangCD  von  Budberg  be- 
aeben  eich  direkt  auf  dio  FraunbuferVliei)  Liuien;  Herr 
Heusser  bat  seine  Massungen  mit  fiu-bigum  Lichte  lUisfuefUhrt, 
das  er  thotls  darcb  die  gelbe  Kocbsolzäamme,  theik  dai'ch  ab- 
•ürhirt'üdü  Mittel  von  rother,  grüner  uiul  blauer  PaHie  her- 
fUÜllc,  hei  der  Berechnung  aber  als  Qberein^tiiumciid  toit  gc- 
«fasen  fVaunhofer'schen  Liniet]  anuahm.  Hr.  Heusser  findet 
e^h(^bUche  Unteiw-biwle  zwischen  den  &U!(  »einen  und  den  au» 
Bodberg'»  Beobacb taugen  abgeleitete.u  Uesultaten;  „weun 
maii  aber  bedenkt,"  sagt  er,  ^^dass  die  mittlei-en  Stralileti  des 
tugowaudten  Lichte  in  koiiu-u)  Fall  mit  den  untMprccIieadi'n 
Linien  ansamtneiifjillen,  und  alt!^serdem  in  Krwäpung  zieht, 
weli-beu  bedeutenden  E^influss  auf  dfu  Winkel  der  optischen 
AxcD  eiu  kleiuer  Fehler  io  den  BrechungscoftBcicntcn  hat 
ID  dem  Fall,  wo  jener  Winkel  aus  den  dj-ei  BrechungscoeflS- 
cieni«D  berechuct  wird,  so  kann  man  kaum  eine  genauere  feber» 
fliwittmiDiing  erwart«D," 

Es  sehien  mir  von  Interesse  zu  untersuchen,  in  wie  weit 
jmo  Untprschit-de  dem  einen,  in  wie  weit  siie  dem  anileni 
der  beiden  Umst-iliide  zuzuschreibeo  dud,  di«  Hr.  Heusser 
«nAthrt,  und  ich  habo  dughalb  die  Mei»uiigen  dieec«  in  einer 
^j^etoe  wiedej-hult,  twi  der  sie  unmittelbar  auf  die  einxelnuii 
frauiiholer'schen  Linien  sich  beziehen. 

Bei  dem  ÄpparalK,  den  ich  zu  dickem  Zwecke  zusammen- 
gesetzt habe,  fallen  die  dturcb  einen  äpiegrl  in  horizuntuKr 
Bichtung  reflectirten  Lichtstrahlen  durch  ein  NicolVhe»  Pnsma 
auf  einen    en^on  vciücalen  Spalt«    der  iu    dem  Breuopunkte 


>)  yogg.  Ana.  Bd.  108,  ISA». 
*)  I>ogg.  Ann.  Bd.  M,  S.  (&»). 


ö.)'?        C«(K>r  im  Waü.ü  itv  -ipfuebcm  Atga  ^e>  AngonB  dt. 


iiaöftn.  ^r^Stn  ac  -iin  FistzLisprisni*  vc-d  etw^  45*  brechend«!! 
Wi^iiaL  iesritn.  bri'.'ritcii';  Kj^:<^  vertical  ist  ^beo  •iaim  durch 
■ija  -i-cr:-cotQis*.'ti'-s  F-rnirr-iir  T>>n  anÄeÄhr  12iiulig¥r  Ver- 
zr^^Tremuf.  zvlas^^c  :ia>:b:em  5ie  aas  ii«'m  Oonlar  dieses  ms- 
z^'T^t^Ti  snii.  m  <litr  Ar.iiEocic[^ctc  a:i*l  darvhLaafea  dum  noch 
■»■^  iwi*rtft*  jsrr'  c<;'niist!t**  P-rrnrir-lir  t-jq  etwa  I|&cber  V«r- 
ir-w-^rura  Uli  ein  rwi^iteä  Nicorarhes  Prisnu.  beror  säe  in 
•ii*  Aaj-  li-H  B^ti'boccwr!  treten. 

Lit  ihn  nr^rte  F^rr^ofcr  inf  rin  aneodlich  weit  entferntes 
<l>bjijt:t  -rinzestrilt.  nn-i  äiiii  'iie  LiLsen  de*  ersteo  in  eine  solche 
Ei.iZ'rT^.Jii.s  Srhrscia.  dx^  panllel  auf  das  Objecm-  fkUende 
ScrÜLl<?c  pänüli^l  ao»  dem  CVoIar  anstreten.  so  säefat  der  Be- 
obachter eir.e^n  Tbeü  des  Spev'troms  mit  seiuen  dnnk^  Linien 
aiL'i  aaf  dem  ürbtz>ra  Grunde,  den  dieser  dari>ielet,  in  onzihl- 
börer  Mc:.ee  die  sohvarzeD  Cmren.  die  tiorch  luterfereiu  der 
dorch  Dcippelbrechong  im  KiystaU  gebildeten  Strahlen  erzeugt 
weni-Mi:  anserdem  erblickt  er.  bei  richtiger  Eiostelliing,  die 
beiden  Fadenkreuze,  mit  denen  die  beiden  FemrGfare  rers^eo 
air.d. 

Die  Ari«'  ■:.itplatt*-  ist  a;.  -ier  nach  unten  Terlängerten  Aie 
•;i:.--   Tt.e-- •.■-iith'-n  beiV^tiet.    ■".er  aul"  einem    kleinen  Gerüste 
aate-^-t-r;'.:  *-■,  .ri--t  -io:.  ä'r-rr  r.oih  relativ  geseii  ilie  Axe  drvb-'Q 
u;.i  ZV-:  Ax-i  ,  .;:■-  ■.;itie  seiLkrech:  seseii  einander  und  etgea 
j>^:.--  iiii-,     N.ii'Aieai  du-  d-^ra  Autro  näher    liegende  Fernrohr 
50  •■::.-Zf^<'-'.'.'  i-i.  -ia-s  eiu  uiit-ndiiib  Wfit  eiitfenites  Objeot  mit 
-•-ih'Tii   Fäiieiikr-ruze   2l'-:''liz>.dri2   deutlioli    or>cbeint,    winl  & 
Axe  dt-  Tii'-'"":o!itIi"ii  -ci.krt-cht  zu  'ier  Rirbtuiic  geuiafht  in 
dvr    .iit'it-'..iL'-!i   Strahlen    aul'  <ia>  Objei-tiv    fallen,    welfhe  im 
.S'b:dttpunkt>'  de*  F:»ii(-iLkieu£e>  vereinigt  werden.     Zu  lÜeseni 
Zwtfi_ko   wird    an    Sttll^    der  KrvstaUplatte    ein    kleines  plan- 
piiiailil'-  Gia-    an    iler  Axe  dos  Theodolithen    befestigt,  das 
Fad-nknuz  durch  eine  Flamme  mit  Hülle  eines  vor  das  Oenlar 
ge^'tzten   (Ttasplättchen-;    bi-leuobtet    und    das  Spiegelbild  des 
Fadenkreuz.-:.  w<-!cbcs  das  plauparallele  Glas  giebt,  aufgesucht 
Durch  Drehung  dieses  Glases  relativ  gegen  die  Axe  des  Theodo- 
litlifn  «nd  durch  Versttdlnng  einer  der  Schrauben,  auf  welchm 
'lifses  Innti-uiiient   niht,    kann  man  bewirken,    dass.    mag  di= 
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Glas  die  oinc  oder  die  andcro  Flä<!he  dem  Auge  zuk(>breQ, 
durcb  Drehung  rler  TheodoUthenaxe  das  Fadenkreuz  mit  seinem 
Spiegelbilde  sich  zur  Dftclairfj  hringeti  Ifest  Ist  dieses  er- 
reicht, 80  hat  die  Axe  die  verlangte  Kichtxuig,  Nim  wij'd  bei 
dem  atidorn  Ferni-ohr  dip  vordere  Ocularüme  ao  wi'it  lieraus- 
oder  hineiiigest'hraubt,  rliiss  das  Fadenkreuz  desselben  gleich- 
zeitig mit  dem  ersten  Fadeidtreuze  deutlich  erscheint,  das  ganze 
Oculai'  80  verächobeti,  das«  die  Frauuhtif'er'si^hifii  Linien  in 
gi-össti'r  Schili'fc  sich  zeigen,  und  da-i  giinze  Ferurohr  so  ge- 
richtet, dflss  die  Schnittpunkte  beider  Paii^iikreuze  sicli  decken. 
Diese  Operationen  luösseii  von  Ntmean  ausgefillart  werden,  weiiu 
man  zu  ttinem  andern  Thdle  dea  Spectnima  Qbergeht,  da  die 
Linsen  des  Ociilars  nicht  acLromatiscli  sind.  Darauf  bringt 
man  durch  Di-eliung  dea  Priaiuüs  die  Fraunliofer'acht  Linie, 
auf  welche  die  Messung  sicIi  beziehen  soll,  zur  Deckung  mit 
dem  Verticalfa<lrn  des  vom  Auge  entfernteren  Ferni'ohrs  und 
setzt  ibinn  erst  die  Krj-stallplatto  an  ilu-en  Ort.  Diese  iuidort 
in  dem  GcMcbtsfclde  nichts,  wenn  das  Nicol'sche  Prisma  toii 
dem  Auge  entfernt  hU  falls  ihr«  beiden  FliLeheu  genau  parallel 
sind;  i!»t  dietve  Bedingung  aber  nicht  erfüllt,  so  hört  bei  dem 
EiiBetaeD  der  Ery^taUplatte  die  Deckung  der  8ehiiitt{)uiücte 
beider  Fadenkreuze  auf;  der  Vorticalfaden  des  vom  Auge 
weitereu  Femrolu-s  deckt  aber  immer  noch  die  Frauiihofer'sche 
Liluie,  auf  die  er  eingestellt  war.  Dax  Fadenkreuz  dieses  Fem- 
rolirs  wird  bei  der  Messung  des  Winkels  der  scheinbaren  Axeu 
allein  benutzt  Nachdeiß  man  das  zweite  Kici>rsclie  Prisma 
vor  das  Auge  gebracht  liat,  stellt  maa  <lie  Krystallplatlir  an 
der  Axv  des  Theudolithun  so  ein,  thui«  durch  Drehung  dieser 
Ajte  die  beiden  Punkte  der  Interferenüfigur,  die  den  optiBcheu 
Ax€D  entsprechen,  zur  Deckung  mit  <tem  Schoittpuakte  dea 
bezeichneten  Fadenkreuzes  gebracht  werden  kömicn,  und  liest 
den  Drebungs Winkel  ab,  der  erfordert  wird,  mn  von  einer  dieser 
8t«llungen  zur  andern  y.u  gidangen.  Um  den  Ginstclliuigcn. 
die  grösste  Schlüge  zu  geben,  habe  ich  es  am  zweckmässigst«!!. 
geftmden,  die  beiden  Nicol'scheu  Prismeu  so  zu  atelleu.  daas 
ihre  Hauptsclmitte  paiallel  sind  atid  Winkel  von  4^"  mit  der 
Ebene  der  optischen  Axen  des  Kristall!«  bilden. 

Der  Winkel,  den  man  auf  die  angegebene  Weise  findet, 
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ist  der  Winkel  der  scfaeinbareD  Azen  der  Kzystallplatte  ffir 
die  dem  Auge  abgewandte  Fläche  derselben.  Um  ans  ihm 
und  dem  mittleren  BrechungscoeiHcienten  des  KrystaÜB  den 
Winkel  der  wahren  optischen  Axen  berechnen  za  können,  ist 
ea  noch  nöthig,  die  Winkel  zu  messen,  welche  jede  der  beiden 
scheinbaren  Axen  mit  der  Normale  derselben  KiystalMäcbe 
macht.  Hierbei  wird  das  Fadenkreuz  des  dem  Auge  näheren 
Fernrohrs  benutzt.  Man  bringt  die  Kr;stallpl&tte  einmal  in 
die  Lage,  bei  der  dieses  Fadenkreuz  das  Spiegelbild  deckt, 
welches  von  ihm  die  F^he  der  Platte,  die  firüber  dem  Auge 
abgewandt  war,  giebt,  wenn  sie  dem  Auge  zugekehrt  wird; 
datm  in  die  Lage,  bei  der  der  Schnittpunkt  des  andern  Faden- 
kreuzen auf  den  der  einen  optischen  Aze  entsprechenden  Ponkt 
der  Literferenzägur  föllt,  wenn  jene  Fläche  wieder  dem  Ange 
abgewandt  ist;  ist  die  Krystaltplatte  an  der  Axe  des  Theodo- 
lithen  so  eingestellt,  dass  man  sie  durch  Drehung  dieser  aus 
der  einen  Lage  in  die  andere  überfahren  kann,  so  ist  der 
Winkel  dieser  Drehung  die  Ergänzung  zu  180*^  des  einen  der 
beiden  gesuchten  Winkel.  Sind  die  Flächen  der  Krystallplatte 
nicht  gfiiau  parallel,  so  findet  man  bei  der  Au&uchang  des 
bezeichneten  Spiegelbildes  zwei  Spiegelbilder;  diese  sind  von 
gleichtr  Dfutlichkoit,  wenn  dio  Politur  der  beiden  Flächen  eine 
vullkoiiiiiR'iie  ist;  um  i'iitscheitU'U  zu  köiinon,  welches  von  ihnen 
der  vorderen  und  welches  der  hinteren  Fläche  angehört,  niu^ 
niiin  dann  beuelitiii.  in  welcher  Riclitung  die  äcliuittpuiikte  ilor 
beiden  Fmicnkreiize.  die  vor  dem  Einsetzen  der  Krystaüplaltr 
einander  ileekteu,  dureli  diese  von  -einander  gescldedeu  >iüi 
Bei  der  Arajiouitplatte,  an  welcher  icli  die  Messungen  ant'c- 
stellt  habe,  die  icli  Iner  niittiieilen  will,  ist  die  Politur  ilfC 
FlÜclien  nicht  eine  vollkommene;  liier  erkennt  man  das  mi 
vorderen  Fläche  angeliörige  Spiegelbild  unmittelbar  an  i'-i 
prö.ssereii  Deutlichkeit. 

Zur  Ausiubrmig  iler  beschriebenen  Messungen  genügt  bei 
den  mittleren  Tlieilen  des  Spectrums  das  Licht  von  einem 
massig  hellen  Theile  des  Himmels,  hei  den  äusseren  ist  ihn 
direktes  Soniieidieht  unerlässlicli,  und  auch  dieses  reicht  niiM 
aus  bei  der  Liuii:  //,  l'ni  auch  hier  die  nöthige  Licbtstärti' 
zu  erhalten,  nmsste  ich  die  Sonnenstrahlen  durch  eine  Sanunei- 
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linse  ooaccnttiren,  liCTor  sie  auf  den  Spalt  Seloa.  B«i  beiden 
£UideD  des  Spoctntms  liess  irb  mit  Vurtiicit  das  liicbt,  beror 
es  zum  Ange  kaui,  dutch  ein  blaues  Ghts  gehen,  das  die 
Strahlen  mittlerer  BrccLbarkeit  in  Loliem  Grade  schwächte. 
Hat  mau  für  eine  J*>aunhofer'gclie  Linie  die  Winkel  ge- 
messen, die  die  sclu'inliari'n  uptiRchcn  Axeti  mit  einander  und 
mit  der  Normale  der  KrjstalltJüch'-  bildet),  so  findet  man  auf 
bekannte  Weise  dea  Winkel  der  wahren  ^, 

optiitcbenAxen  fUrdipsyU»!  Linie.  Man 
denk«  sich  aus  dem  Mittelpunkte  einer 
Kagel  Linien  gezogen  parallel  der  Nor- 
male der  KryjitalUläi-he,  den  beiden 
scbeinbareii  Axen,  den  beiden  vahrca 
Axen  and  der  MittelUnie  der  letzteren; 
mau  bczcichni;  diu  DurcliscIinittM)]uukte 
der  Kugel  mit  diesen  Linien  der  ll<;iho 
nach  durch  N,  S,  S\  fr,  H'\  M  und 
\crbindc  diese  Punkte  durch  grössto 
Kreise,  wie  es  in  beistehender  Figur  dargestellt  ist;  den  Winkel 
ff^Ntr  nenne  man  C  und  die  Bögen  A'W,  NtV,  JVS,  NS; 
Mff',  SS'  der  Keihe  nach  a,  d,  j,  x\  e,  :\  dann  ist: 

ooa2c  =  cosacoB«'  +  sin a sin«' cos  C 
imd 

cos  X  =s  cos  X  CDS  f'  +  sin  r  sin  x  cos  C. 

Bedeutet  n  den  mittleren  BrcchungBcoÖfficicotcn  des  Kry. 
tütiüls»  so  ist  weiter: 


Pis-d. 


(1) 


jsinf  =  nsina 
)siDy=  Rsmo'. 


Hieraus  folgt: 
cos  2r 


!  — f-  +C08OC0Sa  —  —     ,  - 


12) 

Hat  mau  f,  x  und  x  gemessen,  und  konut  man  n,  so 
findet  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ohne  Schwit-rig< 
kcit  2r. 

Mau  weiss,  da!«s  beim  Aragorit  die  opliachen  Axen  ftr 
die  verschiedenon  Farben  dieselbe  Elwne  und  diesell«;  Mittel- 
linie haben;  benutzt  man  diesen  Umstand,  so  kaun  man  für 

KIr'-tihalf.  OwMmttw  Abb>ii.lliiairM>.  S8 
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jßde  Fiauuhofcr'sclie  Linie  2c  aus  «  aui)  »  berechnen,  »roa 
mau  nur  für  eine  ansiicr  ;  aoch  x  uuil  z  gemesaen  bat  Be- 
ZL-ii-bnet  man  den  Bogen  ATA'  durcb  b  und  den  'WHiÜEel  H'^L\ 
durcb  A,  so  hat  man: 

f  coBo  =  c08Äco9e  +  fdnÄsinrcos^ 


(8) 


oder 


(4) 


cos«'=co8£cosc  —  aiB  4  sin  f- cos  v4 


smocosA  =  TT—  sin— i— an— ^—  . 


Bereclmet  man  ans  den  Gleichungen  (4)  fllr 
Linie,  für  ilie  r,  i  und  x'  geiQes<ieD  »luid,  £  und  A,  m>  luMi 
man,  <la  die^i^  beiden  Wink«!  fOr  alle  Farben  dieselben  «iiid, 
aus  den  G^leicbungen  (l),  (2)  und  (3)  Ittr  die  Linieo,  Air  & 
nur  z  gemetiaeu  und  n  bekannt  ist,  2r  6nnitt«>1n.  EHminirt 
man  aus  den  &  Gleichungen  (1),  (2)  und  (8)  die  4  Gritasen 
a,  a',  z-,  t\  eo  erhält  man  eine  quadrati&clie  Gleicbung  für 
cos  r;  da  diese  aber  eine  ziemlich  verwidcelte  Gestalt  hat,  m 
findet  man  den  Wcrth  von  t-  leichter,  als  durch  ihre  dinkte 
Auflösung,  indem  mau  in  die  Gleichungen  (3)  einen  mbcnmgi- 
werth  fUr  c  setzt,  mit  Htllfo  der  Wcrthc  von  a  and  d^,  die  m*D 
dann  erhält,  aus  (1)  uud  (2)  einen  genaueren  Werth  too  < 
reoliuet  und  dieee»  Vurfaliren  wiederholt. 

Bei  einer  AragonitpUtte  von  etwa  T"»"  Dicke  land  ich 
der  einen  Fläche  die  folgenilen  Winkel  der  nclieitibaren  optixhcB^ 
Axea  filr  die  verschiedenen  Fraanhofer'scben  Linien: 

li.    30"  35*  50'  E.    31«    6'  50" 

C     80*  40'  10-  F.    Sl"  21'    0" 

n.    SO"  51*  40^'  G.    31"  46'  20" 

Ä    32"  9'  80'. 

FUr  die  Linie  V  ergab  »ich  dabei: 

T=ll"  57',    *'  =  1S*'  66'; 

die  Temperatur  war  ongefilbr  25"  C.  In  Bcziehnng  auf  <bw 
Angaben  ist  noch  zu  en^'ihncu,  dass  der  bei  //  anfgefäikrt« 
Winkel  nicht  das  immitU^lbare  Resultat  einer  Mossni^  üt;  it 
der  Verticalladeii   des   Fndeiikreuzes  Tor  der  Linie  U  eifit 
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deatlich  gcDTig  zu  sohoo  var,  so  wurde  derselbe  einmal  in  die 
Alitte  zwischen  die  Linien  //  und  *  (nach  der  Bezeichnung  tod 
Baden  Powell)  gestellt,  dann  auf  die  andere  Seite  tn  gleiche 
Jüutfernung  von  H  gehracht,  jedesmal  der  Winkel  der  schein- 
baren optisrheu  Ajcea  gemessen  and  das  Mittel  aus  den  beidea 
so  erhaltenen  Wprtlien  genooimen.  Die  folgende  Tabelle  oot- 
hält  in  der  mit  n  Ubcrschricbcnen  Oolumne  die  von  Budberg 
bestimmten  mittleren  BrechuogKco^fficietiten  des  Aragonits, 
unter  K  die  mit  HQlf«  dieser  aus  meinen  Messungen  abge* 
leiteten  Winkel  der  wahren  optiachen  Axen,  unter  H  die  tob 
Hrn.  HeusHCT  in  dt_T  obi^n  citirtoii  Abhandlung  geftmdenen, 
unter  R  die  ans  Undberg's  Messungen  der  drei  Bi*echimg»- 
coSfficienten  berechneten')  Werthe  derselben  Winkel: 


n 

K 

n 

R 

B. 

1,67631 

W    5' 28' 

17"  58' 

C. 

1,67779 

18  6  55 

18«  10' 

17  48 

D. 

1,68157 

18  11  7 

18  12 

17  50 

E. 

1,68634 

18  16  45 

18  18 

18   8 

F. 

1,69053 

18  22  14 

18   9 

G. 

1,8988G 

18  31  30 

18  24 

18  17 

H. 

1.70509 

18  40  20 

16  28. 

[  Zur   Controlc    habe    ich    auch    an    der   zweiten   Fläche 

[    derselben  Platte  Messungen  angestellt,  hier  fand  ich  für  die 
Linie  D 

x=10''54',    y  =  20«15' 

und  fUr  die  Winkel  der  scheinbaren  und  der  wahren  optischen 
Axen  ergaben  sich  folgende  Werthe: 


Ä 

ao»  37'  4a' 

IB»  5' 22" 

c. 

30  42  30 

18  7  11 

D, 

30  54  20 

18  11  12 

E. 

31  9  30 

18  16  56 

F. 

81  23  0 

18  22  10 

G. 

31  48  50 

18  31  48 

H. 

32  14  0 

18  41  45. 

Die  Temperatur  war  bei  allen  diesen  Beobachtungen  mit 
Ausnahme  der  auf  die  Linie  U  bezüglichen  nahe  die»elhe,  nia 


1)  B«er,  Einldtu^  In  die  liäbere  Optik,  8.  3^. 
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bei  deu  vorher  erwälmteu;  bei  der  letzten  BeobAchumg 
WAT  die  T(!ii)per»tiir  nur  die  von  etv&  17"  C,  tmd  dteaer  Vm- 
atanil  erklürt  den  verbleie! inngnwpise  grosaen  CoteradiMd  na 
\'2b''  zwischen  den  beiden  hier  gefundenen  Wertlieii  dea  Wafceb 
der  optisclicn  Ajicn  für  die  Linie  H;  ich  hohe  mirk  übenr^ 
dass  ein  Ähnlicher  Tctnperataninterschied  hei  dco  atukxcB 
FrauidioferVlitm  Linien  eine  ähnüclie  Aenderong  üb 
Winkel  der  optischen  Axcn  hcnrorbringt. 


Ueber  die  Frannhflfcr'scIieB  Liaiei.^ 

B«)  (Tclegenheit  eioor  von  Bunscn  nnd  mir  in 
st^haft  ausgeftibrtEin  Cntorsnchung  Ober  die  Spectrea  (krbiger 
Flstmmen.  durch  wälclui  es  uns  möglich  gewwiden  ist,  die  qoali* 
tatJTc  ZusammensetzuDg  compUcirter  Gemenge  aus  dem  Ai>> 
blick  des  Spectrum«  ihier  Löthrahrtlamnie  zu  erkeaoeii,  bxbe 
ich  einige  Biiobachtungm  gemacht,  welche  cim-n  anenrartrtet 
ÄufsL-hluss  über  den  Ursprung  der  Fraunhofer' nchwu  Liniai 
geben  und  zu  SchlUiwen  berechtigen  von  dieseo  auf  die  atoff* 
liehe  Busrhaß'enhdt  der  Atmosphäre  der  Bonne  und  TieUdcM 
auch  der  helleren  Fixsterne. 

Fraunhofer  hat  bemerkt,  dast  in  dem  SpMtzui  äou 
Kcrzeiitlammc  zwei  helle  Linien  auftreten,  die  mit  dtoi  bei(1«a 
duiikehi  Linien  D  des  SonneuapectruniB  zasamznenfallen.  l>ie- 
setben  hellen  I^inicn  erhält  man  licht«t&rker  von  einer  Flunnie, 
iu  die  mun  Kuchsalz  gebracht  liat  Ich  entv&rf  ein  SoaDea> 
Bpectrum  mid  lieas  dabei  die  Sonnengtruhlen,  bcror  sie  wä 
den  Spalt  üelen,  durch  eine  kriUlige  Eochsalzflamtne  tnteu. 
War  das  Sonnenlicht  hinreichend  gedämpft,  so  erschieDen  an 
Stelle  der  beiden  dunkeln  Linien  ii  zwei  hello  Linien;  Ob«p 
stieg  die  Inlcniiitäl  jenes  aber  eine  gewisse  Grenze^  so  Beigbn 
sich  die  beiden  dunkcbi  Linien  D  in  viel  grOsserer  DentHcli- 
keit,  als  ohne  die  Anwesenheit  der  RochsalHInmme. 

Das  Sjiectrum  des  Drum mond'schen  Lichtes  enthalt  dtf 


1}  Hootttibericbt  der  Akad.  iL  Wb».  eii  Reritn  v.  Oct.  189*. 
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Regel  nach  die  Iieideu  hellen  Natriumimien,  wcua  die  leuchtend« 
Stelle  des  Knlkcylinder»  noch  nicht  lange  der  Glühhitxu  nn»- 
goBctat  war;  bleibt  der  KalkcyliridtT  unverröckl,  so  werden 
diese  TJnien  ßchwächer  und  verschwüiden  endlich  ganz.  Sind 
sie  verschwnnden  oder  nur  sehwacli  hervortretend,  s»>  bewirkt 
eine  Älkohcilflanune,  in  die  Kochtsalz  gebracht  ist  uiul  die 
ewischen  den  Kalkcjlirider  und  dwi  Spalt  gestellt  wird,  dass 
an  ihrer  Stelle  rwei  tiunltle  Linien  von  ausgezeirliarter  Scliärfc 
und  Feinheit  sich  zeigen,  die  in  jeder  Hinsicht  mit  den  Limen 
D  des  SonncDSiicctrum«  übt^reinstimmen.  Ea  sind  ao  die  Linien 
JO  des  Sonuenspectrums  in  rini-ui  Spoctrnra,  in  dem  sie  natür- 
lich uicht  Torkommen,  künstlich  hervorgerufen. 

Bringt  man  in  die  Flamme  der  Bunsen'schen  Gaslampe 
Chlorlithinni,  so  zeigt  dos  Spectrum  derselben  eine  sehr  helle, 
schürf  begrenzte  Linie,  die  in  der  Mitte  der  Fraunbofer- 
Bohen  Linien  li  und  C  Hegt.  LäsHt  mau  Sonnenatralden  von 
m&asiger  Intensit&t  durch  die  Flunimf  auf  den  Spalt  fallen,  so 
sieht  man  an  dem  bezeiclnieten  Orte  die  Linie  hell  auf  diink- 
Icr^m  Grunde;  bei  grösserer  Stärke  de«  Sonnenlicht'*  aber  tritt 
an  ihrer  Stelle  eine  dunkle  Lhiie  auf,  d!e  gauJ!  denselben 
Charakter  hat  wie  die  Fraunhofer'tichen  Linien.  Entfernt 
man  die  Flajnme,  so  verschwindet  die  Linie,  so  weit  ich  habe 
•ehcn  kQtiuen,  vollständig. 

Ich  schliesse  ans  (Iiü.qon  Buobaclitungen,  dass  farbige 
JE^lammett,  in  deren  Spectrum  hcUr,  srbarfe  Linien  vorkommen, 
Sbidilen  von  der  Fai'be  dieser  Linien,  wecin  dieaelbeu  durch 
sie  hindurchgehen,  so  Kcbwächen,  dOKS  an  Stelle  der  hcUeu 
Linien  dunkle  auftreten,  sebald  hinter  der  FUmmo  eine  Licht- 
quelle von  hinreichender  Intensität  angebracht  wird,  in  deren 
Spcctruin  diese  Linien  sonst  fehlen.  Ich  schliesse  weiter,  dass 
die  dunkeln  Linien  des  Sonuenspectrums,  welche  nicht  durch 
die  Erd:itniosphäre  hervurgernfen  worden,  durch  die  Anwesen- 
heit deijenigen  Stoflfe  in  der  gltilienden  Sunnenatmosjphäre  ent- 
stehen, welche  in  dem  Spectnim  eüier  Flamme  helle  Linien 
an  demselben  Orte  erzeugen.  Man  daif  annehmen,  d&sa  die 
hellen  mit  D  Uberetnstimmimdeu  Linien  im  Spectmm  einer 
FUmme  stets  von  einem  Natriumgehaltc  derselben  herrUhren; 
die  dunkehi  Lbiien  D  im  Sounenspectrum  lassen  daher  scbliessent 
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dass  in  der  Sonuenatmosphäre Natrium  sich  befindet  Brewster 
hat  im  Spectrum  der  Salpeterflamme  helle  Linien  auigefonden 
am  Orte  der  Fraunhofer'schen  Linien  A,  a,  B;  diese  Linien 
deuten  auf  einen  KaUumgehalt  der  Sonnenatmosph&re.  Ana 
meiner  Beobachtung,  nach  der  dem  rothen  Tiithiamfltreifen 
keine  dunkle  Linie  im  Sonnenspectmm  entapricht,  wttrde  mit 
'Wahrscheinlichkeit  folgen,  dass  Lithium  in  der  Atmosphäre 
der  Sonne  nicht,  oder  doch  nur  in  verhältnisamAssig  geiinger 
Menge  vorkommt. 

Die  Untersuchung  der  Spectren  üarbiger  Flammen  hat 
hiemach  ein  neues  und  hohes  Interesse  gewonnen;  ich  werde 
gemeinschaftlich  mit  Bunsen  dieselbe  so  weit  führen,  als  es 
unsere  Mittel  gestatten.  Dabei  werden  wir  die  durch  meine 
Beobachtungen  festgostellte  Schwächung  der  Lichtstrahlen  in 
Flammen  weiter  erforschen.  Bei  den  Versuchen,  die  in  dieser 
Bichtung  tou  uns  bereits  angestellt  sind,  hat  sich  schon  eine 
Thatsache  ergeben,  die  uns  von  grosser  "Wichtigkeit  zu  sm 
scheint  Das  Drummond'sche  Licht  erfordert,  damit  in  ihm 
die  Linien  D  dunkel  hervortreten,  eine  Kochsalzflanmie  von 
niederer  Temperatur.  Die  Flamme  von  wässerigem  Alkohol  ist 
hierzu  geeignet,  die  Flamme  der  Bunsen'schen  Graslampe  aber 
nicht.  Bei  der  letzteren  bewirkt  die  kleinste  Menge  von  Koch- 
salz, sobald  sie  überhaupt  sich  bemcrklich  macht,  dass  die  helien 
Natriumhiiien  sich  zoigcu.  Wir  behalten  es  uns  vor,  ilie  Cou>e- 
(jueiizeii  zu  entwickeln,  die  an  diese  Thatsache  sich  knöpfen 
lassen. 


Ueber  deu  Zusammenhang  zwischen  Emission  und  Absorption 
von  Licht  und  Wärme. ') 

Vor  einigen  "Wochen  habe  ich  die  Ehre  gehabt,  der  Aka- 
demie eine  MittheUung  über  einige  Beobachtungen  zu  machfii. 
die  mir  namentlich  deshalb  von  Interesse  zu  sein  schieneu.  weil 
sie  Schlüsse  über  die  chemische  Beschaffenheit  der  Sonnenatmo- 
sphäre eimöglicben.    Von  diesen  Beobachtungen  ausgehend,  bin 

1)  Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wise,  zu  Berlin.   Dec  1859. 
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ich  jetzt  ilurcli  eine  sehr  einfiichc  theoretisoho  Betrachtung  zu 
einem  allgeiiieiiieti  Satze  gelangt,  der  mir  in  viellacher  Bezi©. 
huDg  von  Wichtigkeit  zu  sein  sclioint,  uad  d^n  ich  ileshidb  mir 
erlanbu  der  Akademie  vorxultigen.  Sr  spricht  eine  Eigenschaft 
aller  Körper  aus,  die  sich  auf  die  Emission  und  Absorption 
TOn  Wärme  und  Licht  bezieht. 

Wenn  man  in  die  niclitKiiohtcnde  Flamme  der  Bunsen- 
echen  Lampe  Chlomatiium  oder  Chlorlithium  bringt,  so  erhiUt 
mau  einen  gluhcudeu  Korper,  welcher  nur  Licht  von  gewisser 
WelienläiiKC  aussendet  und  nur  Liebt  von  derselben  Wellen- 
länge abeorbii't  In  dieser  Weise  lässt  sich  dus  Resultat  der  er- 
wftbnten  Beobachtungen  aussprechen.  Wie  derselbe  den  dun- 
keln WiU'meetrahlen  gegenüber  in  Beziehung  auf  £mi«sion  und 
Absorption  sieh  verhält,  weiss  man  nicht;  aber  es  erscheint  als 
unbedenklich^  sich  einen  Körper  als  möglich  vorzustclleo,  der 
TOD  allen  Wärmcstrablen,  den  leuchtenden  wie  den  dunkeln, 
nur  Stralden  einer  Wellent^ige  au.ssend«t  vmtl  nur  StnUiten 
derselben  WellenlAnge  ahsorbirt.  (riebt  man  dicseB  m  und 
betrachtet  überdies  einen  Spiegel,  der  alle  Straldeu  vollständig 
reäecdrt,  als  m&glich,  so  kann  man  aus  den  allgemeineu  Girund- 
Sätzen  der  mechanischen  Wäametheorie  sehr  leicht  beweisen, 
dass  fQr  Strableu  derselben  Wellenlänge  bei  derncU 
ben  Temxieratnr  das  Vcrliältniss  de»  Eniissionsver- 
ro&gens  zum  AbsorptionsYermügen  bei  allen  Kör- 
peru dasselbe  ist. 

Alan  denke  sich  in  Gestalt  einer  nnbegren»t«n  Platte  einen 
Körper  C,  der  nur  Sti-ahlen  von  der  Wellenlilnge  A  aussendet 
und  nur  solche  absorbirt;  diesem  pegenUbergcstoUt  sei  ein  Kör- 
per ein  Gestalt  einer  llbuhchen  Platte,  der  Strahlen  rou  allen 
nö^iohen  Wellenläugeu  aussendet  und  abaorbii-t;  die  ilusseren 
Flachen  dieser  Platten  seien  nüt  den  vollkommenen  Spiegeln  Ä 
und  r  bedeckt.  Wenn  in  diesem  Systeme  die  Gleichheit  der 
Temperatur  sich  einmal  hergestellt  hat,  so  muss  jeder  der  bei- 
den Köqier  dieselbe  Tempeniliir  behalten,  also  durch  Absorption 
so  viel  Wärme  aufnehmen,  als  er  durch  Ausstrahlung  verlierU 
Nun  betrachte  mau  von  den  Strahlen,  die  c  aussendet,  zuerst 
diejeDige«  von  einer  Wellenlänge  X^  tUe  Ycrschioden  roii  ^  Ist. 
Auf  diese  Strahlen  hat  der  Körper  C  keinen  Einfluas.  sie  wei^ 
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den  von  dem  Spiegul  Ä  so  roilecürt,  als  ob  C  gar  nicht 
banden  wüje;  ein  gewisser  Tbeil  Ton  ihnen  wird  dann  ron  c 
ahsorbirt,  die  Uhrigeu  gelaiiguu  zum  zveiteu  iSale  an  d«a  Spi» 
gel  R,  werden  \on  dicsimi  aljennals  roflectirt,  von  c  tbeilveiM 
abaorhii-t  tu  s.  E  Alle  Strahlen  -von  der  AVetleul&oge  2,  die  der 
Körjiur  r  aussendet,  werden  auf  diese  Weise  nach  und  oadi 
wieder  von  ihm  auigonommcn.  Da  dieses  fär  alle  \Verth«TtiD 
?.  gilt,  die  Terscbieden  ron  ^  and»  so  erfordert  die  UnTe^iinde^ 
liciikoit  der  Tenipemttir  des  Körpere  c,  dass  dieser  Too 
Strahlen  ron  der  Wellenlänge  J  so  viel  absorbirtt  als  er  seG 
aussendet  Für  diese  Wellenlänge  sei  e  das  EniiBsionsrennSg 
a  das  Absorptionsrermögeu  des  Körpers  r,  E  und  ^  seien  iHl 
entspredieiideu  Grössen  fUr  den  Kßrper  C  Von  der  Strahlm- 
menge  E,  die  C  aiLssendet,  absorbirt  dann  e  die  Menge  aS 
und  wirft  (1 — «)  E  zurtkcb;  bierron  absorbirt  C  dio  Mengi 
^  (I  —  u)  E  und  wirft  (1  —  ■^)  (i  —  a)  £  nach  c  zurück,  veklm 
daTon  a{\  —  .-l^  (1  —  a)  JJabwrbirL  Setzt  man  diew  Betracbtang 
fort,  so  sieht  man,  dass  e  tod  JE  eine  Stifitlemneuge  «^nftiiiimt, 
die,  wemi  man  der  KUrze  vegeu 

setüt» 

=  a£(H-A  +  *'  +  *'+..), 


ist    Von  der  Strahlenmenge  e,  die  c  selbst  auflseiktbli 
birt  c,  wie  eine  ähnliciic  Ucberlegtuig  zeigt,  die  Meng« 

a(l— J)« 
I— * 

Die  Bedingung  dai^,  dass  die  Temperotur  von  c 
ändert,  ist  daher  die  Qleichung 

aE    ,    aO—A}» 


d.  L  die  Gleichang 


Zn  derselben  Gleichung  gekugt  man,  wenn  man  die  B( 
duAlr  entwickelt,  das«  die  Temperatur  tod  C  constaot 


tmd  Absorption  von  Liebt  und  Würtno. 
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jQenkt  nukti  sich  deu  Ki^rper  e  diu'cli  oincn  anderen  ertrotzt  von 
Ifeselben  Temperatur,  m]  liiidct  man  durch  Wiodorholuug  der 
angestellten  Boti-acliluiig  dfuselheii  Wertli  iilr  das  V^rhJUtniss 
des  EiuisRlouävuriungeiiK  xiim  AhMoiTitinnsvemiOgcii  diet^eb  Kör- 
pers fllr  die  Strahlen  derselben  Wellfii länge  ji.  Die  Wellen- 
länge A  und  die  Temperatur  sind  aWr  willkürlich.  Es  fol^ 
also  der  Satz,  dass  ftlr  Straldi'n  derselben  Wellc-nläuge  bei  dtr- 
iselben  Temperatur  das  VerhfLltniss  des  KmiäsioiisTeruiügetis  /um 
AbsorptionsvemiBgen  bei  allen  Kin-pcrn  da.ss(db«  ist. 

Die  Bcßriffe  iles  Emissionsvemiögens  und  de'^  Äbsorptions- 
iTCrmögens  bezichen  aich  hierbei  zunili-hst  auf  den  Fall,  diiss  der 
'Körper  eine  unbegreu/tc  Flutte  bildet,  die  nuf  der  einen  Seite 
■joit  oinom  ToUkommcndn  Spiegel  belebt  ist.  Aber  die  Strahlu-n- 
luenge,  'welche  eine  frei  stehende  P]a,tte  nach  einer  S(.-itc  hin 
intsseudet,  ist  eben  so  gross  als  die  Sti-alilcii menge,  welche  eine 
[mit  einem  solchen  Spiegel  veisehcne  Platte  von  der  luilben  Dicke 
ausgicbt,  und  diese  beiden  PIiittL'n  Ijrtngen  eine  gleiche  Ab- 
iBorption  bei  niilTnllendcn  Strahlen  hervor.  Man  kann  hiernach 
'bei  doni  aus^o«proohenon  Satzß  d«8  Emiesionsvermögen  des  Kör- 
pers auch  dnfinireri  als  die  Strahlcituienge,  die  eine  frei  steheudo, 
isus  dem  Köqier  gebildete,  uiibegreuzto  Platte  nach  einer  Seite 
bin  aussendet,  uml  das  Absorplionsvemmgp'n  als  die  Slrahlen- 
■nenge,  welche  ilieselbe  Platte  »bsorbirt  \ou  der  Einheit  der 
iStrahlenjnenge,  die  sie  trifil. 

Das  allen  Körpera  genieinsaiue  Verhältuiss  des  Emisaions- 

TermOgeus  zum  AbsorpUoaävcnuügcn  ~  ist  eine  Function  der 

■"Wclleidaugc  mid  der  Tcinperatur.  Bei  niederen  Temperatwen 
XBt  diese  Function  =  0  fui-  die  Wellenlüiigcn  der  sicbtburon 
BtraUeiif  von  0  terschiwle»  ftir  grössere  WertJie  der  Wellen- 
Ungc;  bei  höheren  Temperaturen  hat  die  Function  auch  ftlr  die 
Wellonläugen  der  BicUtbRren  Strahlen  endliche  Wcrthe,  Bei 
deijenigen  Teinpera,tiir,  bei  der  die  Function  aufhört  =  0  zu 
Bein  für  die  WoUenlUnge  eines  gewissen  sichtbaren  Striüds,  fan- 
gen alle  Köi-per  an,  Licht  von  der  Farbe  dieses  Strahls  ausra- 
isenden,  mit  Ausikohme  derjeuigeti,  welclie  für  diese  Farbe  und 
idiese  Temperatur  ein  verschwindend  kleines  AbiorptionsvermÖ- 
|[en  haben;  je  grösser  das  Abäoi*ptiousveriu(3gen  ist,  desto  mehr 
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Licht  strahlt  der  Körper  aus.  Die  Er&hnuig,  dass  die  nudorcL- 
sichtigen  Körper  bei  derselben  Temperatur  erglühen,  die 
durchsichtigen  Gase  hierzu  aber  eine  viel  höhere  Temperatni 
ei-fordem,  und  dass  die  letzteren  bei  der  nämlichen  Tempeiator 
immer  schwächer  leuchten  als  jene,  findet  hierin  ihre  Erklärung. 
Femer  folgt,  dass,  wenn  ein  glQhendes  Gras  ein  discontinlli^ 
liches  Spectrum  gieht,  und  man  durch  dasselbe  Strahlen  von  hin- 
reichender Intensität  gehen  lässt,  die  an  sich  ein  Spectrum  olme 
dunkle  oder  helle  Streifen  darbieten,  dunkle  Streifen  an  den 
Stellen  des  Spectrums  auftreteu  müssen,  an  denen  die  hellen 
Streifen  im  Spectrum  des  glühenden  Grases  lagen.  Der  "Weg, 
den  ich  in  meiner  früheren  Mittheiluug  aU  geeignet  zur  chemi- 
schen Analyse  der  Sonnenatmosphäre  bezeichnet  habe,  hat  hier- 
durch seine  theoretische  Begründung  erhalten. 

Ich  benutze  diese  G^elegenheit,  um  einen  Erfolg  zu  erwäli- 
nen,  den  ich  auf  diesem  Wege  seit  meiner  früheren  Mittheilimg 
gewonnen  zu  haben  meine.  Nach  den  Untersachungen  ron 
Wheatstone,  Massen,  AngstrÖm  und  Anderen  weiss  man. 
dass  im  Spectrum  eines  elektrischen  Funkens  helle  Linien  ddi 
zeigen,  die  von  der  Natur  der  Metalle  abhängig  sind,  zrischen 
denen  der  Funke  überspringt,  und  mau  kann  annehmen,  dass 
diose  Linien  übereiiistiuimen  mit  denjenigen,  die  in  dem  Spec- 
ti-iim  einer  Fliimnii!  von  sohr  hoher  Teiiiperatui-  sich  bilden  wür- 
den, wenn  man  in  dioso  dasselbe  Metjill  in  passender  Fonn 
biüclite.  Ich  habe  den  grünen  Tbeü  des  Spectnims  des  elek- 
trischen Funkens  zwisclicn  Eisenelektroden  untersucht  und  ia 
diesem  eine  grosse  Zalil  von  hellen  Linien  gefunden,  die  mit 
dniikeln  Linien  des  Sonnenspectrums  zu  coincidiren  scheiüen. 
Bei  einzelnen  Linien  ist  die  Coincidenz  wohl  kaum  mit  Sicher- 
heit zu  constatiren;  aber  ich  habe  dieselbe  bei  vielen  Grup- 
pen zn  Kchen  geglaubt  und  zwar  in  der  Weise,  dass  den  liel- 
lerni  Linien  im  i'unkenspectrum  die  dunkleren  im  Sonnenspec- 
trum  entsprachen;  hieraus  glaube  ich  schlieaseu  zu  dürfen,  das 
diese  Coincidenzen  nicht  nur  scheinbare  wareu.  Wurde  der 
Funke  zwischen  anderen  Metallen,  z.  B.  zwischen  Kupferelek- 
troden, gebildet,  so  fehlten  diese  hellen  Linien.  Ich  halte  mä 
flii-  berechtigt,  hieraus  den  Schluss  zu  ziehen,  düss  unter  den  B^ 
standtheilen  der  glühenden  Sonnenatmosphäre  sich  Eisen  bedn- 
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det,  uinen  ScIiIub-s  der  Qbrigvn»  Hohr  tiabo  lu'-f^  wouii  nuia  das 
hSufige  Vorkommen  des  Eisens  in  der  Erde  und  in  den  Meteor- 
steinen lifdE-iikt.  Von  den  dunkeln  Linien  d<>^  SunnenKpectrums, 
die  mit  bellen  des  Eisenspcctnims  KUitanjoionzufallen  acbeiDeil, 
kann  Icli  mit  Bemgnabme  auf  die  von  Fraunhofer  gegeiMm 
ZoichriDiiK  d«8  Sonnenspectnuus  nur  wcnif»  bcAclircibon;  es  ge- 
liSriTn  ZQ  dic»ea  die  Linie  Ji,  cinigv  weniger  Kharfv  Linien  dicht 
Delien  £  nach  dem  violetten  Ende  de?  Hpectnuns  bin  und  eiuc 
Ijinii^  die  zwijirbcn  deu  beiden  u&clisteti  der  dni  sehr  aosge- 
xeicbBRton  LinieD  sich  b«ündet,  die  Fratinbofer  bei  6  ge- 
niduiot  bat 


lieber  diu  Verliftltniss  znisrlipn  dtu  Einissionsvprai&^en 
QDd  dem  AbsorptioQsvermVj^cD  der  Klfi'per  flir 

L  Wärme  nnd  Licht.') 

i.u 
Annahmen. 
Di(^  WärtueetnUtteu  sind   ihrer   Natur  nach   den  Liclit- 
_  ilcD  gleich;   diese  bilden  eine  specielle  Glosse  jener.    Die 

ölclit  siclittmren  WrurmestraUeil  ontfirscbeideu  sich  von  den 
Licbtstnililori  nur  dtircli  den  Werth  der  Schwingungvluuer  oder 
WelleuUingc. 

Alle  Wjlnni'sti-ahlen  gehorchen  hei  ihrer  Portpflanrung 
denselben  Gesetzen,  die  ftlr  die  Lichtotrahleu  erkanut  worden 
sind. 

Ein  leuchtender  Körper,  der  in  öinem  leeren  Räume  liclk 
befindet,  sendet  Lichtätrablen  aas,  die  unabhängig  von  du 
K&rpern  siod,  auf  welche  sie  fallen;  entsprechend  sind  alle 
"Winnestnildcn,  welche  ein  Körper  aasacndet,  unabhängig  «ou 
den  Körpern,  die  die  Umgebung  Jenea  bilden. 
^'         Von  den  WUrmcstrahlen,  die  dem  KOrper  Ton  seiner  Um- 

^^^  *)  üntenuchngien  Aber  dno  Sonneitspcctrain  and  die  Spoctnn  der 
W  eboBMebon  EleBMBte,  i.  Ausgabe,  Berlin,  Fmd.  Dümfnler'i  V«riaf^buch- 
t    hndboslSfiS: 
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nuMtsUn 

jianra^H 
bält,  tsoH 


gt^buug  zugeschickt  wcnIt'D.  wird  ein  Theü  Absorfairt,  deraikdeR 
in  Richtungen,  die  durch  B«flexion  und  Bredioog  geindert  öiiii 
irieder  fortgeMuicIt.  Die  vuu  ihm  gebrochenen  oitd  refledstn 
Strahlen  bestehen  neben  den  tou  ilnu  utisgcscndcten, 
eine  gegCQMnIige  Stfining  staltfindet 

Durch  die  Wlirmi-strHlJru,  welche  ein  KOrp«r 
wird  der  Begcl  nach  die  WSrnicmongef  die  er  enthält, 
Y«rtust  «rleideo,  der  der  lebendigen  Kraft  jener  BtraUen  I^n- 
Tftleat  ist,  und  darch  die  WArmestrahlen,  die  er  ftbsorbiit 
emen  Gewinn,  der  ätjuivaU-nt  ist  der  lebendigen  Kraft  der  »^ 
gorbirt«n  Strahlen.  In  gewiKScn  t^ien  kann  nber  eine  Ab»- 
nähme  von  dieser  Regel  stnttüiidcii,  indem  die  Absorptiim  mi 
die  Ausetrahlimg  andere  VeHLndenmgan  des  Küqtprs  bewirk 
wie  £.  B.  Iwi  Kör[)em,  die  vom  Lichte  chemisch  venUidert 
werden,  and  Lichtsangem,  die  durch  die  AuastraUnng  de* 
Lichtes,  welches  sie  auigenommen  lubea,  die  Eigenidaftn 
leuchten  verlifren.  Solche  Fälle  sollen  »isg«schlo«KSi  ymi» 
durch  die  Annahme,  dass  der  KSrper  die  Eigenschaft  besitit, 
weder  durch  die  Strahlen,  die  er  aussendet  oder  sk- 
sorbirt,  noch  durch  andere  EinnOsso,  denen  er  as!- 
gesetxt  ist,  irgend  eine  VeräDdernugzu  erleiden,  wtsii 
seine  Temperatur  darch  Zuführung  oder  Rntsieliuc 
Ton  Wfirmc  constant  erhalten  wird.  Cuier  dieser  B^ 
dingung  ist  iiach  dem  Satze  Ton  der  Aequiraleiuc  too  Wifw 
tmd  Arbeit  die  Wäniit>m<^nge,  welche  dt^ni  Körper  in  ümb 
geiriaseD  Zeit  zugelUhrt  werden  mnae,  um  die  Abkfihloig  B 
Terhiiidern,  die  üi  Folge  seiner  Strahlung  eintreten  wflrde,  ^o]• 
Talent  der  lebendigen  Krall  der  aaHg(>sendeteD  StrahlnD,  vti 
die  WiLrmemenge,  iielche  ihm  entzogen  werden  mnn,  rai  & 
Envämiung  durch  Absorjiüon  tou  Wärmestrahlen  auänbebeA. 
ii^uivalent  der  Ivbondigeu  Kraft  der  aheorbirten  Strahlen. 

Ein  Körper,  welcher  die-ser  Bedingung  genOgt,  sei  in  dnt 
HlÜlc  eingeschlossen,  die  dieselbe  Temperatur  wie  er  hat,  dtini 
die  keine  WürmeKtrahlou  liindurchgehcn  können,  deren  IW 
perator  constant  erhalten  wird,  tind  die  deradbcii  Bediagaff 
geoUgt  Der  Körper  sendet  Wänuestrahlen  aas  und  wird  0»- 
troffen  von  solchen,  die  thoils  ron  der  UüUe  ausgcgai^K 
theiU  durch  fieÜcxioD  von  dieser  zu  ihm  zurackgeworfett  iWi 
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er  absorbirt  einen  Theil  dieser-  Seine  Temperatur  muas  dabei 
dieselbe  bleiben,  ohne  dass  ihm  Wärme  entzogen  oder  mitgc- 
tbfilt  winl.  wie  aus  dem  "Principe  folgt,  aus  dem  der  Cariiot- 
«cbc  SaU  sich  ergiebt.  Es  ntuss  deshalb  die  lebendige  Kraft  der 
StrahUfii,  die  er  in  gewisser  Zeit  aussendet,  gleich  der  leben* 
digrn  Kraft  der  Stralden  sein,  die  er  in  derselben  Zeit  ab- 
sorbirt. 

Der  zu  tUhrcude  Beweis,  der  auf  dieMCU  Schluss  sich  stützt, 
erfordert  Sti  genaue  Untüi-suciluing  der  Strahlen,  die  zwiächen 
dem  Körper  und  der  Hülle  hin-  und  bergeheD;  diese  Unt«r- 
«uchniig  wird  wcBenÜicU  erleichtert,  wenn  man  sich  ilio  Hülle, 
ganz  oder  zum  gröastca  Theile,  aus  Körpern  gebildet  denkt, 
die  bei  unendlich  kleiner  Dicke  alle  Strablen,  die  auf  sie  fallen, 
YoUet&ndig  absorbirco. 

leb  will  solche  Körper  Tollkommeii  schwarze,  oder 
kürzer  sebwarxe  nennen.  Ein  schwarzer  Körper,  in  diesem 
Sinne  des  Woi-tea,  muss  dasselbe  Brechungsverhaitniss  haben, 
-vie  das  Mittel,  in  dem  die  Strolilung  erfolgt;  dann  tiilt  an 
seiner  Oberfläche  keine  Reflexion  ein.  inid  alle  aufTalleiKleri 
Strahlen  könneu  volktiindig  ahsorbü-t  werden.  Dichter  Jod- 
Idampf  in  Berührung  mit  atmospliäriKcher  Luit,  oder  Pech  in 
Beiflfarang  mit  Glas  könnpn  nahezu  als  schwarze  Köi-per  be- 
trachtet werden,  nicht  aber  Joddampf  in  BerUlirung  mit  Glas 
oder  Pech  in  Berührung  mit  LulL  £3  soll  liier  zuniLchst  dio 
Strahlung  im  leeren  Kaiune  nntci*sucht  werden;  die  schwarxeo 
Kfirper»  von  welchen  diL-  Rede  sein  wird,  müssen  daher  ein 
BreclmngsverbiUtiiiHM  haben,  wolchcs  nur  unendlich  wenig  von 
1  rerschieden  ist 

Die  Annahme,  dasa  solche  schwarze  Köi-per  denkbar  sind, 
bildet  ein  ivcsenUicbes  Hüllsmittcl  bei  dem  Beweise,  der  Ider 
geehrt  werden  soll.  Ferner  wii-d  angenammen  werden,  dass 
ToUkommen  diathermuao  Körper  denkbar  sind,  aino  nolcbe, 
die  Ton  aufiallenden  Wärmestrahlcn  —  welcher  Natur  diese 
Buch  sein  mögen  —  Nichts  absorbireu,  mid  endlich,  dass  ein 
Tollkommener  Spiegel  denkbar  ist,  d.  h.  «in Körper,  welcher 
alle  Warmoslralden  vollständig  refiectirt  Kin  »-(dlkommeuer 
Spiegel,  .sowie  jeder  vollkommen  diatheimaoe  Körper  kann 
selbst  keine  Strahlen  aussenden;  denn   thäte  er  es,  so  würde 
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er  (in  eine  Hülle  vou  gleicher  Temperatur  eingesctiloasen) 
Hölle  molir  und   mehr  efwäxmen  uml  sich  selbst  mdir  nitd 
mehr  abkühlen. 


§.2. 
DcfinitioDOD. 


Vor 


in$.  si 


einem  Körpor  V,  Fig.  24,  denke  man  sich  zwei 
S^  und  5^  au^estellt,  in  welclion  dio  beiden  Oeffnangen  1  uml  2 

äch  befinden,  dci'cn  Dinionsiooen  v> 
endlich  klein  gegea  ihre  Knüeninig 
_  sind,  und  von  denen  eine  jede  einai 
Mittelpunkt  hat.  Durch  diese  Ort' 
tiungcn  tritt  ein  Btiadel  der  Straklai. 
die  der  Körper  C  aussendet.  Von 
(lie.sem  Strahl^nbiindel  betrutdiB  tun 
den  Tfaeil,  de^wn  Wdlenliagtn 
—  zwischen  l  und  i.  +  di.  Hefsa,  vi 
aerlege  denselben  in  zrei  polaiüirte 
Componenten,  deren  Palan»tioQ»- 
ebeucii  die  auf  einander  reiärtwink' 
li^Q,  durch  die  Asc  6m  StraUa- 
hüudels  gehenden  Ebene»  fi  und  fi  sind.  Etil  sei  die  IntenaitU 
der  nach  a  polarisirten  Competient*--  oder,  was  djksäolbe  isl,  det 
Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  des  Acthcrs  Dberlialb  dM 
Schinne»  S.j  durch  diese  Compoacnte  in  der  Zeiteinheit  «r- 
Hihrt.  Die  Grösse  £  hcisse  dos  £mis8ioo8rermügan  dt* 
Körpers  C. 

Auf  den  Kürper  C  fülle  umgeicehrt  durch  die  OtSsaaga 
2  und  1  ein  Stralilenbündcl  von  der  Wellunlillnge  X,  du  aad 
der  Ebene  n  polarisirt  igt;  von  diesem  absorbirt  der  EatpH 
einen  Tbeü,  wälu^nd  er  das  Uebrige  rrtlectirt  odi<r  durchüsit, 
das  Verhältniss  der  Intensität  der  absorbirt«n  Strahlen  in  ift 
der  auflallenden  sei  A  und  heisse  daa  AbsorptiouiiverinAgei 
des  Körpers  C. 

Die  Grössen  E  tind  A  hängen  ron  der  Natttr  und  im 
Zustande  des  K&rpers  C  ab,  aosserdem  aber  auch  tob  ia 
Lage  und  Gcstnlt  der  OeflTtiungen  1  und  2,  too  dar  Woflefr 
länge  X  und  der  Itichtuog  der  £beDe  a. 
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§.  ». 

Bei  die-ten  Festsetzungen  gilt  der  Satz: 

Das  ViM-li&ltniss  zwischen  dem  EmissioiisTormOgen 

und  (lern  AbäorptionsvLTmOgcu  ist  für  alle  K5rper 

bvi  derselben  Temperatur  dasselbe. 

£9  soll  dieser  Satx  xuerst  für  deii  Fall  bevviesen  werden, 
dass  man  nur  schvai-ze  Körper  mit  einauder  vergleiclit.  al^o 
Holdie,  dt-reu  AbKorptiotuvennOigeu  e=  1  ist;  d.li.  ca  soll  gciu-igt 
werden)  dass  lim  Euiis-MimsTcrmSgen  aller  iicbwarKon  Körpta: 
bei  derM.'ll}«!!  Tomiieratur  das^lbü  ist.  Der  Beweis  dicat-s 
spedelleD  Sat2<.-ä  ist  ähalicli  dem  des  aUgemcinco,  aber  ein- 
üicber;  er  wird  tUilicr  das  VersULndiiiss  des  letzteren  er1«icht«nL 
Uebordies  werden  Folgoniiigeji,  die  aan  dem  spvciellen  Satze 
■ich  ergeben,  b<>i  dem  Bewtüse  des  allgctncineti  gebrancht 

I  M 

^^—      Beweis  des  Satxes  $.  S  fOr  «cbwarze  Körpur. 

^9  Jener  KGrper  C'sci  ein  schwarzer;  sein  Emisaionsvormi^en, 
das  im  Allgemeine»  durch  £  bezeiclmet  ist,  werde  e  genaunt; 
et  soU  bewiesen  werden,  dnss  e  ungoltndert  bleibt,  weon  ('durch 
irgend  einen  aiidoivu  ^Uwai-zen  Kurper  von  derselben  Tempe- 
ratur ersetzt  wird. 

Man  denke  sich  den  Körper  C  in  eine  schwarze  H&llo 
eingttiotlossen,  von  der  der  Scliinn  .S,  eiuta  Theü  au-tmacht; 
der  zweite  Schinu  S^  g^i  wie  der  erste  aus  einer  schwarzen 
Sobstaos  gebild*-t,  und  beide  seien  dnrch  schwarze  Seitenwinde 
l-iaginm  mit  einander  rei'buudeu,  wiu  Fig.  2fi  andeutet.  Die 
OeArang  2  denke  man  sich  zacnt  durch  eine  gUdchfaUs 
■chwane  Fläche,  die  ich  die  Fläche  2  nennen  will,  Terschloesen. 
!>■•  ganze  System  soll  dieselbe  Temperatur  besiUeu  und  die 
HQllo  TOD  Aussen  her  auf  con^tanter  Temp«ralnr  erhalLcu 
werdet).  Kach  den  in  {.  I  gemachten  Auseinandersetzungen 
mnss  dann  die  lebendige  Kraft  der  Strahlen,  di«  der  Körper 
C  in  einer  gewissen  Zeit  aussetHlot,  gleich  sein  der  lebendigen 
Kraft  diT  Stnihlen,  die  er  in  derselben  Zeit  absorbirt;  mit 
anderen  Worten:  die  Sunkme  der  Intensitfiten  der  Strahlen,  di%. 
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er  aoasendet,  moss  gleich  seui  der  Sumin«  der  IntenaiUteo  i 
Strahleo,  die  Uui  treSen,  da  er  die  letzteren,  der  YoraassetzBu; 
gi-tnäss,  vollständig  abüorbirt.  Xun  fttollo  man  sirli  vor,  da» 
die  Fläclie  2  eutfemt  imd  die  £rei  gemachte  Oefluiuig  ic 
scblofiseiL  werde  durch  eia  uumittcllmr  dahiutvr  gesetztes  SU 
einer  vollkommen  «piegelodcü  Kugi'Ulächc,  die  ihren 
puokt  in  dem  Mittelpoukte  der  Ueffaung  1  hat.  Das 
gewicht  der  Tempcmtar  uird  auch  dano  bestehen.  Jene  61 
h«it  der  lutoositllt  der  Sti-ahlcn,  die 
Körper  C  ausaeodet,  uud  derer, 
welchen  e-r  getroffeo  wird,  mitss  also  ani^ 
jet2l  »tattÜDdcii.  Da  aber  der  ESiper 
C  jeUt  dieMulbmi  Slralilen  auBaendet.  «il 
in  dem  vorher  gedtuJiti^n  F&Ue,  so  feljt, 
das«  die  liitcnsitAt  der  Strahlen,  wtlc^ 
io  beiden  Fällen  dou  KSrpcr  C  treflio, 
dieetelbe  ist.  Durch  die  I-IntfemoD;  der 
FUkhe  2  sind  dem  Körper  C  die  Strah- 
len  cntJiegcii,  die  jene  durch  iBe  Oe&oi^ 
1  bindarcbseDdeto;  diifilr  wirft  der  u 
der  Qeftiung  2  angehnu-hte  Hohbpi«{gel 
gerade  <.tiejeiiigcn  Strahlen  zu  dem  Kl 
C  zurück,  die  dieser  selbst  durch  di«  Ot^'ffuungen  ]  und  '2 
dorchsendet,  denn  der  Hohlspiegel  entwirft  von  der  Ü( 
1  ein  Bild,  welche«  mit  ilir  selbst  zosAmmctifiillL  >}  Es 
sieb  hieraus,  dtma  die  lut«nMtät  des  Strahle nbündeU,  vekbM 
der  Körper  C  durch  die  ÜoSomigen  1  und  2  sasscbicktr  glöeb 
tut  der  Intensität  des  StndüeubUudels,  welches  die  schauv 
Fliü-be  2  durch  die  Ocfiimiif;  1  enUseudet.  Da.  diene  Inten- 
ffllät  unabhängig  ist  von  der  Gestalt  nnd  weiteren  BeschafEea* 
heit  des  schwarzen  Körpers  C,  so  ist  es  jene  ebenfalb.  El 
wikre  hiermit  der  ausgesprochene  Sats  bcwieeon,  wem  aib 
StrabloD  der  beiden  ebcii  mit  «inander  TCi^bobenen  Stnkbi- 


1}  Von  der  Beugiiog  dcx  Sinüilf a  an  den  Rtodcni  der  üiilhiaif  1 
kuin  in»n  nbsebi'n,  denn  die  OeAttugeo  I  tmil  2  bJOman  tmendlkfe  ItM 
(|L-gi-u  ihre  £nifcnuui£  \utd  doch  noch  uncudücb  gnx«  Ktvn  A«  Wdl» 
Uug«n,  d.  h.  M)  gruM  uigenoinnien  werden,  dmas  die  BeagangwnM- 
nongfli)  (uunrUich  nti. 
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bOudel  von  der  Wellen^gö  k  und  nach  der  iSbeoe  a  polai-üört 
wären.  Die  beiden  Strahlenbüudel  sind  aber  aos  vcrschiodeii- 
artigen  Theileu  zusanuucngcsctzt,  und  aus  der  Gleichheit  der 
lutensilätou  der  gaiizoii  BUiidel  lääsC  sich  nicht  uninittclbar  auf  die 
G^leicliheit  der  luteiiHitfiten  der  eiitsprcchfnden  Tht^ile  ac^Itlieescn. 

Die  nothige  Er^nziuig  des  Beweises  wJLre  leicht  gegeben, 
wenn  eine  Platte  als  möglich  fingt  iiotumoii  werden  könnte,  die 
die  Eigeiucball  l)eifässe,  Stralileti,  d^ren  Welleolätigen  zwiacheo 
Ä  und  }.  +  liX  liegen  und  deren  Polarisationsebene  parallel  der 
Ebene  «  ist,  ungeacbwächt  lündiin-hzulasüfii,  Stralden  von  an- 
derer Welli^nlänge  oder  entgegen  gvst-tztrr  Polarisationsrichtuiig 
aber  TotlsLändig  za  reHectiren.  Dächte  man  die  in  Fig.  25  dar- 
gestellte Anordnung  sich  durch  Aiibringuui;  einer  solchen  Pbitte 
Tor  der  OelTnuug  )  mudificii't,  su  gelaugte  man  dtircli  die;  in 
Bezug  auf  diese  l-^gur  angestellte  Betrachtung  unmittelbai-  zu 
•lern  zu  beveisendeu  Satze. 

Die  Autwhme,  d&ss  eine  Bolche  Platte-  möglich  sei,  ist  aber 
durch  Nichts  gerechtfertigt.  Dagegen  ifa't  eine  Platte  mSgUcIi, 
j  welche  von  Striüili-ii,  die  m  in  diTHellicii  Richtung  treffen,  ver- 
■  schieden  riel  hindurehlilsst  und  reÖectirt,  je  nach  ilu'cr  Wellen- 
länge und  PolariuatioQsrielituiig.  Eüie  Platte,  welche  so  dOnn 
ist,  iljiss  sie  in  den  si(;btl)iin!ti  Stnddcn  die  Parhcn  dllnner 
Blättchea  zeigt,  und  welche  den  Strahlen  schief  in  den  Weg 
i  gestellt  ist,  leistet  dieses.  Bine  solche  Flsttc  »oll  benutzt  wer* 
den  h«\  dem  Versucln*,  dessen  AuHfilliruaig  setlacht  ytinX.  Dabei 
soll  aber  chie  solche  Einrichtung  getroffen  werden,  dass  die 
beiden  Strahlenbüudcl,  um  deren  Vergleichiing  es  sich  handelt, 
nicht  durcli  die  Platte  biTidurchgfhii,  Bondern  von  ihr  rellectirt 
werden,  und  zwar  unter  d«ni  PoliirisationKwinkiJ,  währcnil  die 
ReflexioDsehtme  mit  der  Ebene  a  zasaninienfiUIt.  Man  erlangt 
dadurch  den  Vortlieil,  das«  die  senkrecht  2u  a  polarisirten 
Strahlen  ans  der  Betrachtung  ganz  fortfallen.  Die  Platt«  soll 
weiter  aus  einem  vollkommen  diatlicnnaut^n  Mittel  .gebildet  ücin; 
sie  absorbirt  dann  keine  Strahlen  und  sendet  keine  «us. 


5.5. 
Bei  der  Pig.  25  beschriebenen  Annrdiiuiig  denke  mau  »ich 
rwischen  die  Üeffuungen  1  und  2  eine  Platte  der  besehriebenen 

Ktrcbborr,  GMUbiHlU  Ib^MidhnifM.  ^7 


Flf.  90. 
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Art  gebraclit,  die  durch  /'  bt-sciohnet  worden  soll.  Sc  »ei  w 
gerichtet,  dass  das  durcli  die  Oeflhungen  1  ond  2  tretciult 
Htrtihltüihiliidt'l  »ic  unter  dem  Polarisationswinkol  Uifft  and  du 
Einfall  seltene  dio  Ebenn  a  isL  Die  Waiid,  wrlcJic  die  Schirat 
6',  und  •S',  mit  einander  Terbiodet,  sei  so  gfeUltet*  ilass  du 
Spiegclliild,  ivelchea  <lie  Pliittc;  P  von  der  Offl'mmg  2  oitwiA 
in  i]ir  liegt ;  an  dem  Orte  und  Ton  der  Goütolt  dieses  Spli-srl- 
bildes  denke  man  sieb  eine  Oeffoung,  welche  ich  die  Oeffiiiuig 
3  nennen  vriU.  Die  OoffniinR  2  sei  durch  eine  schirarao  FUebr 
von  der  Temperatur  des  ganzen  Systm^ 
die  Oeffautig  3  einmal  durch  eine  ebpa 
Rolclip  Fläche,  die  ich  als  die  Flftdie  3 
bezeichnen  werde,  dsB  andere  Mul 
durcli  einen  voUkommeneu  HobbfiefeJ 
verschlossen,  der  seinen  Mittelponict  as 
dem  Orte  des  Spiegelbildes  bat.  das  iJir 
Platte  J*  von  dem  Mittelpunkte  der  Oef- 
□ung  I  entwirft  In  beiden  F&Uen  finirt 
ein  GHcbge-wicht  der  Wärme  statt;  durch 
eine  Betrucbluug,  wie  üe  im  vori^ca 
Paragraphen  durchgefiUirt  ist.  folgt  daraos 
dass  die  Summe  der  Intensit&tcn  drr 
Strahlen,  die  durcli  Entfemang  derFUd» 
^  dem  Körper  C  entxogon  werden,  gleich  ist  der  Sanuse  At 
InteiiKitJltcn  der  Strahlen,  die  diesem  dnrcb  Anbringnnj?  fl"* 
Hohlspiegels  zugeHlhrt  werden.  Ein  sohwimer  .Sehirin  (lon 
der  Tempi-ratur  deH  ganztm  B^rstems),  S^,  sei  so  ui^sesteUt, 
da8s  din-ki  keine  von  den  Strahlen,  die  die  Fläche  3  aaseeodrt, 
die  Oefihung  1  treffen.  Die  emte  Summe  ist  dann  die  Iubm> 
sität  der  Strahlen,  die  von  drr  Flllcho  3  ausgegangen,  ao  ia 
Platte  /'  n'fli'Ctirt  und  durch  die  Oeffiiiiiig  1  getreten  Bind;  uc 
werde  <iurch  Q  bezeichnet.  Die  zweite  Summe  setzt  nch  ■» 
zwei  Theilen  zusammen;  der  ciuu  Thod  rdhrt  rou  dem  K&ip« 
C  her  and  ist: 


wo  r  eine  von  der  Beschaffeuheit  der  ^atte  /'und  der  Wc 
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\&nge  l  abhängige  Grösse  bedeutet;  der  zweite  Tbeil  rilhtt  vou 
Strahlen  her,  welclie  tod  einem  Tbeile  i]er  schwarzeu  Wand 
ausgegangen  sind,  die  äiv  Schirmi!  S^  imd  S^  verbindet,  die 
Platte  /*  durchdrungen  haben,  von  dem  Hohlspiegel  uud  dann 
von  (ler  Platte  P  reflectii't  sind;  dieser  Tbi^il  werde  durcli  ft 
bezeidinet  Es  ist  iitinödiig,  ch-u  Wtrrth  Ton  H  nälicr  zu  unter- 
aucben;  es  genügt  zu  bemerken,  dass  R,  ebenso  wie  Q,  von 
der  Bfscbaffenbeit  des  Körpers  C  unabhängig  ist.  ZwiNcbeu 
den  eingcfdhrtcn  Grössen  besteht  die  Gleichung: 


0 

Tlentt  man  sicli  nun  den  Kfli-por  C  durch  ßinen  anderen 
scbwarzen  K(3rper  von  derselben  ToinpeJatui-  ersetzt,  und  bo- 
SieiiAmet  man  iUr  diesen  mit  /,  was  man  für  jenen  mit  e  be- 
zeichnet hat,  80  gilt  auch  die  Gloichniig: 


dUr*  +  Ji=Q. 

0 


Hieraus  folgt: 


J'rfÄ(e-O'-'  =  0. 


Mau  nehme  nun  an,  dass  das  BrechungsTerhfiJtniss  der 
Platte  F  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist.  Ans  der 
Theorie  der  Karben  dünner  Bl&ttclien  folgt  dann,  dass 

,3Ü 


r  = 


Qsm'f 


gesetzt  werden  kann,  wo  p  eine  mit  der  Diclcc  der  Platt«  Z'  pro- 
portionale, Ton  l  unabhUngige,  ^  eine  von  dieser  Dicke  uiiabhäD- 
gige  Gross«  bedeutet   Hierdurch  wird  die  abgeleitete  Gleichung: 


Daraus,  dass  diese  Gleichung  fUr  jede  Dicke  der  Platte  i*,  al^o 
für  jeden  Wcrth  von  p  bcstchon  muss,  lässt  sich  scbliossen, 
dass  fUr  jede»  Werth  von  X 
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«-^  =  0 
iBt    Um  den  Beweis  MeifOr  zu  f&hren,  setze  man  in  jene 
Gleichung  f&r  mn*  -^: 

|[co84|-4cob2|  +  3] 
und  differendre  sie  zweimal  nach  pi  man  erhftlt  dadurcb: 

Jrfl(l^Vco84.f-coe2|)  =  0. 

0 

An  Stelle  von  l  ftUire  man  mm  eine  neue  Grösse  a  dnrdt 
die  Gleichung: 

s 

ein  und  setze: 

(e-0  (.'-/(«). 
Man  erhftlt  dadurch: 

m 

j  da/ia)[cm2pa  —  coBptt)  =  0. 

0 

Erwägt  man,  dass,  wenn  rf  {a)  eine  beliebige  Function  von  a 
bedeutet, 

OD  S 

ffl  u  ff  (ß)  COB  2p  a  =  \jd  u  ff  Jl  J  co3;j  a 

ist,  wovon  man  sich  Überzeugt,  wenn  man  -^  für  u  setzt,  so 
kium  man  dafür  schreiben: 

Ol 

Jd«[/(f)-2/(«)jcos;>«  =  0. 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit 

dp  cos  xp, 
wo  ^  eine  willkürliche  Grösse  bedeutet,  und  integrire  sie  tod 
;>  =  0  bis/>  =  cc.    Nach  dem  Fourier'schen  Satze,  derdurdi 
die  Gleichung: 
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Clip  COS  px  r*/K7>(a)coapo= -^y  (*) 


aiMgeiprodioii  ist,  erhält  man  dadurcli: 


oder 


/(|)=2/(*) 


Hierftus  folgt,  clftS9/(«)  entweder  für  allo  Wcrtlie  ron  «  tw- 
scliwindet  oder  imendüch  kt«?is  wertlen  muRB,  wenn  «  sich  der 
KnU  iiflhert.  Wenn  «  sich  der  XiiII  nährrt,  wird  X  unendlich. 
Eriniiert  man  «ich  an  die  Bedeutung  Ton  /  («)  und  erwägt, 
du8  (»  ein  echter  Bruch  ist,  und  ääs»  w<»der  e  noch  «'  ttnend- 
bell  werden  können,  wenn  A  ins  Unendliche  wUchst.  bo  sieht 
man  ein,  dass  dei-  zweite  Fall  nicht  atatttiadou  kann  und  dass 
daher  für  alle  Worthe  ron  X 

..=  / 
sein  mu-ts. 

In  !khnhph(T  AVcisc  »nll  der  Fall  behandelt  werden  ^  doss 
der  Köi-]ier  C  kein  Bchwuaer,  Hondrni  ein  beliebiger  ist.  Von 
demselben  soll  nicht  Toransgesetzt  werden,  daas  «r  homogen 
üt;  tfaeils  an  seiner  Obcrfl&cbe,  tbcils  in  seinem  Innern  werden 
daher  die  Strahlen,  die  von  der  Ecliwarzen  Hülle  auf  ihn  fallen, 
die  mutnigAdtigsieQ  Modificationen  erleiden  können.  Ans  diesem 
Grande  muss  als  Vorbereitong  ku  dem  zu  führenden  Beweise 
doe  Dntenuchmip  der  Sti-ahlung,  die  zwischen  schwarron 
FUleben  gleicher  Temperatur  durch  holi<jbigf>  Kör|>er  hiudoreli 
statt&idet,  vorgenommen  worden.  Dieser  rnt*>natdiung,  die 
sich  auf  de»  eben  bewiesenen  Satz  stützt,  sind  die  n&eligteD 
Paragraphen  gewidmet 

Strahlung  schwarzer  Flllchon  gL>gen  einander. 

Wenn  das  StrahleiibCmdel,  welches  der  schwante  Körper 
C  durch  die  Oeffhungen  1  und  2  aussendet,  Uieilweise  gerad- 
linig polarisirt  witre,  so  müssto  die  Polarisationsebene  des  po- 
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larUirteii  Autheiles  sich  dreheo,  wenn  der  Körper  C  am  tlai 
Axe  des  SiralilenbiludclH  gcdrclit  würde.  Ein»  solche  Drebn 
mUsate  daher  den  Werth  roa  r  äudero.  Da  nach  der 
wicsciicn  Qleicbung  eine  solche  Aendomog  nicht  eintrutcn 
30  hat.  da»  Stnüitcnbündcl  kcmou  geradlinig  polariairten  TbeSl^ 
Ea  lässt  äich  bcweisea,  dass  dasselbe  auch  keinen  circalar  po- 
turiüii-Ujiu  Thfü  halicu  kann.  Der  Beweis  dal^  soU  aber  liier 
nicht  gctUtii't  werden.  Auch  ohne  dc&fielbcn  giebt  nun  zs, 
äaas  si-\iv.-jr/.ij  Körper  sic-k  denken  lassen,  in  deren  Stnutnr 
(ioiii  (:<runtl  Ii(>gt,  wcsimlb  »i«'  In  irgend  einer  Riebtang  mehr 
t-t!chtä-circuliir  polansirto  Stralilea  als  liuks-cirL'ular  potaiieirte 
Stränden  aussenden  suUtvn.  Von  dtesor  BeschuiTeiüieic  suU«i 
(He  scliwar/eii  Köi-per,  dl«  in  diT  weiteren  Boti-achtung  <t 
kommen,  Torausge^etzt  werden;  üe  geben  in  alleu  Bic 
nicliliJulariMTte  Stralüeii  aus. 

§.  7. 

Die  mit  e  l)czcichnet€  Grösse  li&ngt  ausser  von  der  Tro 
peratiu:   und   der  Welltiuliuigu  von   der  Gestalt  und  lel&liv 
Lage  der  Oeftnmigcn  t  und  2  ab.     6e;!oichnet  man  dmch 
und   tTj    die   Projcctionea  der  Oeflbungeu    auf  Ebenen, 
senkrccbt  auf  der  Ax«  des  betrflchteten  Strahlcnbündols 
und  nonnt  s  die  Entfernung  der  OoShtingen,  so  ist: 

wo  /  nur  eine  Function  der  WellonllLnge  nnd  der  Temp^'nuiir 
bedeutet. 

f  a 

Da  die  Gestalt  des  Körpers  C&m  wtllkllrliche  ist,  so  bma 
man  für  denselben  auch  eine  FiSchc  substituircn»  welche  4« 
Ot-'flimng  1  grnuUr  aiiHliillt,  und  welche  ich  die  Fläche  1  Denna_ 
will;  der  Schirm  >S^  kann  dann  fortgedacbt  werden^  Auch 
ScMrm  .9,  kann  fortgednclit  werden,  wenn  num  diu  St 
bflndel,  auf  wolchoa  sich  e  bezieht,  als  doejoDige  defiiuit, 
von  der  FlSche  1  auf  die  Fläche  2  fällt,  welche  die  Oefbran; 
3  gerade  ausföUt. 
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§.  9. 

Eiue  Folgerung  au<<  der  letzten  Gleichung,  die  sich  uii- 
mtttclbiir  darbietet,  und  die  später  lienutüt  werden  winl,  ist 
die,  dasä  der  Werth  von  e  uugeäudert  bleibt,  wean  man  die 
Oeflnungeii  1  und  2  mit  t'inaitder  vertauKclit  denkt 

^  10. 

Er  Noll  jetzt  oin  Satz  bewiesen  «erden,  woloher  als  t>ine 
Verallgeuieiueruug  des  im  letzten  Paragr^hen  ausgespixicbeuen 
Satzes  betrachtttt  werden  kann. 

Zwischen  den  beiden  schwarzen  Flüchen  gleicher  Teni' 
peratnr,  1  und  2,  ütelte  mau  sieb  KCrper  vor,  welche  die 
Stralileii,  die  jene  wminder  znsvnden,  auf  beliebige  Wmse 
brechen,  reHectiren  und  absorbiren.  Es  können  raehrrre 
ätzmbleubODdel  Ton  dur  Fl5cbe  1  nach  der  Fläche  2  gelangen; 
unter  diesen  wälile  man  eins,  betrachte  von  demselben  bei  1 
doD  Theil,  desnen  Welleolätigvn  zwischen  X  uiid  }.  -^  di.  Uegoaf 
un<l  zerlege  diesen  in  zwei  Coraponeutcu,  dcrcu  Pohuisations- 
ebencn  die  auf  einander  senkrechten  (sonst  bcLicbigeu)  Ebenen 
ö,  und  i,  sind.  Was  von  der  ersten  Component«  in  2  an- 
kommt, zerleg!'  man  in  zwei  Componenten,  deren  Potah^ation^- 
f  beucu  die  auf  einander  senkrecbten  (somt  beliebigen)  Ebenen 
«,  und  &,  sind.  Die  Intensität  der  nach  o,  polarisirten  Com- 
ponente  sei  KtlX.  Ton  dem  StraUlenbandel,  wotchtfs  auf  dpoi- 
Belben  Wege  wie  Aas  vorige  xm\  2  luu^b  l  geht,  betrachte  mau 
bei  2  den  Theil,  dessen  WellenlAngen  xwiüclien  X  imd  X  +  dX 
tiegen,  und  zerlege  (Uesen  in  zwei  nach  o,  und  hj  pohtris-irte 
CompODenteu.  Was  von  der  en>tfn  €ou]pouente  in  I  aiikouunt, 
Eerlege  inon  in  zwei  Componenten,  deren  Polariaatioasebeiien 
«,  and  A,  sind.  Die  Intenidtät  der  nach  a,  polarisirten  Com- 
poufiut«  sei  A"  dX.     Dann  ist 

K=  k: 

Der  Beweis  dieses  Satzes  soll  zun3ichät  unter  der  Voraus- 
setzung geehrt  werden,  dass  die  betrachteten  Strahlen  auf 
ilircm  Wogo  keine  SehwiLchung  erleiden,  unter  der  Vorauii- 
setzuDg  also,  daas  die  Brechungen  und  KeHexioncn  ohne  Ver- 
lust geschehen,  dass  Absorption  nicht  stattfindet,  und  dass  die 
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ans  1  nach  a,  polaiisirt  austretenden  Strahlen  m  2  nadi  a^ 
polariairt  ankommen,  so  vie  nmgekdut. 

Durch  den  BCtte^innkt  Ton  1  lege  man  eine  Ebene  seik< 

recht   mr  Axe    des   hier    aostretenden   odor  MifcnimwMMfai 

Sbahlotbttndels  imd  denke  sich  in  dieser  ein  TeehtwinUigH 

CoordinatenBystem,  dessm  Anfluigspunkt  jener  Müte^^Hnikt  iit 

'ii  ^1  ^i®'^  ^^  Coordinaten  eines  Ponktes  der  Ebene,  Flg.  27. 

ii  der  Einheit  der  Entfernung  von  dieser  Ebene  denke  mu 

neh  eine  zweite,  ihr  parallele  tmd  in  diesa  ein  Goordhuteo- 

lästern,  dessen  Axen  parallel  denen  jenes  sind  nnd  dessoa  An- 

&ngspQnkt  in  der  Axe  des  StrahlenbOndela  Hegt    j^  y,  sden 

die  Coordinaten  eines  Ponktes  dieser  Ebene.    In  Umhclia 

Wdse  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  Ton  2  eine  Ebene  wak- 

recht  zur  Axe  des  hier  austretenden  oder  auffiülenden  StnhlcD* 

bOndels  und  fthre  in  dieser  ein  lechtwinkligeB  Go<udiniteB> 

Bestem  ein,  dessen  AnJangspunkt  Aet  genannte  Mitte^mnkt  isL 

X,,  y,  seien  die  Coordinaten  eines  Funkt« 

"*-  *'-  der  Ebene.    In  der  Einheit  der  Entfenong 

^  Ton  dieser  Ebene  und  ihr  parallel  denln  miB 

f^jjft^       sich  endlich  eine  vierte  nnd  in  derselben  ein 

ir-'^i/,     Coordinatensyatem,  dessen  Axen  den  Axen 

'\  der  X,,  y,  parallel  sind  und  dessen  An&ngs- 

punkt  in  der  Axe  des  Strablenbündels  liegl. 

-_      /  x^,  y^   seien  die  Cooi"diuaten  eines  Punktes 

~-v-^.  ^     dieser  vierten  Ebene. 

'^--^^^r  Von  einem  beliebigen  Punkte  (j-ij^,)  geht 

ein    Strahl    nach    einem    beliebigen    Punkte 

(j-„,  1/');  'liß  Zeit,  die  er  gebraucht,  um  toh 

jenem  Punkte   nach   diesem   zu  gelangen,   sei   T;    sie  ist  eine 

Function  Ton  ^p  ^'d 'j»  .'A>.  welche   als  bekannt  vorausgesetzt 

werden  soll.     Wenn  die  Punkte  (j-g,  y^)  und  {jr^  y,)  auf  dem 

"Wege  des  genannten  Strahles  Hegen,   so  ist   (wenn  der  Kfim 

wegen  die  Foilpflanzungsgeschwindigkeit  des  Strahles  im  leeren 

Baume  als  Einheit  angenommen  -mid.)  die  Zeit,  die  der  Strahl 

gebraucht,  um  von  (j-,,  y^)  nach  {x^,  y^)  zu  gelangen. 
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Gesetzt,  die  Ponkte  (x,,  y,),  {*■„  y,)  v&ren  gegeben  und 
ilii.'  PunkU^  (/-, ,  y^),  (n^,  y,)  gestrebt,  so  vilrde  man  diese  finden 
IcAnntm  aus  der  J3edinjniDg,  dass  der  eben  aufgestellte  Aus- 
druck ein  Minimnm  ist  Nimmt  man  an.  do&s  die  8  Cuordi- 
naten  j-„  jr,,  x^,  y,,  x,,  y,,  j-^,  y,  unendlich  klein  sind,  so 
drucken  hiernach  die  folgenden  Öleichnngen  die  Bedingung 


djüttr  aus,  doss  die  rief  Punkte  {»„y,),  {'nyi)» 
twf  einem  Strahle  liegen: 

9T 


»"rys).  W»y.) 


*•- 


er 

Nun  sei  (x,,  tfj)  ein  Punkt  der  Projeclion  der  Flache  1 
auf  rlie  Ebene  der  r,,  y,,  und  f^r^,  äy^  ein  Element  dieser 
Protection,  in  dem  der  Punkt  {*^,  yj  Üegt  und  das  Ton  einer 
NSheren  Ordnung  nnendiich  klein  ist,  al-s  die  Flächen  I  und  2 
u  sind.  (2j,  yO  ^^^  ^i"  Punkt  eines  Sti-ahls,  der  ron  {^^,  y,) 
BUgebeDd  die  Fläche  2  trifft,  </f„  rfy,  ein  Flächenelenient,  in 
dem  der  Punkt  (r,,  Va)  üogt,  von  dcrnellion  Ordnung  wie 
dx^,  ät/x-  Die  Intensität  der  Strahlen  von  den  bezeichneten 
WeUonllngen  und  der  gewählten  Polarisationsricbtung,  die  von 
dx^  dyi  auBgehend  durch  dr,  t/y,  treten,  ist  dann  nach  §.7: 
dX  Jdi^dy^  dz, dt/,. 

Nach  der  gemachten  Vora-ussotzuiig  gelaugt  diese  Strahlen- 
menge ungrschirScht  auf  die  Flficlic  2  und  bildi^t  eiu  Element 
der  mit  Kdi.  bezeichneten  Gh-ßsee.  Es  ist  A'  dan  gehörig  be- 
grenzt« Integral 

Eier  ist  die  Integration  nach  x,  und  y.  Ober  diejenigen 
Werthe  ao.'umdcbncn ,  welche  diese  Orösaen  nach  den  f&r  sie 
aofgestellten  (jleichungeu  erhalten,  vtthrcnd  -r,  und  y,  con- 
stante  Werthe  behalteu  und  f^  y,  alle  Wertlio  anncbmcn,  die 
den  Punkten  der  Prcgcction  der  Fliiche  '2  auf  die  Ebene  der 
X,,  y,  entqurecben;  dann  ist  die  Integration  nn^h  j-„  i/,  ül>er 
die  Projection  der  Fläche  1  auszniUbren.  Das  in  der  beieich- 
neten  Wewe  begrenzte  Doppehntegral 
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ist  aber 


ffd^,dy. 


oder  nach  den  Gleichungen  för  x^,  y, 

Cf(-^^-     ^'^     _      AT       AT  \ 
-  JJ  löx.  Sii  äy,  öy.        8x,  a,.  3x,  a,J  "'i  ''ä' 

wo  die  Integration  über  die  Projection  der  Fläche  2  aoszo- 
delinen  ist    Hiemach  wird: 

^  =  ^jJn  lä^Tö^  äyrsft  -  "ö^rTsÄ  "ä^^e^j  '^^  '^'  '^^  "^^ 

wo  die  Integration  über  die  Projectionen  der  Flächen  1  und  2 
zu  nehmen  ist 

Behandelt  man  auf  dieselbe  Weise  die  mit  JK"  bezeichnete 
Grösse  und  benutzt  dabei,  dass  ein  Strahl  dieselbe  Zeit  ge- 
braucht, um  den  Weg  zwischen  zwei  Punktes  in  dem  einen 
oder  in  dem  anderen  Siime  zm-ilckzulegen,  so  findet  man  föi 
K  denselben  Ausdnick,  der  für  K  gefunden  ist. 

Hifirdurcli  ist  dor  ausgesprocht'ne  Satz  bewiesen  unter  Jer 
bt.'scliriiiikciu!eu  A'oraussetzung,  uuter  der  er  zunächst  bewiest-n 
wertk'H  sollte.  Diese  Besciu-aukuiig  wird  aber  unnüttelbar  gf- 
Iiol)eu  durch  eine  von  Helmholtz  in  seiner  pbysiologischfD 
Optik  S.  109  geniuclite  Bi'merkung.  Helmholtz  sagt  hitr 
(iit'i  ctwiis  anderer  Bezeichnung):  „Ein  Lichtstrahl  gelange  naob 
i)elifbig  vielL'ii  Brecliungen,  Rerioxionen  u.  s.  w.  von  dem  Punkte 
1  nach  dem  Punkte  2.  In  1  lege  man  diu-ch  seine  ßichtung 
zwei  beliebige  auf  einander  senkrechte  Ebenen  a^  und  b^.  mcli 
welchen  seine  Schwingungen  zerlegt  gedacht  werden.  Zwei 
eben  solche  Ebenen  a.,  luid  h.,  werden  durch  den  Strahl  in  3 
gelegt.  Alsdann  lasst  sieh  Folgendes  beweisen:  "Wenn  die 
(Quantität  i  nach  der  Ebene  «,  polai-isirten  Lichts  von  1  in 
der  Rirhtung  des  besprochenen  Strahls  ausgeht  und  davon  &t 
Quantität  A  nach  der  Ebene  «^  polarisirten  Lichts  in  2  an- 
kommt, so  wird  i*Uckwärts,  wenn  die  Quantität  i  nach  a,  po- 
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larisirti'n  Lichts  von  2  uii^gobt,  ilifsellw  QuuntiUit  k  Dach  o, 
potansirtuii  lächU  iii  1  ankommen'}." 

Beuntzt  mau  diesen  Satz  uud  bezetcluiet  mit  y  den  Wi-rtii 

des  Vertdltnisses  .  fUr  die  beiden  StriUücu,  die  zwiscben  den 

Poukt^n  (-r,,^,)  und  (fg,  j/,)  in  dein  einen  und  dem  anderen 
SiuDc  sich  bewegen,  so  erhält  man  sowohl  tUr  A*  als  fUr  A" 
einen  Aufdruck,  der  von  dem  gefimdenou  nur  dadurch  »eh 
unterscheidet,  da^  unter  den  IntegniLzeiclivn  nc»eh  y  ^h  f^eurtor 
auftritt. 

Die  Gteic'hbt^it  vu»  A'  und  A"  fiodut  hiernach  auch  dauu 
statt,  wen»  y  einen  verschiedenen  AVeith  ftlr  die  Strahlen  hat, 
in  welche  eines  der  vei-gUchenen  StmhlfiibOiidel  getheUt  werilfii 
kann;  sie  hört  z.  B.  nicht  auf,  wkuu  ein  Tbeil  des  StrohU-u- 
bftndcls  dunrh  einen  Schirm  aufgefangen  wird. 


Von  dentielbei)  Strahlenbiliideln,  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  einander  rirglicheu  sind,  gut  auch  der  folgende  Satz:  Von 
dem  StrahleiibÖDdel,  welches  von  I  nach  2  geht,  betrachte  mau 
bei  2  den  Tbuil,  desseu  AVeUciililngeii  zwiselicn  X  und  X  +  dX 
liegsn,  Und  zerlege  diesen  in  zwei  Cumponeiilen,  die  nach  <f, 
und  b,  polai'isirt  hiud;  die  Intensität  der  ersten  Comjmiicnte 
Md  Hd}..  Von  dem  Strahk-nbündel,  wtOches  von  2  nach  1 
gebt»  betrachte  man  bei  2  deu  Tbeil,  dessen  WetlenlJUigen 
zwischen  X  und  X-\-  dX  liegen,  und  zerlege  diesen  in  2  Com- 
ponentco,  die  nach  «,  und  A^  polarisirt  sind.  Was  ron  der 
ent«ii  Componeute  in  1  ankommt,  sei  H'HX,    Dann  tat 


*)  Der  Uus  von  Hcilmfaolti  gut,  wie  duaier  bemerkt,  lücht,  vrt-iui 
Oie  PularintHnwvbiDe  dta  StTaUe»  du«  Drelioi^  erlKbrl,  wie  nugnotiMh« 
Krifcc  sie  uch  der  Eotdcckiinic  Faradaj'i  bcnotlviu^n;  man  Iwt 
■Ufavr  b«i  ik'n  ful^ttnileti  ßetra«lituogcu  nui|peCiKhe  Kttfta  dcb  ili  nii-hr 
wirkiam  m  dcukiixi.  Hcirobolta  bcadirtliikt  oeiiieii  Bats  auch  durch  die 
Amwlnnv.  dau  das  Licht  keüi«  Aenderang  der  Brechbarfcttt  er&faK,  wi<t 
•te  bei  ilcr  [■laorv«cvxi*  vorkuuiut-,  dieoe  Beechitakung  h$tt  anf  lUMhig 
ta  «ein,  inciin  mui  bd  der  Anwendmie  des  SatKt  immer  nur  Strablen 
einer  Wt^Uonliitg«  in«  Ange  faurt. 
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Der  Beweis  dieses  Salzes  ist  der  Iblgende.  K  and  K 
soUen  dieselbe  Bedeutung  wie  im  Toiigen  Faragnphen  halien; 
L  ond  V  seien  die  QrOssen,  die  ans  JTnnd  E^  entsteho^  «an 
die  Eboie  a^  mit  der  Ebene  b^  veitaasoht  frird.  Dann  ist 
L  «  L'y  ebenso  wie  JT«  K.    Weiter  ist 

weil  senkrecht  anf  einander  polarisitte  Strahlen  nicht  iid«r- 
ferir^  wenn  sie  auf  eine  gemeinschaftliche  Polarisations^tote 
zorfLclcgefilhrt  sind,  falls  sie  Tbeile  eines  nichtpolarimrten  StraUea 
sind,  and  nach  ^  6  die  Flfiche  1  nichtpolaiisirte  Strahka  u»- 
sendet 

Endlich  hat  man 

H=K'  ■\-  L\ 

weil  zwei  Strahlen,  deren  Folarisationsehenen  senkrecht  snf 
einander  sind,  nicht  inteiferiroL  Ans  diesen  Gleichungen  folgt: 

%.  12. 

Es  habe  Fig.  25  dieselbe  Bedeutung,  die  in  §.  4  angegeben 
ist,  DDT  sei  der  Körper  Ckein  schvarzer,  sondern  ein  beliebiger. 
Die  Oeffniing  2  sei  durch  die  Flache  2  verschlossen.  Diese 
Fläche  sendet  diUTli  die  Oeffmuig  1  auf  den  Körper  C  ein 
StrahlenbUiicIcl,  das  von  diesem  zum  Theil  absorbirt,  zum  Tlieil 
durch  Brechungen  imd  Reflexionen  nach  verscliiedenen  Kich- 
tiiiigen  zerstreut  wird.  Von  diesem  Strahlenbündel  betracbte 
iiiiin  zwischen  2  und  1  den  Tlieü,  dessen  Welienläugen  zwischen 
),  und  X  +  d).  liegen,  und  zerlege  denselben  in  zwei  Compo- 
ncnten,  die  nach  der  Ebene  «  und  der  auf  dieser  senkrechten 
Ebene  polarisirt  sind.  AVas  von  der  ersten  Componente  der 
Absorption  durch  den  Körper  C  entgeht,  also  die  schwane 
Hülle  trifft,  in  die  der  Körper  C  eingeschlossen  ist,  sei  M'dl 
Von  den  Strahlen,  welche  die  Tbeile  dieser  Hülle  dem  Köipff 
C  zusenden,  werden  gewisse  durch  die  Oefinung  1  auf  dif 
Fläche  2  fallen ;  durcli  die  Vermittelung  des  Körpers  C  wird 
so  ein  Strahlenbündel  erzeugt,  welches  durch  die  Oeffiiting  I 
nach  der  Fläche  2  geht.  Von  diesem  betrachte  man  den  TbeiL 
dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  A  +  rfÄ  liegen,  und  iff- 
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lege  denselben  in  zwei  CiPinponcnten,  <Ih-  nach  a  »ml  der  auf 
a  Mokrochttin  Ebene  polaristi-t  sind.  Die  loteu&ität  der  erateu 
Componente  sei  MäX.    Dann  ist 

.v=  yr. 

Difl  Biclitigkeit  dieses  Satzes  «rgiebt  üicb  aus  dem  Satze 
des  TOrigeo  Paragraphen,  wenn  man  dienen  luif  alle  Stritlilen- 
bUndel  anwemiel,  welche  die  FIftche  2  und  ja  ein  Element  der 
acbvarzen  Halle,  die  tien  Köiper  C  luugiobt,  durch  Vormiti- 
laug  des  Eörpent  C  mit  einander  uikitausclien,  and  duQU  die 
Sumjue  der  GIeicbwi|{rn  bildet,  die  mau  80  erhält 


f  13. 

Bewei»  des  Satzes  ^  3  fttr  beliebige  K5rpor. 

Man  denke  eicli  die  in  Fig.  20  dargestellte  und  in  {.  5 
beschriebene  Anordnung;  nur  dt-r  Körpiu-  ('  sei  kein  schwarzer, 
flondern  ein  beliebiger.  In  den  beiden  dort  bezeichneten  FiUlen 
findet  auch  dann  Aha  Gleichgewicht  der  Wfirme  ^tntt;  auch 
dann  muss  daher  die  lebendige  Kraft,  dio  dnrcti  Entfernung 
der  scbworzen  Fläche  3  dem  Kürper  C  entzogen  wird,  der 
lebendigen  Krafl  gli-ieh  sein,  die  diesem  durch  Anbringung  des 
Hoblspiegelfi  aum-ftihrt  wird.  Dii»  in  §.  5  gi-brauchten  ZeicJien 
sollen  in  unveränderter  Bi-dcutung  hiur  benutzt  wurden;  die 
Zeichen  E  und  .-1  sollen  die  in  $.  2  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Wird  die  Flftche  3  outferat,  ho  worden  dem  KOrper  C 
dio  Strahlen  entzogen,  die  diese  Flädio  ihm  zusendete;  die 
Intcudtftt  des  Tbeilea  dieser  Strahlen,  den  er  abflorbirte,  ist 


iXerA. 


Nun  sind  die  Strahlen  ao&usucheu,  die  dem  Körper  durch 
Anbriogong  des  Hohlspiegels  zugoftihrt  werdi-n.  Alle  diese 
StralUon  mUssen  von  dem  HohUpicgel  nach  der  Platte  F,  von 
dieser  nach  der  Ouffiuing  1  geworfen  werden  und  diese  in 
Kicbtongen  possiren.  als  kämen  sie  von  der  Oeffuung  2  her. 
Sie  habt'n,  bevor  »ie  den  Huhkpiegel  treffen,  entweder  schon 
eine  Kcfleodon  von   denvselben  erlitten,  oder  nicht    In  dem 


590     üaber  du  VeihlhniM  nrwdicm  dem  EmiwrionTannggea  «Ib. 

ersten  Falle  bOtmen  sie  nur  durch  Vermittlnng  des  KOipen 
C  vieder  zu  dem  Hohlspiegel  zurückgelangt  Bein  auf  dem  Wege, 
der  dem  ehen  beschriebenen  entgegengesetzt  isL  Es  soll  ni- 
nächst  vorausgesetzt  werden,  dasa  der  KOrper  C  mne  solche 
Lage  hat,  dass  von  Strahlen,  die  durch  die  Oeffirangen  2  and 
1  zu  ihm  gelangen,  nnr  ein  unendlich  Ueiner  Bruchtheü  tod 
ihm  wieder  durch  die  Oeflinmg  1  nach  Aer  O^Ehang  2  ziirfid[- 
geworfen  wird.  Dann  bat  ron  den  Strahlen,  um  deren  Uoter- 
■nchung  es  sich  handelt,  nnr  ein  unendlich  kleiner  BnichÜidl 
eine  mehrmalige  Beflezion  am  Hohlspiegel  ^litten,  und  es  ist 
ansreicheod,  die  Strahlen  zn  betrachten,  wdche  nur  einmal 
am  Hohlspiegel  reflectirt  sind.  Von  diesen  ist  ein  Tluil  vom 
E5iper  C  ausgegangen,  der  andere  von  der  schwanen  Hfllle. 
Der  erste  TbcU  hat  eine  zweimalig  Beflezion  an  der  Hatte 
P  ei&hren;  die  lebendige  Kraft,  die  von  ihm  der  EBiper  C 
absorbirt,  ist 


/ 


dXET*A. 


Der  zweite  Theü,  weldber  von  der  schwansen  HOlle  aos- 
gegangen  ist,  kaim  wiederum  als  ans  zwei  Theilen  bestdieid 
angesehen  werden,  aus  einem,  der  ohne,  nnd  einem  zweiten, 
der  durch  Vennittlung  des  Körpers  C  zum  Hohlspiegel  ge- 
langt ist  Jener  rühi-t  von  Strahlen  her,  die  Ton  der  dem 
Holdspiegel  gegenüberliegenden  schwarzen  Wand  ausgegangen 
sind  und  die  Platte  P  durchdrungen  haben,  von  dem  Hohl- 
spiegel nach  der  Platte  P  und  von  dieser  nach  der  Oeflfaiu^ 
1  reflectirt  sind.  Ohne  zu  untersuchen,  von  welchem  Thflle 
der  schwarzen  Wand  diese  Strahlen  ausgegangen  sind,  findft 
man  ilu-e  Intensität  mit  Hülfe  des  $.  11  bewiesenen  Satzes. 
Bei  Rücksicht  auf  diesen  ergibt  sich  die  Intensität  derjeuigen 
von  diesen  Strahlen,  die  von  dem  Körper  C  absorbirt  werdai 


=-J'<aer{\  —  r)A. 


Um  endlich  die  Intensität  der  Strahlen  zu  finden,  welche  Ton 
der  schwarzen  HUlle  ausgehend  durch  Vermittlung  des  Körpers 


TAber  dw  TeifaSltniN  zniichen  dam  Emariongrcnnflgca  etr. 

('  nach  dem  Hohlapicgel,  von  diesem  nach  dem  Körper  C 
zurfickgolangen  nnd  liier  nlisoHnrt  werden,  uentie  man  A'  d^'ii 
Wurtli,  iu  welclien  die  ^.  12  mit  Af  bezeicimct«»  Grösse  dadutvh 
Qberj^ht,  dass  die  Platte  P  an  ihren  Oit  gebracht  nnd  die 
FtAche  3  entfernt  vird;  die  genannte  Intvtudt&t  i^  dann 


/ 


dXNr^A. 


»er  L^ntorsrliied  tcid  Afuml  A'  rOlirt  allnin  her  von  der  Aer- 
derung,  welche  die  von  der  schwaraen  HoUe  durch  die  Ocff- 
nang  1  auf  den  KOrpcr  C  ralK-iideii  Strahlen  darch  Ä-ohringaag 
der  Plattü  P  und  Entfcmting  der  Flüche?  3  erleide».  Deidct 
man  sich,  da.<»s  die  Platte  P  an  ihren  Ort  gefaraclit,  die  Fl&cbc 
3  aber  nicht  eutfcrat  wei-dc,  w  kann  M  gar  keine  Aenderung 
erfahren,  da  alle  Slraldenliindel,  vrolche  QftCh  der  Ocftuung  1 
gehen,  ungeändert  bleiben;  das  tod  der  Pllcbo  2  horkommendo 
Strahlenbilndel  z.  B.  erfährt  durrh  Iteäexiuu  an  der  Platte  P 
einen  Verlust,  der  gerade  ersetzt  wird  durch  lüe  Reflexion  der 
Ton  der  Fläche  3  auagebf-nden  Strahlen.  Der  Unterschied 
flf  ~  N  Ist  daher  allein  dumli  die  RnlTeniung  der  Fläche  3 
henrorgebracht  und  ist  also  ;rleich  dem  Theile  Ton  iV,  der  her- 
iUhrt  von  den  Strahleu,  die  die  Fläche  3  durch  Vermittlung 
deT  Platt«  P  nach  der  Oeffiiuiig  1  «endet  Nach  der  Vomns- 
»etzung.  die  in  diesem  I'aragmphcn  liher  die  Lag»  des  KSrpcrs 
C  gemacht  ist,  ist  daher  M—  N  unenillich  klein  gegen  die 
Intensität  der  Strahlen  von  gleicher  Wellenlänge,  welche  ilie 
FlAche  8  dnrrJi  Vnrioittlung  der  Platte  P  nach  der  Oeffiiung 

1  aeodet,  also  auch  tmontltich  klein  gegen  die  IntendtAt  der 
Strahlen  tod  gleicher  AVellenLäiige  und  der  PohmsaCionscbonc 
«t,  welche  die  Fliehe  2  bei  Abwesenheit  der  Platte  P  nach 
der  0«ffinmg  1  sendet,  datier  omilich  auch  unendlich  klein 
gegen  die  §.  12  durcli  M'  bezeichnete  GrO&ee  (TDrausget^A'tüt 
du8  \  —  A  nicht  nnendticb  klein  ist}.  Da  aber,  wie  an  dem 
eben  angeführten  Orte  gemgt,  M"  ■•  M  ist,  so  kann  man  also 
setzim 

^ach  der  tod  M'  gegebenen  Defioition  ist  aber 
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J^r  =  e{l—A), 
und  daher 

fdXNr^A=JdXe  (l~^)r*^ 

0  0 

Die  am  Anfange  dieses  Faragrapheu  ausgesprochene  Behaiq>- 
tang  wird  daher  durch  die  G-leichung  ausgedrückt: 

X  X  a  es 

fäkerA^fdXSr^A+fdXer  {l  —  r)A  +  f  dXe  {l~A)r*J, 

0  0  0  0 

oder  durch  die  Gleichuug: 

^d)i{£-Ae)Ar*  =  0. 


I' 


a 
Durch  dieselben  Betrachtungeu,  die  in  §.  5  in  Bezug  anf  eine 
ähnliche  Gleichuug  angestellt  sind,  gelangt  roan  von  dieser  zu 
dem  Schlüsse,  dass  für  jeden  Werth  vou  X 

S 

oder,  wenn  man  iür  e  seinen  "Werth  aus  §.  7  setzt: 

:■(  —  ■*    3-' 
ist. 

Hierdurch  ist  ilvr  Satz  J.  3  ht-wicsen  unter  der  ^'^orau- 
scfzuii},',  dass  vuu  dfin  Strahle  iibüudel,  welches  vou  der  Flüche 
2  durch  die  O-ffiiuiig  1  auf  den  Körper  C  fallt,  kein  endlicher 
Thal  duivli  iliesen  nach  der  Flädie  2  zuim-kgeworlV-u  winl; 
dasri  der  Satz  auch  ohne  diese  Bosohiänkuiig  gilt,  sieht  am 
ein,  wenn  man  erwägt,  dasw,  wenn  die  genannte  Voraussetziuig 
nicht  erfüllt  ist,  mau  den  Körper  C  nur  uneudHeh  wenig  za 
drohen  braucht,  um  ilir  zu  genügen,  und  dass  dui'ch  eine  solche 
Drehung  die  Grössen  E  und  A  nur  unendhch  kleine  Aende- 
ningen  erleiden  können. 

§.  U. 
Eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  5.  3. 

Die  durcligoluhrten  Betrachtungen  setzten  voraus,  dass  der 
Käum,  in  dem  die  Strahlung  erfolgt,  ein  leerer  ist.    Dieselben 


i 
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Betracbtungüu  g«lteu  aW  auch,  wenn  die-wr  Bauui  iliircii 
irgeoit  eia  Tollkumraen  [liAtlicnDniii>«  Mittel  angottkllt  ist;  nur 
winl  die  Function  /  dann  i^iue  andere  Mein,  aln  in  jfiiem  Falle. 
Duä  Zt-tcht'U  /  ui&gc  ftlr  dun  Iuitch  Rjliiiii  Lii-ibuluitt«u  und  /' 
die  cntsprccliendo  FtinctJoD  tod  Wi-UenliUige  und  Tvmpuratur 
(ttr  ein  gewisses  rüatJieniianes  Mittel  genaimt  werden;  bt  n  iaa 
Brccliuu|{%v('r)iUlUiiH.s  de»L>lbcn  bei  ticr  Tcoipcrutur  und  fUr 
die  WclK-oUiiige,  auf  «eiche  /  und  i'  stcb  boeiefaen,  so  t>u- 
■tebt  vitie  etiifaclic  Rclaliou  i:i\-iaclitn  /',  /  und  n;  dieselbe  er- 
giebt  Bicli,  wie  liier  gezeigt  veräen  $oIl,  aus  dem  eben  be* 
wicM-uen  Satze. 

Drlan  denku  sich  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  begreiiKto 
Schicht  de»  diathemuinon  ^littek,  welche  auj'  der  einen  Seite 
mit  der  schwarzen  Ftäclie  >'  iu  Be- 
rOhrnng  steht.  DicDidLederSchicIit 
«ei  =  1.  Für  diesen  Köriier  soll 
das  Absorfitionsreimögeii  A  und 
das  Gnm»ionsT«riufigon  E  in  6o> 
ziehuiig  auf  ein  gemiscs  Stnihlen- 
bOmlfl  aiifgoaucht  werden.  Die 
Ooffniugeu  l  und  2,  wttlche  die 
Qtwtalt  da  StralileiiliümleU  bo- 
ittimmea,  aollea  sich  tu  den  Solür- 
mon  5,  and  S,  befinden,  von  denen 

der  erste  die  bi^iher  aN  frei  gedachte  Fläche  der  Schicht  be- 
deckt, und  der  xwmte  Jeiieui  itunUlel  ist;  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkt«  der  Oeffnnngen  »ei  tteukreclit  xu  den  Schirmeo. 
Von  einem  Stmhlenbündel  Ton  gewisser  Wellenliinge  utid 
PolariKalionaricIiLuiig,  wuk-heü  von  der  Oeflfnung  2  nach  der 
Oe0aung  I  gelangt,  wird  in  der  letzteren  ein  Bmohtlieil,  der 
dorcb  (»  bewicbnet  werden  möge,  reflertirt;  das  Cebrige  gi> 
Uuigt  zur  Fläche  F  und  winl  lüer  voUsUUidig  absorbirti  es  ist 

dkfaer 

^  -  I  —  p. 

Um  E  xa.  tinden,  bezeichne  man  durch  r,  y,  dun-h  r,,  Vi 
un»l  durch  .Tj,  y^  die  Couniiimlen  eines  Pnnktcs  der  FlÄcbe 
F.  der  Oeffuung  1  und  dtx  Oeffnuiig  2.  gerechnet  von  dem- 
jenigen Pa[J(U',  der  iu  der  Axe  des  Strabicnhttndcl»  sich  bo- 

i:  I  r  t  L  h  .1 '  r,  uiMintlW  AMu4lua«ia.  S« 


1 


] 


5M     Udtcr  dM  V^TWtüM»  zmKla  6em  Tmirnii/miiTrrmnfrn.  «tc 

findet.  Liegen  diese  drei  Punkte  in  einem  Strahle,  so  moss, 
wenn  «  wie-ier  die  Entfernung  der  beiden  Oeffniingen  bedentet, 

ein  MinimnTn  in  BeziehoDg  auf  j-j  luid  jr,  sein;  d.  fa.  es  mnss 
sein: 

'  ■*    ■  ^       - '  ■* 

Sind  ir^  and  h-j  die  Flächen  der  beiden  Oefibnngen,  so  findet 
man  dorch  eine  Betrachtong,  wie  sie  in  grösserer  Allgemein- 
heit io  ^.  10  angestellt  ist,  die  Intensität  der  Strahlen  (tod 
der  Polarisationsebene  a  ond  Wellenlängen,  die  zwischen  i 
mid  A  -i-  (ii.  liegen),  welche,  Ton  F  aof  die  Oeffiiaog  1  Ealleni 
Tbeile  nach  der  Oe&mng  2  hinsenden, 

=  1   ö*  «-,  IT,      =—  s-« 5—5-^1. 

d.  h. 


.«.* 


Von  diesen  Strahlen  geht  der  Bnichtheil  1  —  g  dnrch  die 
Oeffnung  1  und  gelangt  zur  Oeffnuug  2.     Es  ist  also 


^     =     1.1—'.')            ;,1<»""- 

Svtzt  man  diese  Wcrthe  von  A  unc 

so 

t-igiflit  sich: 

/■  =  ir- 1. 

§.  15. 

Eiüigi'  Folgerungen  aus  dem  Satze  ^.  3, 
Weim  mau  einen  bestimmten  Körper,  einen  Platimlraht 
z,  ß..  allmälig  eilutzt,  so  sendet  er,  bia  seine  Temperatur  eine 
gewisse  geworden  ist»  nur  Strahlen  aus,  deren  Welienläiigfu 
grössiT  sind,  uls  die  der  sichtbiiren  Strahlen.  Bei  einer  ge- 
wissen Temperatur  fangen  Sti-ahleu  von  der  Wellenlänge  des 
iiussersten  Rutli  an  sieb  zu  zeigen;  steigt  die  Temperatur  höher 
und  hüber,    so  kommen  Strahlen    von  kleinerer  und  kleiiienr 
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Wcllvoiänge  hiiizu,  in  der  Art,  dem  l>ei  Jeder  Temperatur 
Slrulilt'ii  \on  einer  *?iitfipreßlieinIeD  WoUonlÄugB  neu  hiiizu- 
l«vti-n,  wälireiid  (U«  lutmiHität  iIlt  SU-hIiIhh  grösserer  Wellcn- 
Iftugen  ii^h»t.  Wendet  moD  den  bewiesenen  Sat2  auf  diesen 
Fall  Uli,  so  siclit  niaii,  das»  die  Fuuctiou  /,  ftlr  oiiie  Wellen- 
länge, gleich  Null  Ut  ftir  alle  Tcmjtcraturen  unterhalb  eiuer 
gewiaaenf  der  WellenlÄnge  entsprechendeu  Temperatur  und  iür 
faftbere  Ti^mperatureu  mit  ilieäen  wächsL  Hieruiui  rolgt,  wenn 
mau  tian  dcnsclbu»  Satz  auf  Hodere  Körper  anwendet,  dass 
alle  Körper,  wenn  üu-e  Temperatur  allmälig  erhöbt  wird,  bei 
dcrst'11)«u  Tcmperattu'  Strahlen  vou  derselben  WelleiiliLnge  aus- 
zusenden beginnen,  also  bei  derselben  Ti'^mperatur  roth  zu 
glühen,  bei  einer  h&hercn,  allen  gtimoinsamen,  Temperatiu: 
g«U>«  Strahlen  a.  s.  w.  auszugeben  anfan^^en.  Die  Intcuäitat 
der  Strahlen  Ton  gewisser  WellenISngo,  weiche  Tcr«4?lued«ae 
KArper  bei  deraelbcii  Tumponitur  ausscbicken,  kaiui  über  dne 
Befar  verschiedene  sein;  sie  i^^t  proportional  mit  dorn  Absorp- 
tionsTerinOgou  der  Kör]>er  Air  Slrableii  der  in  Bede  stcbetiden 
WellenlÄnge.  Bei  derselben  Temperatur  glühl  deshalb  Metall 
lebhafter  als  Qhs,  und  lücsca  mehr  als  ein  tia».  Ein  Körper, 
der  hei  den  höchsten  Temperaturen  ganz  durcbäichtig  bliebe, 
vHrde  nieroala  glUhen.  In  einen  aus  Plutindralit  g<>boguiien 
Bing  von  etwa  5*°"'  Durchmesser  liraclitc  ich  etwas  phosphor- 
HKures  Natron  und  erbitzte  daaselbe  in  der  venig  leuchtenden 
Flamme  der  Buiisen'i>L-hen  tiaalampe.  Das  Salz  »cbmulz,  bildet« 
edn«  flUaüge  Linao  und  blieb  dabei  Tollkommon  klar;  abor  es 
leuchtete  auch  gar  nicht,  wilhrcnd  der  dasselbe  borllhrendc 
Flatinhng  das  lebhall^te  Lieht  ausstrahlte. 

Draper')  hat  aus  Yersuchen  deo  Scbluss  gezogen,   daas 
olle    festen  Körper  bei  derselben  Temperatur  zu  glillien  be- 
{^ineti.    Bei  ueineu  Versuclien  )iut  er  aber  bumerkt,  duäa  ge- 
wisse Körper,  wie  Kalk,  Marmor,  Flassspatb,  schon  bei  einer 
niedrigex-en  Temperatur  leuthtetoo,  als  sie  es  nach  diesem  Satze 
l     hätten  thuu  »ollen;   er  iieimt  diescü  Leuchten  Fhoaphoret)* 
I     ciren  und   sagt,  dass  es  durch  lüe  Faiho  sich  deutlich  ron 
I     dem  Glühen  unterscheide.    Welchen  Namen  man  aber  auch 


1)  PUL  Mag.  XXX.  p.  MS;  B«rL  Bcr.  184t. 
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591)     Uflbcr  ilu  nH^Hk  swiachea  dtim  EimaBKUuVcraiäg^a  de 

iliv»vm  Leui'liteu  gi-be»  möge,  m  ist  im  'Widerspruche  mil 
dem  SatZf  $.  3,  uiiil  «iu  Kölner,  der  «s  zeigt,  muss  (kh«r  tief 
VorMisseUung  uicht  geiiügeu,  die  l>ei  dem  ßfweii<.'  dit;«^ 
SatUs  gemacht  ist,  it  diush  iK'i  gleicliljleibuDcWr  Temperatur 
aidit  nnV'örandi'rt  hleibeji;  iks  Pliosplion'acireB  ist  nieLt  vm 
roinä  Wirkung  der  Wärme,  ist  nicht  auBSchUe&slicli  durcL  <üe 
Tvmperatur  beilio^t,  sooderu  wird  durch  Veiüiiderungeu  iii  ilfm 
Körper  liervorg« bracht;  hahcii  diesu  Vvräoderuiigtn  —  mögoa 
sie  chemJsdn;  udcr  voa  audori-r  Natur  sein  -^  aufgehört 
musH  aucli  diu  Phosphoi-eacciii^  vcrächwimdeii  sdn. 


rt,  «^ 


{.  1«. 

An  ctem  &tt»  §.  !)  folgt,  dass  ein  Kölner,  da'^lä^ 
teablea  .einer  I'ukirii^utLoiisriclituiig  En«iUr  ulst>rbirt,  üIsi  vüu 
denea  einer  anderen,  in  deoifiolbcn  Verk^tuisi;!  Sü-iihleu  von 
der  ersten  Fobai.satiuaänchiuii,g  müii  aufiendct,  alä  kuq  deinL'u 
der  nreiteiL  Bt  mu&ä  luej-uuJi,  ni«  ts  Itckaimtlidi  gcddürlit., 
ein  ^tthoDder  ObdurdigichtigiT  Kürper,  dex  uiia«  glatte  Ober- 
fllcbe  hat,  in  Bichluugun,  du:  »chlef  zu  dicä(;r  OiberÜäche  &ia<i, 
Liclit  attaaenden^  il»s  t,lii-ilwt-isi>  poliu-isLi-t  ist,  uuti  zwur  fmttk- 
recht  za  der  Ebene,  die  dorch  den  Strahl  and  die  Noimsle 
der  Ober6äche  geht;  denn  Ton  einfallenden  Strahlen,  die  senk- 
recht zur  Eillikllsebene  polarisirt  sind,  reflectirt  der  Körper 
weniger,  absorbirt  also  mehr,  aU  von  Strahlen,  deren  Polaii- 
aatiousebene  die  Eiufallsebene  ist  Man  kann  nach  jenem  Satae 
den  Folarisatiouszustand  der  ausgesendeten  Strahlen  leicht  an- 
geben,  Tcnn  man  das  Gesetz  der  Keäexiou  auffallender  Strahlen 
kennt. 

Eine  zur  optischen  Axe  parallel  geschliffene  Tunnalio- 
platte  absorbirt  bei  gewöhnlicher  Temperatur  von  Strahlen, 
die  sie  senkrecht  treffen,  mehr,  wenn  die  PolarisationsebeuB 
dieser  der  Axe  parallel  ist,  als  wenn  die  Polarisationsebe&e 
senkrecht  zur  Axe  steht.  Vorausgesetzt,  dass  die  TurmaÜD- 
platte  diese  Eigenschaft  bei  der  Glühhitze  behält,  mnss  sie  bei 
dieser  in  einer  zu  ihr  senkrechten  Richtung  Strahlen  ausseiulen, 
die  theilweise  polarisirt  sind,  und  zwar  in  der  durch  die  optische 
Axe  gelegten  Ebene,  in  einer  Ebene  also,  die  senkrecht  in 
detjenigen  ist,   die  die  Polarisationsebene  des  Tnrmalins  ge- 
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naiiot  wiril.  leb  liabfl  difse  anfTiUleiu]«,  ans  der  entwickelten 
Theorip  sich  ergcbeude  Folgirtiiig  durch  den  Versach  geprüft, 
und  sie  hat  sich  bestätigt  Die  hentltzten  Tiirmalinplatten  er- 
trugen, in  die Flnmmft  der  Bunsen'nehtti  Lumpe  gebnu-bt,  lange 
2*eit  eine  mfissige  Glühhitze,  ohne  eine  bleibende  Veränderung 
za  erleiden;  nur  an  den  Gclcen  2eigten  täe  sich  nach  dem  Er- 
kalten getrdbt  Die  Eigenschaft,  hindurchgobcndcn  Licht  zu 
poUridren,  kam  ihnen  auch  in  der  Glühhitze  zn,  veongieich 
in  erbeblich  geringerem  Grade,  lüs  bei  niederer  Temperatur. 
Eb  leigtf  ?ieh  dieseSi  indem  man  dureh  ein  doppeltbrechendes 
Prinna  dareh  die  TiinmtUiijdatL»!  hindureb  nai-b  hinein  Platin- 
drahte  sah,  der  in  derselben  Flamme  glühte.  Die  beiden  Bilder 
des  PlatiriilriLhtes  hatten  eine  ungleiche  Helligkeit,  doch  war 
ihr  Unterschied  viel  geringer,  aU  wemi  die  Turmalinptatte 
«omerhalb  der  Flamme  sich  befand.  Es  wm^e  dem  doppclt- 
fcrechendnn  Prisma  die  Stellung  gegeben,  bei  der  der  Unter- 
•dued  der  Lichtstärke  der  beiden  Bilder  des  Platindrnbtcs  ein 
Maiimum  war;  gesetzt,  es  w&ro  <Ia.s  hellere  Bild  das  obvRi  ge- 
wasen;  es  wurden  dann,  nach  Gntfomung  des  Platitidrahtes, 
die  beiden  Bilder  der  Tnrmaliupbtte  mit  einander  verglichen. 
Eb  var  da»  obere  Bild,  nicht  auffallend,  aber  nnsireifelhaft, 
dunkler  als  das  untere;  die  beiden  Bilder  erschienen  gerade, 
wi«  xvd  gleiche,  glühende  Körper  ersohicnen  vrären,  von  denen 
der  obere  eine  niedrigere  Temperatur  als  der  untere  beseawD 
fafttte. 

f  17. 

Koch  eine  Folgerung  aus  dem  bewiesenen  Satze  möge  hier 
zum  Scldtisse  Platz  tbidi-n.  Wenn  ein  Raum  tou  Kdrpcm 
gicicbfr  Temperatur  umschlossen  ist,  und  durch  die»i>  K&rpcr 
keine  Strahlen  liindurchdringen  können,  so  ist  ein  jedes  Slrahlen- 
bündid  im  Inncni  dtrs  Raumes  seiner  QuuliLäl  und  Intensität 
Dach  gerade  ao  beschnffen,  als  ob  es  von  einem  vollkommen 
achvanen  Köi-per  derselben  Temperatur  herkAme.  ist  abo  un- 
abhängig von  der  Beschaffenheit  und  Getttalt  rlcr  Körper  und 
HOT  durch  diu  Tcmpitratur  bedingt.  Die  itiditigkeit  dit-si-r 
Behauptung  sieht  man  ein.  wenn  man  enrftgt,  du»  ein  Strahlen- 
bfiudel,  welches  dieselbe  Gestalt  und  4lic  entgegengesetzte  Ricli- 
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timg,  als  das  gewShtte  hat,  bei  den  tmendlich  vielen  BaflezioDai, 
die  es  nach  einander  an  den  gedachten  KSipon  erleide^  toD- 
atSndig  absorlnrt  wird.  In  dem  Innern  ebea  andnrcfanchtige^ 
(lohenden  HoUkGrpen  von  gewisser  Temperabar  findet  hier 
nach  auch  immer  dieselbe  Helligkeit  statt,  mldtes  aocih  im 
Velwigen  die  Beschaffenheit  desselben  sein  möge. 


Ckemiseke  Aulyae  duck  Speetnlbetbaehtügeii). 

Bs  ist  bekannt^  dass  manche  Snbstanien  die  Hiy'''*'JM'ft 
haben,  wenn  ede  in  eine  Flamme  gebracht  werden,  in  den 
Spectram  derselben  gewisse  helle  Urnen  hervortreten  a.  lasioL 
Man  kann  auf  diese  Xiinien  eine  Methode  der  gnatitatirw 
Analyse  grOnden,  welche  das  Gebiet  der  chemisdien  Beac- 
tionen  eifaeblich  erweitert  nnd  zur  Lösimg  bisher  tmni^ng- 
Ucher  Probleme  ßäai.  Wir  beschr&nten  nne  lüer  nnÄcM 
nnr  darauf,  diese  Methode  ftlr  die  Metalle  der  Alkalien  and 
alkalischen  Erden  za  entwickeln  nnd  ihren  Werth  an  einei 
Reihe  von  Beispielen  zn  erläutern. 

Die  erwähnten  Linien  zeigen  sich  um  so  deutlicher,  je 
höher  dio  Temperatur  und  je  geringer  die  eigene  Leacfatkrafl 
der  Flamme  ist.  Die  von  Einem  von  uns  angegebene  Gbä- 
lampe  *)  liefert  eine  Flamme  von  selir  hoher  Temperatur  nnil 
sehr  kleiner  Leuchtkraft;  dieselbe  ist  daher  vorzugsweise  ge- 
eignet zu  Verauchen  Über  die,  jenen  Substanzen  eigenthümlichen 
hellen  Linien. 

Auf  Taf.  n  sind  die  Spectren  dargestellt,  welche  die  ge- 
nannte Flamme  giebt,  wenn  die  so  rein  wie  möglich  dai^ 
stellten  Chlor>-erbindungen  von  K^mn,  Natrium,  LithimOf 
Strontium,  Calcium,  Baryum  in  ihr  verflüchtigt  werden.  D« 
Sonnenspectnim  ist,  um  die  Orientirung  zn  erleichtern,  ba- 
gefligt 


1)  KirchhofiF  und  EL  Bunseu,  Po^.  Ann.  Bd.  110.  186a 
1)  Bunfien,  Po^.  Ann.  Bd.  100,  8.  85. 
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Die  zu  den  Versnchca  benatzto  KäUamTerbindaiig  wui-de 
durch  Globen  von  cblorsaurcm  Kali,  welches  zuvor  sccba  bis 
achtmal  timkrysljilUHirt  war,  ilai'geHtellL 

Das  Chlonmtrium  setzten  v,-ir  aus  reinem  koblcnsauren 
Natrou  und  Sabrafture  znsamiucQ,  mtd  reiuigteu  dasNolbt;  j;;l«icfi- 
fitUs  durcb  Öftors  wiederliolleü  ITiukrj'StiübHireii. 

Das  IJtliioiiHab:  war  durch  vierzt-hiunaUgo  FlUlung  mit 
kohleusanrfin  Ämtiioniak  gereinigt 

Zur  DarstelluuK  der  CalciuuiTcrbintlung  diunte  »in  mQg- 
liuhnt  roimrr,  in  Sulzüäurc  g(rl<'mt<.'r  Marmor.  Aus  der  L&sung 
desselben  wurde  durch  fractionirte  Fällung  mit  kobleasaurem 
Ammoniak  kobleosaui-er  Kalk  in  zwei  Purtiouen  uiederge- 
scLUgcu,  von  welchen  nur  die  zuletzt  nioderfatleiidc!  in  Kalpotiir- 
sawen  Kalk  rorwandolt  wurde.  Das  so  ej-haltoae  Kalksalt 
lösten  wir  zu  wiedtTbolten  Maleu  in  abstdutem  Alkohol  auf 
und  verwandelten  es  endlich  nach  VerflUchtipung  tim  Alkohol» 
iukI  Fällung  mit  kohlensaurem  Anuuouiak  dm-ch  Sab^ure  in 
die  Chlonerhindung. 

Cm  dsB  CblorbftiTum  rein  xu  ifrlixlteii,  extrahirteu  wir 
die  kSniliche  Verbiuduu(j  zu  wiederhoUi'ii  Malen  dttrcb  Za- 
aanunenreihe]!  und  Kochen  mit  nicht  gaoii  absolutem  Alko* 
hol.  Der  so  fxtrahirtc,  von  Alkuhul  bcfn-itc,  in  Wasser 
gelöoU?  Ktlckstand  ward  fi-actionirt  iu  zwd  l*ortionen  gefällt, 
nur  die  zweite  iu  Sulzsäoi-e  gelöst  and  das  erhaltene  Chlor* 
bai->-um  noch  weiter  durcb  wicdvrboltes  Cmkrystalligiren  ge* 
Ttiinigt. 

Um  das  Cblorstroiitium  niÖgUcbst  rein  zu  gewiuuen,  wurde 
die  käufliche  Verbindung  wiederholt  aus  Alkohol  umkxj- 
stallisirt,  fractionirt  in  zwei  Purtionen  mit  kohlensaurem  Am- 
moniak gofnUt,  die  zweite  FAllong  in  SalpetersAure  gelöst  und 
das  salpetersuuro  Salz  durch  Zusammenreibeu  und  Auskochen 
mit  Alkuho)  vim  den  lel2U.'u  Spuren  Kulk  befreit.  Ans  dem 
so  gereinigtt^n  Producte  wurde  endlich  durch  Füllen  mit  kühlen« 
saurem  Ammoni&k  and  Auflösen  des  Niederschlags  in  Salz- 
dure  daa  Cblorstrontiura  erholteu.  Alle  diese  Beinigitagen 
geschahen,  so  weit  eii  ausführbar  war,  in  PlatiiigeAsaen. 

In  Fig.  I  Taf.  3  ist  der  Apparat  abgebildet,  dessen  wir 
uns  meistens  zur  Beobachtung  der  Spectren   bedient  haben. 


000 


Ubemucke  AoftlfM  durcli  Spec1ialb«obkchtiaip>n. 


^  ist  ein  iimcD  geschwärzter  Kost««,  dessen  Bodeo  dfa 
stalt  eines  Trapezes  hat  tud  der  aof  drei  Füssen  nilit;  die  b»- 
den  schiefen  Seitenvfuide  desselben,  die  einten  Winkel  wo 
etwa  &S'^  mit  einander  bilden,  trogen  die  beiden  klcioon  Fem- 
rubre  B  und  C,  Die  Ocutarliui^en  des  erstereD  sind  eotferat 
und  ersetzt  durcli  eine  Platte,  in  der  ein  aus  zwei  Mwriiig- 
schneiden  gebil<)eter  Spalt  sich  befindet,  der  in  den  Bramponlct 
der  Objoctivlinse  gestellt  ist  Vor  dem  Spalte  steht  die  Latspe 
D  so,  duMS  der  Saum  ihrer  Flamme  toii  der  Axe  des  Rohra 
B  getroffen  wird.  Etwas  unterhalb  der  Stelle,  wo  die  Axe 
den  Saum  triFl,  taucht  in  denselben  da»  ku  einem  kleinfo  O^ 
gebogt'titi  Ende  eine»  whr  feinen  Plstindrahtes,  der  reo  dm 
Träger  E  gehalten  wird;  diesem  Oehr  ist  eine  Perle  dar  at 
uuU-muctii-'udtii,  vorher  entwässerten  Chlorverhindmig  äug»- 
schmolzen.  Zwiachcn  den  Objoctivrfi  der  FemrÖhro  B  ond  C 
steht  ein  Hohlprisma  F  toq  60°  bfecheuilem  Winkel',  das  ndl 
Schwefelkohlenstoff  angefüllt  ist  Das  Prisma  ruht  onf  awt 
Messingplatte,  die  tun  eine  rerticale  Axc  drehbar  ist.  Die» 
Axe  trägt  an  ihrem  unteren  Ende  den  Spiegel  (7  und  dar- 
über den  Arm  //,  der  als  fiandhabo  dient,  am  das  Aianu 
und  den  Spiegel  zu  drehen.  <T(.^en  den  Spiegel  ist  etn  Idam 
Fernrohr  geriebtet,  welches  dem  hindurclibliekiniden  Angi*  äu 
Spiegelbild  einer  in  geringer  Entfernung  aufgestellten  boritoD- 
talon  Skale  zeigt.  Durch  Drehung  des  Prismas  kann  mu 
das  gnuze  Spectrum  der  Flamme  bei  dem  Vertical&den  dn 
Femrulira  C  TorbeüUhren  uiid  jede  Stelle  des  Spectmms  mit 
diesem  Faden  zur  Deckung  bnngon.  Einer  jeden  ^Ue  da 
Speotmms  entfiprit-ht  eine  an  der  Skalo  zu  maehenda  Ab- 
lesong.  Ist  das  Spectnun  sehr  licht«cbwacfa,  so  wird  der 
Fadcu  des  Fomrohra  C  beleuchtet  mit  HtÜfe  einer  Lina^  die 
einen  Theil  der  von  einer  Lampe  aa^hcnden  StraUes  dock 
eine  kleine  Oeffiutmg  wirft,  die  in  der  OcularrOhre  des  F«n- 
röhre  C  seitlich  angebracht  ist 

Die  Taf.  tl  dargestellten,  mit  Hülfe  der  oben  erwfihntea 
reinen  Chlorverbindungen  erzeugten  Spectren  haben  wir  lait 
denjenigen  verglichen,  welche  man  erhält,  wenn  man  &t 
Bromide,   lodide,  Oxj-dhydrate,   die  achwefelsaurao  tmd  kob* 


ChemiffcJic  Auidysi:!  il»rch  SpectmlbDobachtuiigci). 
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I     lensauren    Salze     der    entsprecbcnden    Metalle    in    folgemle 

U     Plammon  lirin gt: 

I  in  die  Ft&ume  de»  Schwpfc-U, 

^H  ,1    ,1         „  ,f    SchweFelkohlßaätoSs, 

^^B         „    it         „  „    wassci'baltigoa  Alkohols, 

^H        „    „   nicht  lenchtoade  riaouue  des  Leuchtgases, 

^H         „    „    Flamme  des  Kohle  nosrd^ases, 

^V         »    tt         »  II    Wasserstoffe  und 

I  „    „    Knallgiudamme. 

Bei  diosor  amfaäseiideu  uiid  sseitraulH-ndcii  üntorsiirhung, 
deren  Einzdidieit^n  wir  üljcTRehcn  zu  dürfen  gluubeii,  hat 
sich  herausgestellt,  das8  die  Verscltiedeubeit  der  Verbißduu- 
geu,  iu  deueu  die  Metulte  augevHiidl  wuitleti,  die  Mannig- 
faltigkeit der  cliemiscben  Processe  in  den  einzebien  Flammen 
ofld  der  ungeheuere  Temperatm-unteracbied  dieser  letzteren 
keiuen  Giaflusä  auf  die  Lage   der  den  ciuxelueii  Me- 

.     tallen  üDtspruchtiiiden  Spoctralliiiiun  ausübt. 

I  Wie  bedeutend  die  erwähnten  Temperatm'uuterschiede  änd» 

orgiebt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Man  gelangt  zu  einer  Scliätzung  der  Temperatur  einer 
Fhuame  mit  Halft-  der  Gleichung 


in  der  l  die  fhigticho  Temperatur  der  Flamme,  ff  das  Ghiwicbt 
eines  der  mit  SauerstotT  rerbrennenden  Stofie,  to  die  Ver- 
bremiuDg^wftrme  desselben,  p  das  Gewicht  und  g  die  specifisclie 
Wärme  eines  der  Verbreunungsproducte  bedeutet. 

^ Nimmt  man  die  Verbrenimngswänne 
des  Schwefels     ...    zu    2240"  C. 


an   ood   aetxt 


Scbwefelkoblenstofl's 
Wasserstoffe      .    . 
QrubeTigasos      .     . 

ElajU 

Dit«tryl3  .... 
Eohleno^rds     .    . 

nach   Regnaalt  die  spectfiscbe 


8400 

34462 
13063 
11640 
U529 
2403 


W&rme   bä 


constantem  Druck 


002  *>— »<"^  Aaiijwe  ännh 

f&r  Bchveflige  S&on  ■=  0^1658 

„   KohleDsBoie  ^  0,2164 

„   Stickstoff  =  0,2440 

„    Wusezdampf       «  0,4750^ 

Bo  findet  man  hiernach  die  Temperatur 

der  Schwefelflamme 1820*>  a 

„   8ohwefeIkohlenst4)ffiSaiimie     .    8195 
„   Leuditgasflamme  ^  .    .    .    .    2360 
„    Eohleno^dflamme  ^    .    .    .    3042 
„   WasserstoffiBamme  in  Luft")    8258 
„    Enallgaaflamme  *)     ....    8061 
Es  zeigt  sich,  dasa  dieeeübe  MetallTerbindang  in  einer 
dieser  Flammen  ein  nm  so  intensiTeree  £^>ectrnm  ffsibt,  je 
hoher  die  Temperatur  derselben  ist    Von  den  Yerbindnngco 
desselben  Metalls  liefert  in  einer  Flamme  diejenige  die  gtOnen 
LichtBtftrke,  der  eine  grSssere  Flttchtigkeit  nkomn^ 

Um  noch  einen  weiteren  Beleg  dafbr  za  eHialten,  dtn 
jedes  der  mehrfach  genaimten  Metalle  immer  dieselben  hellen 
Linien  in  dem  l^>ectxam  herrortreten  lAsst,  haben  wir  die 
gezeichneten  Spectren  mit  denjenigen  Terglicben,  welche  an 
elektrischer  Ehmke  gewährt,  der  zwischen  Elektroden,  die  ans 
jenen  Metallen  bestehen,  überspringt. 

Kleine  Stücke  von  Kalium,  Natrium,  Lithium,  Stroatiiim 
und  Calcium  -niirden  an  feine  Flatindrähte  gebunden  und  in 
Glasröhren  paarweise  so  eingeschmolzen,  dass  sie  durch  einm 
Zwischenraum  von  1  bis  2""  von  einander  getrennt  vuea 
und  die  Drähte  die  Glaswand  durchdrangen.  Jede  dieser 
Bohren  wurde  vor  dem  Spalt  des  Spectralinstrumentes  auf- 
gestellt: mit  Hülfe  eines  BubmkorfTscben  Inductionsapparates 
lioäsen  wir  zwischen  den  genannten  MetallstUcken  elektrische 
Ehinken  überspringen  und  Ycrglichen  das  Spectrum  derselben 
mit  dem  Spectrum  einer  Gasflamme,  in  welche  die  Chlorver- 
bindnng  des  entsprechenden  Metalis  gebracht  war.  Die  Fhunme 


1)  Liobif^'B  Ann.  Bd.  CXI,  8.  258. 

')  Gasometrische  Methode  von  R.  Bunsen,  S.  254. 

3)  Ebendasetbat 

*)  Ebendaeelbst 


ClienUebe  Auatfa«  dur«]i  8pectrftlbc»lMwiit«ng«a. 
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befand  sich  binter  der  Gki^rÖbre.  Indem  <Ier  Ralimicorff'sche 
Apparat  abwecliselnd  m  uml  ausser  Thätigkeit  gesetzt  wurde, 
war  es  tviclit,  ohne  McseunfC  sich  mit  ScUärfü  davon  zu  tlbcr- 
zeugen,  dass  in  dem  giänzeiideu  Spectnun  des  Funketia  die 
hellen  Liaieu  de»  FliiinnK-nRiH^ctrams  unverrUckt  voHiaml«» 
vaiiiD.  AnKser  diesen  traten  in  dem  Funkeuspecti'um  noch 
nnden;  helle  Linien  auf,  \on  deuL^ii  ein  TLeil  dyr  Auwesetiheit 
vou  fircmileQ  Metallen  in  den  Blektruden,  ein  anderer  dem 
Sticbitoff,  dor  ilic  Itöhren  ei-fllllte,  nachdem  der  Sauerstoff 
einen  Tbeil  der  Elektroden  oxydirt  hatte,  zugeschrieben  wor- 
den musa.  *) 

Eö  erscheint  hi«niuc;h  unzweifelhaft,  dass  die  hellen  Linion 
der  gczeiclinetcn  Spectren  als  sicUere  Kemizeichou  der  An- 
wesenheit der  betrfffundeu  Metalle  butruchtct  werdvu  dürfoii. 
Sie  können  als  Roactionsmittel  dienen,  durch  welche  diese 
Stoffe  schäifor,  schneller  und  in  geringeren  Mengt-n  sieh  unch- 
weiseu  kaseii,  als  durch  irgend  ein  anderes  analytisclies  Halfs- 
mittel. 

Die  abgebildeten  Spectren  beziehen  sich  auf  den  Fall, 
dass  der  Spult  so  weit  ist,  dn-ss  von  den  duuktdn  Linien  des 
SonnenspectmiRS  nur  die  denÜichsten  wahrnehmbar  sind,  dass 
die  Vergrösi-erung  des  Bi^obaditungs  -  F«rurohres  eine  geringe 
(etwa  ncnnaügc)  und  die  Lichtstärke  eine  massige  ist.  Diese 
Bedingungen  scheinen  mis  die  vortlieiilliaftesten,  wenn  es  »ioli 
darum  bandcll,  eine  diomischc  Analj-sc  durch  Siiectralbeobach- 
tuiigcn  au&cufiihn'n.  Der  Anblick  der  Spcetrcn  kann  unter 
andurcn  Bwlingungen  ein  weseiilUch  anderer  aeiii.  Wird  die 
R<"inheit  des  Bpcctrums  Turmehrt,  so  zerfallen  viele  von  den 
als  einfach  gezeichneten  Linii'u  in  metm-re,  die  !NatriumUni« 


>)  Als  wir  bei  «Denn  ^''eraiche  mit  Stronliamel^ktcoden  ein  mit 
WAMCnloff  tlatt  mit  ßtickstoff  KefUlitoB  BährchcD  Auwutdten,  rerwan- 
dslu  doh  der  FuokeDitrooi  stUtr  bKld  in  vincn  Litthtbogen,  wOhrcDil  die 
Winde  des  R^hrdiAna  ai«b  mit  eiiiüsn  grttucn  JtodchUg«  bedeckteo.  Bvitn 
Oeflbiui  de«  Rflbrcheii»  unter  Kti-inCt  xiägtc  V9  indi,  ilass  daa  WaMcntoAgu 
vcnchwuuüeB  und  vln  lufüer-rpr  Kiiuiti  «Dtütondcji  war.  I>m  tiiin  acbelnt 
daher  bei  den  imgulieunüi  Ta-iniifnunmi  dm  nlektrieciion  Funkciu  ilu 
Ötrontiainnxyd,  veldiea  m«ht  vRllIg  von  der  Oberflftch«  iIcs  MeuUs  eaU 
fcrnt  wiTnIoii  wiir.  rerlucirt  ui  liabeu. 


l.-""".:^       -■■^-:-^      _-     -t.  -i    " . :-  ^-rr,^.       "Sic   ^Urr    AoSSitlllDe 

j»-.  ■»■i_r--:_  i...  -  --.^  .-^TÜ-a  *— -  "--ttt--  mn  "ir^i  ctds^J  Lkit- 
■uzii.-:^  .''.  :,:*L-r  '-~^.t-:l^-  cui  iit  ~i-ät5£ii.  w^dt  dir  anf 


-1-1    ---——--;.-    1-1    :?:    i-r     L«    Nsirränif  an 

_  ."_  -    "    :-_■  -j-  i-  - ,    ■!-_ .   ItI  -i^;*   =:.i    „srch  ihre 
;:■     _■-"    .--       '-•'    -■    T-— '----: -■z.'.'hTs.rzz    >-ir    Lr^h  und 

'■.'"'■-.■,  :.-■-  ■*■■  "_-"_:_-  si  :.  :-r.  =:-h  ^^Lr  schwache. 
-'  ..' "■  '.-■-'  !-_.-■.  -  ^l:_-.i  iL.'r'ir  S;-;c^r  ersL-Leiüen  'iarui 
■■.■;,  .V.  :.:  :l'- ■■:.-.  i.:_-  --,,  -w^:!^-  .iii.-r  ljcLi  s-lU'ii  er*.! 
-.'.-.•■.i-.    .=  ■■:.    .,-  XiT-ii^rr.;  ti::.  n  *-nCi>ch'^n  besinnt, 

.-.  ■  .- •  >.:-.':■.--•  T.-.  i_i^:r-.  !:•:-  m.  i  Brom-Verbiridusg. 
;■■  '  ■ .'.'.  -':.■-■■;'■  i-b.-::-  -.  u-.i  ki-LIrLsinr^n  Salze  z--iirt  sich 
'U'  lU:.-.' *.',:,  ,:::i  ■,--^:::  IrV :..  AÜrio  selbst  bri  den  tdeMl- 
wxij'  r ,  bo/  -a-jif  .'j,  j(ij'.-[,bor-iiii:--:j  uDii  anderen  feuerbeslTiudigeD 
H.ilzi-.'j   f.  hJt   '■M:   iii'ht. 
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8cliou  Swan  ')  hat  äui*  die  Kleinheit  der  Kocli^talzmungen 
aulmerkRani  gtrmaclit,  welche  die  Ntttriumlidu  noch  »Icutüch 
henürbriiigcu  hÖiineo. 

rolgoQclei-  Vorauch  zftigt,  dass  die  Chemie  keine  oinzigo 
Beaction  aufzuweisen  hat,  welche  äich  auch  nur  im  Entfern» 
le»teD  mit  dicsur  spectnUanuijrtiscbcQ  Bostimmuiig  des  Na- 
trinnis  au  EiDptindliclikt?it  yergloicJieii  liesse.  Wii-  vi;i-pufl- 
t«a  iti  üiiit^r  vi>m  älaiidurte  uiis<jn>B  Apparates  mugUcliüt  eat- 
legenen  Ecke  dt«  Beobacbtuiigsximmei's,  welch«»  ungefiLhr 
60  Kubikmi.'ter  Luft  fasst,  3  MilUgrauim  cliloi-sRares  Natrou 
mil  Mihhzucktjr,  wäluitiul  (Jit;  nicht  h'Ui-htemic  Lumpe  vor 
dem  Kpalt  U'ohachtet  wurde.  Sclion  nach  wenigen  Minut(>n 
gab  die  allmähg  sich  iahlgelblicb  fäi'bi-udu  Flamme  Hint-  stark*> 
KatriuntUiiie,  wt^Idu-  i^cst  uach  lü  Minuten  wieder  völlig  ver- 
scbwnndcn  war.  Aus  dem  Gewichte  des  vei-pufften  NatroU' 
sakes  und  der  im  Zimmer  enthaltenen  Luft  Uisst  sitih  IficLt 
burcchiieu,  duss  in  einem  Qcnichtetliuilf  dtu'  letzteren  iiiclit  ein- 
mal smmJuiu  Gowictitstbeit  Natroarauch  guspendirt  sein  konnte. 
Da  iädx  die  Bcaction  in  der  Zeit  einer  Secunde  mit  aller  Be- 
quemlichkeit beobacbteu  läsat,  in  dics<.-r  2^eit  abei:  nach  dorn 
ZuUuäa  und  der  Zusammensetzung  der  Flammeugasu  nur  uu< 
geiähr  50 "'"'  oder  0,Utt47  Giamm  Luft,  welche  wcuiger  al« 
fonJam  ^^'^  ^'atrouäalzes  euthaltoo,  in  der  Flamme  zum  GlUhüii 
gelangen,  so  ergiebt  sieb,  dass  das  Auge  nucli  weiügt^r  als 
i0g({^jQ  Milligramm  des  Natronsalzc-g  mit  der  grOssten  Deutlich- 
keit 2U  üi'keuiieu  vermag.  Btü  einer  solchen  Empfindlichkeit 
der  Reactiun  wird  es  begreiflich,  dajts  nur  selten  in  glühender 
atmoäphiu-istber  Luft  eine  deutb'cbu  Natrouruactiuu  fehlte  Die 
Erde  ist  auf  inehi-  als  zwei  Dritte]  ihrer  UberHäche  mit  einer 
ECoclLsaJzlÜ^nn^  bedeckt,  welt^he  von  den  zu  SdiaumJ^en  äich 
ttberstttnienden  Meereswogen  unaufhörlich  in  Wassenstaub  ter- 
wandelt  wird.  Die  Meerwiisüsei'tj'öpfchcn ,  welche  auf  diese 
Art  in  die  Atmonpliiire  gelangen,  värduusteii  und  hinterlassen 
kochsalzhaltige  Sonnenst&nbchcn,  die  zwai'  einen  der  GrOsse 
□ach  wecliaeluden,  aber  vid  es  scheint  nur  selten  fehlenden 
Gemeoglboil  der  Atmosphäre  nosmacheu,  und  die  vielleicht 


ij  Po^.  Adu.  Bd.  C,  S.  311. 
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ilazu  bpstiniiut  sind,  den  kleiiion  Organisnsvn  die  Sake 
l'jklireii,  wuldie  die  grOsaeren  Pflausco  und  Tliiere  dem  Boden 
entnelinun.  Dieser  iliu'cli  Sjiectrolanalj'NC  It^clit  er 
Kochsalzgelialt  der  Luft  voi-dieiit  noch  in  einer  andcreü 
BeiicJiluHB-  Wean  es  nämlich,  wie  man  jetzt  wohl  kai 
bczvcil'clii  kaun,  katolytischc  Einfl&ssp  sind,  welche  die  mias- 
matische Verbreitung  dor  Krankheiten  vormittcln,  so  m&clue 
eine  antis^eiJtisfh  wirkende  Subsliwiz,  wie  das  Kochsalz,  sdbtt 
in  vpr»chwindptid  kleiner  Menge  wohl  kuum  ohne  wesentticbeD 
Einlluss  auf  «olche  Vorgänge  in  der  Luft  sein  kOnuoiL  Am 
täijlicheti,  längere  Zeit  fortgesetzten  Siwctralht'ubachttitigen  viid 
sidi  leicht  erkennen  lassen,  oh  die  Intens! täteänderongen  der 
durch  die  utoiOHpliäriächen  Natnumvcrhindungi^t)  erzenen 
Specti'allime  Avi  u  mit  dem  Erscheinen  und  tnit  der  Ter* 
breituiigni'irhtung  endemischer  Krankheiten  in  ii^eod  onem 
Zusamnienhange  steht. 

Xu  der  unerhörten  EiupBiidlichkeit  dteacr  Natronn'i 
ist  zugleich  der  Grund  zu  auchen,  dasa  aJle  der  Luft 
gesetzten  Gegcustände  nach  einiger  Zeit  bei  dem  Krhtt 
in  der  Flamme  die  ^atriumlinic  zeigen,  und  dass  es  nur 
wonigon  Verbindungen  gelingt,  selbst  wenn  man  sie  zckn- 
mehrmal  auü  Wasser,  das  nur  mit  Platingefilssen  in 
kam,  umkrystalUsirt,  die  letzte  S|rar  dvr  Linie  Na  tt 
seitigeu.  Ein  haai'föniiiger  I^Iatinilralit,  den  man  durch  Ai 
glühen  von  jeder  Spur  Natron  befreit  hat,  zeigt  die  BoartioD 
auf  das  Ueuttichste  wieder,  wonu  man  ihn  einige  Stunden  der 
Luft  ausgesetzt  hat-  Nicht  minder  zeigt  sie  der  Staub,  wrf- 
eher  sich  in  ZimmL-m  auH  ibr  Luft  absetzt,  so  da»  x.  B.  du 
Ahklo[>fen  eines  bestäubten  Buches  schon  genOgt,  um  b  euer 
Kiitfemung  von  mehrcivn  Schritten  das  heftigtttt.'  AufhUtandtf 
J\'a  ce-Liaie  zu  bewirken. 


Lithium. 

Der  glQheTid  leuchtcnda  Dampf  der  Lithiumi 
giebt  zwei  scharf  begrenzte  Linien,  eine  gelbo  sehr  sdii 
/ij9  und  eine  roüie,   glUnzendc   Linie   lÄ  u.    An   Sic 
und  Empßndiichkoit   übertrifft   auch    die&e  Keftotiim  »Ue 


'Ctmilfldie  Anal^-ce  clurcli  S|]oetraIl)Ool)acbtuiigi}». 


607 


Ider  analftiBclieri  Cherni«  bisher  bt^kauDteii.  Der  Nuh'ium- 
naction  steht  sie  indcsscu  an  Empthidlicbkeit  etwas  niLch, 
Tiellek-kt  nur  weil  das  Aug«-  fllr  {^ijlbg  Stralileii  einpfiiidlicljer 
ist  alü  fUr  rotte.  Durch  Verpufl'en  von  9  Milhgi*.  kohleii- 
pÄBem  Lithium  mit  einem  grossen  Uchersdiuss  vou  Milcli- 
tackcr  und  cUlorsaurem  Kidi  in  der  utig*>fjllir  60  Cubikmeler 
fiwsemicu  Luft  des  Zimmers  war  die  Linie  schon  deutlich 
Bichtbar.  Das  Auge  kaiiii  daher  auf  diese  Welso,  wie  eine, 
der  oben  aiLgefUbiieu  uJinliche  Bcclinuji^  ^oigt,  noch  weniger 
ftb  n^Boo  eines  Miilignimms  kohloii-saures  Lithium  mit  der 
grOsBteo  Schärfe  erkenneD.  0,05  Granuu  desse^lben  Salzes  auf 
die  erwähnte  Art  verpufft,  erlhcilte  der  Luft  desselben  Zimmers 
die  Fahlheit,  länger  ab  «ine  Stunde  andauernd  die  /.tV- Linie 
faervorzubringen. 

Die  Sauerstoff-,  Chlor-,  Jod-  und  BromTerbindang  ist  am 
geeigneUteu  zur  Erkc-imung  des  Litbiuius.  Aber  auch  das 
IcoUensaure.  st^liwEffelsaure  und  xelbst  da«  phuspboräaiu-Q  Salz 
eignen  weh  fast  ebensn  gut  zu  diwem  /wecke.  Lithionhaltige 
Fossilien,  wie  Triphylliti,  Tiiphan,  Pelalit,  Lepidolith,  brauchen 
nur  in  di«  Flammt;  gHli;dlcn  /u  wcnlen,  um  ohne  weiterKS  die 
iLilüe  IJ  a  im  intensivsten  ülanze  zu  geben.  Auf  diese  Weise 
l&ssi  sich  Lithion  in  mauL'bou  PüIiUpÜthen,  z.  B.  in  OrUioklas 
Ton  Bavcuo,  unmittelbjir  imdiwriseu.  Die  Linie  zi^igt  sich 
dann  nur  einige  Augenblicke  laog,  gleich  nach  dem  Einbringen 
der  Probe  in  die  J*lanime.  So  zeigten  sich  b1»  lithionbaltig 
die  Glinuncr  ron  Alteobcrg  und  Ponig,  als  frei  von  Lithium 
dagegen  Glimmer  von  Miask,  Aschaffenburg.  Modum,  Bcugaleii, 
Pennsjlvanien  etc.  Wo  in  natürlich  vorkommenden  Silicaten 
nur  ein  verschwindend  kbiu^'r  LitldongebiUt  auftritt,  entzieht 
'Eich  derselbe  der  unmittolbarßu  Beobachtung.  Die  Prüfung 
gi?sc!iithl  dann  in  solchen  Fällen  am  besten  auf  folgende  Weise: 
man  digerirt  und  verdampft  eine  kleine  Menge  der  zu  prüfwn« 
den  Substanz  mit  Flusssäure  oder  Fluoranunonium,  dampft 
etwas  Schwefelsäure  über  dem  EUckatande  ab  und  zieht  die 
trockene  Masse  mit  absolutem  Alkohol  au^  Die  xur  Trockcn- 
bcit  abgedampfte  alkoholische  Lösimg  wird  dann  noch  einmal 
mit  Alkohol  cxtrahirt  uud  die  so  crhalteue  Fillssigkeit  auf 
einer  möglichst  ilauhun   Glassduüe  verdunstet.     Der  Antiug, 
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welcher  dabei  zui-QckIjIoibt,  l&sst  sich  leicht  mittels  dnee 
me«sei-s  zusauinieiisvhiiliüu  und  am  Platindrälitchen  lo 
Flamme  bringen,  ff^  MilUgr.  davon  reicht  gewöbnlioh  für 
Vursucli  vollkommen  aus.  Äudere  Verbind migeii,  aJs  kieeA- 
s&tu'e,  va  d«n«3n  mau  uoch  die  letzten  Sputvti  Litliioa  eutdcckeo 
will,  werden  nur  dui-cli  Eindninpfcn  mit  ScbvufeLtluir«  «der 
auf  ijgend  einem  anderen  Wege  in  scbvi efelsuurc  33dM_  wc^ 
wandelt  und  duan  ebeuso  bebandelt 

Mit  Hülfe  dieses  Vorfalirciis  lAssfc  sich  leicht  die 
wurtuta  Tbatsache  ausser  Zweifel  eeteen,  da»  das 
zu  den  tun  allgeutcinstcu  in  der  Natur  verbreitetem  StoSn 
gebött.  Da«3«lb€  lic^ä  sich  mit  der  gröe&ttiu  Leichtigkeit  tdum 
in  -tu  Cabikceutimeter  Meerwasser  uachweison,  welcbos  noter 
'69"  14'  wcstl.  Lange  und  41"  41'  nML  Breite  im  AtlanÜMkii 
Ocean  gesehöpft  war.  Asche  von  Fucoidet-n  fK*"lp),  wdcfce 
vom  Gulfalniui  an  dif>  Scholliäeheii  Küstcu  gt>trii.>b(m  vsrdeo, 
cnlbielt  erhebliche  Spuren  davon.  SlünniÜiche  Ortboklaia  mi 
Quarze  aus  dem  Granit  des  Odenttaldes,  die  nir  geprüll  halieiif 
zeigten  ücb  liüiiouhaltig.  Ciii  sehr  reines  Trinkwasser  us 
einer  Quelle  am  granitiscben  westlichen  Abhänge  des  Xecbr- 
tliales  in  Sctilierbach  bei  Hcidelbc^rg  enthielt  LiUiiun,  vr&beiid 
die  im  bunten  Sandstein  entspringende  Quelle,  welche  die 
Wasserleitxmg  des  kiesigen  cbemiachen  Laboratorium»  »pfitt. 
frei  davon  war.  Miiieraiiraäser,  bei  welchen  Litlriam  kkom 
not^b  in  1  Liter  uucli  dem  gewöbulicbea  »oaljtiachen  Ver- 
lahreii  nachgcwioeen  werdea  kaoa,  zeigt  die  JJ  «-Linie  oft 
schon,  wenn  man  nnr  oiucu  Tropfen  divon  an  einen  Pintib- 
draht  in  die  Flamme  bringt  ')■  ■^<^  "^^n  nnfi  antetauelitco 
Udenwalder  Aachen  aus  iK^keni,  welche  uof  Gnutlwda 
waelisen,  «owif  Ru-si<ische  und  andere  käufliehe  PottHscbeo  enl- 
)ialt«n  LitbioD.    Selbst  in  den  Aschen  dt»  Tabaks,  der  Wiü- 


')  Wenn  oi  sich  danun  hsodelt,  efaio  Ftawigkcit  in  die  nacnoM  < 
biiageu,  so  l>i«0  ua»  sua  dem  eiiHii  Ende  eines  pfrnlcluuaAckHi 
ündnüitea  eJnen  klelDPu  mit  t'üw^m  Dorrhamwer  vviwbeDOD  ffing  wH 
•cUigt  dttiuelboi  pUtc  LUent  buui  üi  iW  w  gebiLiota  Oehr  daea  TW 
sigkeitstropf«!!  fallen,  so  bleibt  eine  fUr  deo  Venoeli  hinreiehwlt  Uap 
darin  hKnBvn. 
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liiÄtterj  dt«  Bwliholzes  und  der  Weinbeeren '),  sowie  in  der 
Asche  der  PeldfrÜchte,  welche  in  d«r  Rheinebeue  bei  Wok- 
häusel,  Deiduslicim  utnl  Heidelberg  auf  iiicfat  granitschein 
Bodeo  gezogen  wenien,  fehlt  das  Lilliion  cIk^ii  so  wenig,  a^s 
in  der  ililch  der  Tliiere,  welche  mit  jouen  Peldfi-ücbk-n  gc- 
nilhrt  werde».  ^ 

Es  braucht  kaum  bemerkt  ru  werden,  dose  ein  Gemenge 
von  tlQditigeii  Natron-  urtd  LiUiionsnlBen  neben  der  Reaction 
des  Nntriums  die  des  Litliium«*  mit  einer  kanra  mcrJdich 
Terminderten  Scharia  und  Deutlichkeit  zeigt.  Die  rutlie  Linie 
des  letzteren  erscheint  dureh  eine  kleine  in  die  Fliuome  gc- 
bracfat«'  Perle  noch  deutlich  sichtbar,  *eun  diese  Perlü  nur 
1^  Liüiiumsitk  vRihätl,  uubei  das  Auge  I^  sich  an  der 
Flamme  seihst  aiclits  »Is  du-s  gelbe  Licht  des  Natriums  ohne 
jede  Andcatung  einer  röthliehen  Färbung  wahi-iiimmt  In 
folge  der  grösseren  FlttcbtiKkctt  der  LilhionsaLte  liMt  die 
Natronreaction  geviJhulich  i:tmir<  lüiiger  an.  Wo  t's  sich  da* 
her  um  die  Erkennung  sehr  kleiner  Spuren  von  Lithiou  uebüii 
Natron  handelt,  musä  die  Probt-perle  in  die  Flaume  gctichobcn 
werden,  K&hreod  man  schon  durch  das  Pernrohr  blickt.  Miui 
gewahrt  dann  die  latbiuuiluiie  oÜ  nur  auf  ^«iiigo  AugenbLcke 
anter  den  ersten  VcrllUehtigungsprodueten. 

Wo  es  »ich  bei  der  tedmiächeu  Greuimiung  der  Litbium- 
Terbinduitgeii  um  lUe  Au.'iwahl  de»  zn  beiiiitzenden  Rohmaterials 
tuul  die  AiiffiDdiing  einer  zweelanässigen  Darstellung^ methode 
handelt,  gewährt  lUe  Speutraluiuilyüe  ein  HiUfäiiiittel  von  un- 
schätzbarem Werthe.  So  genllgt  e»  z.  B.  schon,  von  ver> 
Bchiedenei!  SnnlmutierLiiigen  Dur  einen  TiD|)fe«  iii  di^r  Fhunme 
ZQ  verdaiiiiMVu  und  durch  da»  Feruiohr  zu  beobachten,  um 
üch  sogleich  zu  übcnteugen,  da^  in  vielen  dieser  Saliuenrttck- 
«t&nde  ein  reiches,  bisher  übemcbenes  Jjilhionttmtcriul  gugebcn 
ist.    Dabei  kauu  mau  im  Verlaufe  der  Darstellung  jedi-n  Ver- 


■)  In  dan  bei  d«F  fabrikmftM>ig«u  W^iarturengevrimiiiug  faUenJvoi 
Matlcriaugru  conccutrirt  «ich  <Ia«  Lithian  no  aclir,  dam  inaii  «u  deuselben 
crbeblivh«^  Mi-niron  davon  (||inU<-lli<n  Iciuiti. 

*)  IIctT  Dr.  FolwarcsDj  Lut  augiur  in  dt-r  Asofas  dm  metwchHcHM» 
BlnM«  unil  Miuld-IilviHdiv*  dttrcli  di«  Llui«  Cin  leicht  Lithiumverbin- 
dimgcn  nuchweiw-n  kvunvo. 

Klxbhutf,  OMwniMltf  Abliu>lJaniui.  89 
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last  an  Litliion  in  den  XelMiiiproductfiii  aod  Abfallen  du»h 
die  Spectralreaction  uninittolbar  vcrfulgCQ  und  so  leicht  zweck- 
müsaii^äre  Dat-stellungfsmetboden  als  die  bisher  gebr&ocliUebw 
sich  auläuchen-'i 


Kalium. 

Die  ßticbtigeti  Valium  verbiuduiigoD  geben  tu  der 
eiu  sehr  ausgedehntes  contimiirlichcs  Spectrum,  welcliM 
zwei  clmrakteristische  Linien  zeigt ;  die  eine  Ka  ii  in 
ftussersteu  an  die  ulti-arolheu  Strahlm  gremeudeo  Roth, 
naa  auf  diu  durddc  Lluiu  A  des  Sonnen-ipectratus  blleod,  die 
andere  Koß  weit  in  ^'iolet  iiacli  dem  anderen  Ende  des 
truius  hin  ebenfalls  einer  Fraunliofer'schcn  Linie  ent^rechei 
Binö  ischr  schwache,  nüt  der  Fi'aunhofer'tfcbcn  Linie  ß 
sammenfalloude  Linie,  die  ausserdem  iioch.  aber  nur  bei 
iutcnsivätOQ  Fkmme,  eichtbar  wird,  ist  wenig  chor&ktc 
Die  blaue  Linie  ist  zienklicb  schwach,  eignet  ^ch  aber 
eben  so  gut  wie  die  rothe  Linie  zur  KrkciuiuDg  de«  Kftli^im»- 
Die  Lage  beider  Linien  in  der  ^'iüie  der  buiden  ('frenzen  der 
für  das  Aitge  wahmelimbaron  Strahleo  macht  diG  Reactiou  la 
einer  weniger  onijiliudlichoQ.  Li  der  Luft  uuseres  &amen 
wurde  sie  erst  sichtbar,  als  wir  gegen  1  (Inunm  mit  Mtldi- 
zuckrr  gemengtes  chloi'saureK  Kali  abbrannten.  Man  katui 
daher  dem  Auge  auf  diese  Weiiw  nur  ungefi&far  ^  Hilligr. 
chlüreamvH  Kali  iitich  sichtbar  machen. 

Kalihydrat  und  Käiuiutliche  Verbindungen  des  Kalb  mit 
HUchtigen  Satiren  zeigen  die  Beaction  otme  Ausitalunc.  Kali- 
eilicate  uud  ähnliche  feuerbcätäoilige  Salze  dagegen  bringea  «ie 
für  aicli  allein  nur  bei  sehr  rorwiegcndcm  I^Iigehalt  herror. 
Bei  geringerem  Kaligehalt  darf  man  die  Probeperle  nur  mit 
etwas  kohlensaurem  Natron  zusammenschmelzen,  um  die  cbirtk' 


>>  'Wir  crhi«lt«a  n&cb  einer  eolcben  verbesserten  Uetbmla  wu  iwn 
Uinenln-iuiAcHErag«!]  (gegen  Tier  Utcr)  cber  SoohnntterUug«,  wdek« 
dufdi  ElndoMipfun  mit  S«bw«f«bSnr«  i^,i  RfleksMnd  gaben,  diM  lAlbt 
Vota  ki>lilensciun»>  Liihion  voo  dor  Bdohcit  du  käuflichen,  deMM  Bw 
debwerth  nngoOlhr  WO  B.  per  Pfund  bvlifgt  Eine  giusee  ZnU  nda« 
tJoobuuttarlai^u.  die  wir  uuternachtvn .  se%t«a  «Incii  i(*mlM>wi  Beieb- 
thum  Ol)  Lilhiuinrerbitidungeu. 


Cbomitcho  Analyse  durch  Spcciralboi^bücbniu^eu.  gH 

Ltnieo  zum  Yor^chcm  zu  britigcD.  Die  Gogonvart 
TOD  NatronaalKen  verbiiidort  initfaiti  die  ßeactioa  aicht  und 
beeintriicbti^  dio  EmpSodlichkeit  derselbca  nur  wenig.  Orlbo- 
klas,  Sanidm  und  Adular  lassen  ?ich  dadui-ch  loicht  von  Aibit, 
Oligoklfts,  Lal)rador  und  Anorthit  unterscheiden,  um  ver* 
hchwindeud  kkinü  Kalispureii  noch  nacIiTwweisen,  hrancht  mfto 
dif  Silicate  nur  mit  t'infm  grossen  Coherschuss  von  Fluoram- 
monium RUf  einem  Platindcckcl  schwaeb  zu  glöheu  und  den 
RQckdtauil  am  Plaliudrabt  iu  di(!  Flamme  zu  Itniigen.  Atif 
diese  Weisp  Öndel  mim,  diiss  fast  alle  Silicate  kalih&ltig  siiid. 
Litbionsalze  stSren  die  lleaction  eben  so  wenig,  So  genügt 
es  z.  B.  Sfliou,  den  Asclienstmnpf  oiuer  CigArro  in  die  Plauime 
vor  drm  S|>iilb  zu  halten,  uui  sogleich  die  golbe  Linie  des 
Natriums  und  die  beiden  rotbeu  des  Kalium»  und  Lithiums, 
-welches  letztere  Metall  in  den  TabaJisascheu  Hast  niemals  fehttr 
du3  DeutUcb.ste  bcrvorzubiiiigoa. 

Strontiuni. 
Die  Spectren  der  alkalischen  Erden  stehen  denen  der 
Uen  an  Einfachheit  berleutend  naclu  Das  des  Strontiums 
ist  besonders  durch  die  Abwesenheit  grüner  Streifen  cliarak- 
temii't.  Acht  Linien  diirin  sind  sehr  ausgezeichnet,  sechs  rothe 
nämlicb,  eine  orange  und  eine  blaue.  Die  Oraiigeliuie  Sra, 
■welche  dicht  neben  der  Niitrinmlinic  nach  Roth  hin  auftritt, 
die  beiden  rotlien  Linien  Srj%  Sry  uud  endlich  die  blaue  Linie 
Srä  sind  Uii-er  Lage  mid  Litetwitfit  nach  die  wichtigite n.  Um 
die  Empfindlichkeit  der  Beaclion  zu  pHlfim,  «rhitzten  wir  eine 
n^Bsenge  Chlorstrontiumlösung  von  bekanntem  Salzgehalt  in 
einem  Platinschälcheu  rasch  über  einer  gi'ossen  Flamme,  bis 
das  Wasser  verdunstet  war  und  die  Schale  zu  glilhen  anfing. 
Hierbei  decrepitirtc  das  Salz  zu  mikroskopischen  Partikelchen, 
die  sich  in  (jcstalt  eines  weUaen  Hauches  in  die  Atmosphäre 
erhoben.  Eine  Wägung  des  SalzrUckstandes  in  der  Schale  er- 
ib,  dass  auf  dieae  Weise  0,077  Gnu.  Chlorstrontium  in  Ge- 
ilt einen  feinen  Staubes  in  die  77000  Grm.  wiegende  Luft, 
ftü  Zimmers  Übergegangen  war.  Xaebdem  die  Luit  des  Zimmers 
'mitteUt  eines  aufgespannten,  raecli  in  Bewegung  geselxten 
egenacliirmes  gleicLmäxsig  durcheinander  gemengt  war,  zeigten 
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sich  di<?  charakteristischen  Ijni^n  des  Strontinmspectnuns  sehi 
achöD  Aaseebiliiet.  Mao  kann  nach  tüesem  Versuche  die  noch 
nachweisbare  Chlorstroanommenge  za  igAo«  eines  MiUigramms 
&DachIag<^n. 

Di*:'  Chlorrerbindnng  und  die  übrigen  HalogenTerbindangen 
des  ätrontinms  geben  die  Beaction  am  dentlichsten.  Stron- 
tianerdehTdrat  and  kohleosaoiv  Strontianerde  zeigen  sie  yiel 
ächwächer;  schwctVUanre  noch  schwächer;  die  Verbindnngen 
mit  feuerbestäntligen  Sänren  am  schwächsten,  oder  gar  lüchL 
Mao  brin^  daher  die  Probeperle  zunächst  für  sich  und  dann 
nach  v^r^iigiger  Beleuchtung  mit  Salzsäure  in  die  Flamme. 
Hat  man  Schw.rfeUänre  in  der  Perle  voranszasetzen,  so  hält 
man  sie  vor  dem  Befeuchten  mit  Salzsäure  einige  Augenbücke 
in  den  reducirenden  Theil  der  flamme,  um  das  schwefelsaure 
Saiz  in  «lie  durch  Chlorwasserstoffsäure  zersetzbare  Schwefel- 
rerbindung  umzuändern.  Zur  Erkennung  des  Strontiums  in 
Verbindnngen  mit  Kie^ebäure.  Phosphorsäure,  Borsäure  oder 
anderen  feuerbestäniligen  Säuren  verehrt  man  am  besten  auf 
folgende  Weise:  Zum  An^'hliessen  der  Probe  mit  kohlen- 
saurem Xatrou  dient,  statt  eines  Platintiegels,  eine  conische 
Spirale  von  Platimiraht.  Dieselbe  wird  in  der  Flaiimie  weiss- 
glülicnii  g»-iuai.Lt  imd  in  eiitwris>erte>.  fein  pulverisirtes,  lockeres 
kolil''!:-;iiir'- NatriMi  u-tuui'lit.  wrli'Iies  wo  inOL-'lich  noch  s>i  viel 
\V:i--vr  ■■iitiiiill.  .!;i-^  lii..-  iiiithii-'e  Minore  des  S;i!z>.-~  sdum  bei 
di.'Ri  ■■r-t''!i  Eiiitidichoti  'iani:!  h:iii!z<-ii  bk-ibt.  lu  dieser  Spirale 
l;i*-t  -ii.li  'iii'  SoIimtLiuiifT  vi.-!  ^ichu'lK-r  uls  in  einem  Plaliu- 
tieu'i'l  h'-wi'i-k-t>'llii.'i-n.  ii;i  dir  zu  iTbitZ''niio  Ma~se  ile->  PI:itiii5 
nur  crTiüc;  i-t  und  .las  zu  st-lmifl/eniie  .S:iiz  mit  der  Flaunii'' 
in  U[niittI*'llKii-e  B-rüiii-iin^  k"ninit.  Hat  mau  die  aul'zu- 
scbtit.—'-üdi'.  l'"in  pnlvt  ri-irti'  Sub>tanz  mittelst  einer  kleinen 
Platiii-i  liauf'-l  in  ili.-  ^'lülii'Uii  riii-- itro  Soda  eingetragen  uiiii 
einige  Minuten  im  liliiln-n  erbalton,  ^0  bniudit  man  die  mit 
ihr'T  S|>it/e  nacii  oben  *rekelirte  Sjündf  nur  auf  den  Band  de^ 
Lampenti-lli-TS  aulzukloplV'n.  um  den  Inhalt  derselben  in  Ge- 
stalt eiiiiT  gru-^i-ii  erkalteniien  Kngrl  auf  dem  Teller  zu  cr- 
liallei).  Man  btili'(,kt  die  Kugfl  mit  einem  Blättehen  Scbreib- 
[iapiiT  uijil  Zfnlriirkl  di'selbe  mittelst  einer  elastisclien  Messer- 
klinge, dii,;  man  amli  nach  Entfernung  des  Papiers  benutzt,  uin 
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die  Mawe  weiter  nocb  zum  fein»t«n  Palvcr  zu  zerdrücken. 
Dieaea  wird  an  dea  Rand  des  etwas  abwärts  geneigten  Tellers 
zusamnifiigelifliift:  vorsicliÜK  mit  lieiHsem  Wussor  üliergossoii, 
da&  man  durch  sanftes  Hin-  aml  Henieigen  des  Tellors  Über 
äfi.T  aufgt^lulufteD  Substanz  hin  nud  her  Hie^tseQ  l!Last,  und  end- 
lich die  ilbur  tleiii  fiudeitsatz  steheiwt«  Flussigktnt  abdr-kautirt. 
Es  geliiiKt  leicht,  unter  »bwedisclndcm  lürwiLriueu  des  Tellers 
durch  mehrmalige  Wiederhoiung  dieser  Operation  die  löslichen 
SsJzc  awunizii-hcii ,  ohne  den  Bodensatz  aufxiirDhren  und  er- 
hebliche Mengnn  davon  tm  Ttrrlieren.  Wendet  mau  statt  des 
WoBBcrs  eine  Kocbaaülöäunf;  an,  so  gelingt  die  Opi^ration  noch 
leichter  und  sicherer.  Der  Rtlckstand  enthält  daa  Stroutiom 
als  kohlensaures  Salz,  ron  dem  schon  einige  Zclintel  Müli- 
gramm  am  Flatiiidiuht  mit  etwas  Salzsäure  befeticIiEi^t  <!ii>  in- 
teDgivste  Reaction  geben.  Bs  wird  auf  diese  Art  niöglioh,  ohne 
Platiutiogol.  ohne  Reibsehale,  otme  Digerirschale  und  ohne 
Trichter  und  Filter  alle  erfordorÜcbeii  (iperationen  des  Anf- 
«cblieüsens.  Zerkleinern«,  Digerirens  und  Äuswa-Hchenü  in  we- 
nigen Minuten  aufzuführen. 

Die  Reaction  di:s  Kaliuiiis  und  Natriums  wird  durch  die 
Gegenwart  des  Strontiums  nicht  gestört.  Auch  die  Litbium- 
reactioii  tritt  neben  den  drei  enrähnten  in  voller  Deutlichkeil 
auf,  wenn  die  LiUiiuuiiiKMigc  gegen  die  ilcs  SlronÜumä  nicht 
SU  gering  ist.  Die  Lithiumlliiie  /<i«  orachoiut  dann  als  ein 
schmaler,  inteosiv  rotliLT,  »charf  begrenzter  Streifen  auf  dem 
achvftdier  rotheo  (rrunde  des  brelteD  StroQtiumstreiCeriia  Sr^i. 

Calcium. 
Das  Caiciumspeetrum  l&'iRt  sich  schon  atd'den  ersten  Blick 
von  den  vier  bisher  betrachteten  Spectren  darau  unterscheiden, 
dam  es  in  Gi-lUi  eine  höchst  chai-akteristische  und  intcnsiTC 
Idnie,  Caii.  entbiilt.  Als  zweites  üicht  minder  charakteristisches 
Kennzeichen  kann  die  ebenfalls  sehr  intensive  Orangelinic  Gia 
dictHrür  wetehe  erhebtii'h  weiter  nach  dem  rotheu  Ende  dos 
SpccLruiiis  liin  liegt  hU  <Iie  Natronlinie  Na  a  und  die  Orange- 
linie des  Strontiums  Srte.  Durch  Abbi-ennen  eines  Gemenges 
von  Chlorcalcium,  chlorsauiem  Kali  und  Milchzucker  erhält  mau 
einen  Ruuch,  dessen  Beactäon  ungefähr  tou  gleicher  Emp&nd- 
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liebkeit  ist  mit  dorn  unter  denselben  VerbAltniKseti  lienrorge- 
liracbten  ChtorstrontJumraudi.  Aus  eioem  auf  diese  ITeüe  an* 
gestellten  Venturhe  ergab  sieb,  tlass  fQ,g^  MilUgranun  Cbkf- 
calcium  nocb  leicht  und  mit  völliger  Sicherheit  erkannt  werden 
können.  Nur  die  iu  der  Flamme  flQcbtigen  Calciomvertan- 
dongen  zeigen  die  Beaction,  und  zvar  mit  um  80  grOsseivr 
Deutliclikcit,  je  flüchtiger  sie  sind.  Chlorcalcium,  Jodcaldoin. 
Bromcalcium  stehen  in  dieser  Beziehang  oben  an.  Sdiwefcl- 
saurer  Kalk  gieht  das  Spcctnuu  erst,  nachdem  er  angefugMt 
hat  basisch  zu  v^rdeo,  dann  aber  sehr  glänzend  und  lang«  u* 
danerod.  Ebenso  entwickelt  sich  die  Beactioo  des  kohlen- 
saareu  Kalks  am  deutlichsten,  nachdem  die  Kohlensjlore  eol* 
wichen  ist 

Terhindunge»  des  Calciums  mit  feuerbeständigen  S&nren 
Terliallen  sich  in  der  Flamme  indifferent.;  werden  sie  durdi 
Chlom-ft&serstoffsäuro  angegriffon,  so  li'is'^t  sich  die  Boaction 
einlach  auf  folgende  Webie  erhalten:  Man  biitigt  einige  MDE* 
gramme  oder  selbst  nur  einige  Zehntel  Milligramme  der  fein 
pulverisirten  Substanz  an  das  etwas  befeuchtete  plattgesdUagraie 
Platinfliir  in  den  wenig  heissen  Tlieil  der  Flamme,  bis  das 
Pulver  oline  zu  schmelzen  angefrittet  ist.  Lässt  man  räus 
Tropfen  Salzsäure  in  daa  Oehr  fallen,  ao  bleibt  derselb«  nra 
gi'össten  Thcil  darin  hängen.  Schiebt  man  diesen  Tropftro  lor 
dem  Spalt  des  Spectrnlapparates  in  den  heissesten  Tbeil  der 
Flamme,  so  verdampft  er,  und  zwar  in  Folge  des  LeidonfifMt 
schen  Phfinomcns,  ohne  ins  Kochen  zu  goratbeo.  Blickt  na, 
während  der  Tropfen  Terdampft,  durch  das  Femrohr,  so  «- 
scheint  in  dem  Augenblick,  wo  die  letalen  Antheile  der  FlOssig- 
keit  in  Dampf  Tcrwandelt  werden,  ein  glänzendes  Calciuni- 
spectrum,  welches  bei  geringem  Kalkgehalt  nur  einen  Moment 
aufblitzt,  bei  erbebticheren  Kalkmengen  aber  mehr  oder  wenigir 
lange  anhält. 

Kur  in  Silicaten,  welclie  toh  Salzsäure  angegriffen  wet 
läsBt  sich  der  Kalk  aaf  diese  Weise  finden;  in  nicht 
SalzBäure  angreifbaren  Silicaten  gelingt  die  Nachwtfisung 
besten  folgendennassen:  Einige  Milligramm  der  zu  prllÜBiMlaL 
auf  das  Feinste  pulrmsirtpn  Substanz  werden  auf  einem  Badm 
Tiegeldeckel  von  Platin  mit  ungefähr  einem  Gramm  halb  ut- 
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flossoncm  Flufpruiaiiioiiium  vcr-iotzt  uud  <li'r  Dackuliii  dii:  Pianimo 
gehalku,  bis  er  nach  Vertlüchtiguug  des  Fluorammoniums  glüht. 
Man  befeuchtet  den  auf  dem  Decket  befindlicbeu  SalzanSag 
mit  1  bis  2  Tropfen  Schwefelsäure,  und  entfernt  den  L'ebcr- 
scbuss  dei-scibcn  durcli  nltermaliges  Erlützen  Über  der  Flamme. 
Wird  der  jetzt  aus  äi-liwefelHHuren  Salzen  bestehende  Anflug 
ftuf  dem  Deikfl  mit  dpni  Pingernage!  odur  einem  Spatelchen 
zusammeL geschabt  und  uiigel^br  ein  Milligramm  davon  mittelst 
des  Dralites  in  die  Flamme  gebi-ai'ht,  so  orbi'dt  man,  wyim  A'h, 
Na  und  /.«TOrUiindbii  Hiiid,  zuiiäch»(t  diß  cliarukteristisclien  Iteac- 
tionen  dieser  drei  Körper  neben  oder  nach  einander.  Ißt  noch 
Kalk  und  Strontiim  Torhauden,  so  erscheinen  deren  Spectren 
gewüholicb  erst  etwas  später,  imchdeni  das  Aa,  Na  und  Li 
Ttrilöchtigt  ist.  Bei  sehr  geringem  Calcium-  oder  Strontiom- 
gehalt  bleibt  <lie  Bcaction  dieser  Metalle  au9;  man  erhält  sie 
dann  aber  sogleich,  wenn  man  den  im  Keductlonsraum  der 
Flamme  einige  Augenblicke  behandelten  Dmht  mit  Salzsäure 
betropfl  und  wieder  in  die  Flamme  bringt. 

Alle  dicfio  Proben,  die  Erliitzuiig  für  sich  oder  mit  Salz- 
sfture,  die  Belmiullutig  mit  Fluvrammoniuiu  Dir  sich  udur  mit 
Schwefel&ilure  und  Salzsäure  geben  dem  Mineralogen  uiid  mehr 
noch  dem  Creogituslen  eine  Reibe  hOcLiit  einfacher  Kennzeichen 
an  die  Hand,  um  viele  in  der  Natur  auftretende  Substanzen, 
imd  namentlich  die  einander  ^o  iüinlichen  aus  kalklialtigeii 
Doppelsilicaten  bestehemlen  Miiii;ralieit  noch  in  den  kleinsten 
Splitterclieu  mit  einer  Sicherheit  zii  bestimmou,  wie  sie  titnint 
kaum  bei  einem  reichlich  ku  Gebot«  Htehcndcn  Material  durch 
weitläuttige  und  zeitraubende  Analysen  erreichbar  ist.  Einige 
Beispiele  worden  dies  am  besten  zeigen. 

1.  Ein  Tropfen  Meerraäsor  am  Platindralit  verflüchtigt 
zeigt  eine  »tai'ku  Natriumre:ietion,  und  nach  Verflüchtigung 
de»  KücliKalües  eine  schwache  Calci umreactioti,  die  durch  Be- 
feuchten des  Drahtes  mit  Salzsäure  auf  Augenblicke  höchst 
intensiv  wird.  Behnudelt  man  einige  Decigramme  Meerwasser- 
rfickNtuud  auf  ditf  beim  Litltium  angegebene  Weine  mit  Schwefel' 
säur«  und  Alkohol,  !<o  erhält  man  leicht  die  Reaction  des 
BJÜttuns  und  Lithiums  Die  Gegenwart  des  Strontiums  im 
'  kann   am   besten    in   den  Ke»äeUt«iiien  der  Sc«- 
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dampfschiffe  nachgewiesen  werden.  Die  filtrirte  salzsaore  Lö- 
sung desselben  hinterlässt  nach  dem  Abdampfen  und  Auflösen 
in  möglichst  wenig  Alkohol  eine  von  basischem  Eisenchlorid 
gelblich  gefärbte  Trübung,  die  sich  nach  einigen  Tagen  absetzt 
und  auf  einem  Filterchen  gesammelt  und  mit  Alkohol  aosge- 
waschen  werden  kann.  Das  in  einem  feinen  Platindraht  ver- 
brannte Filter  giebt  neben  den  Calciumlinien  ein  vollständiges 
and  intensives  Strontiumspectrum. 

2.  Soolwasser  zeigen  oft  schon  unmittelbar  die  Kahom-. 
Natrium-,  Lithium-,  Calcium-  und  Strontiumreaction.  Bringt 
man  z.  B.  einen  Tropfen  des  Dürkheimer  oder  Xrenznacher 
Mineralwassers  in  die  Flamme,  so  erhält  man  die  Linien  Naa, 
Liu,  Ca  a  und  Ca  ß.  Wendet  man  statt  des  Soolwassera  einen 
Tropfen  seiner  Mutterlauge  an,  so  entstehen  dieselben  Liniec 
mit  dem  intensivsten  Glänze.  In  dem  Maasse  als  das  Chlor- 
natrium und  Chlorhthium  verdampft  und  das  Chlorcalciam 
basischer  wird,  entwickeln  sich  allmählich  die  charakteristischen 
Linien  des  Strontiumspectrunis,  welches  sich  nach  und  nach 
immer  glänzender  in  seiner  ganzen  Vollständigkeit  zeigt.  Man 
erhält  hier  also  durch  den  blossen  Anblick  eines  einzigen  in 
der  Flamme  verHüclitigten  Tropfens  in  wenigen  Augenblicken 
die  ToUstiUidigi'  Analyse  eines  Gemenges  von  fünf  Stoffen. 

'i.  Dkv  Asrlieri-;tuni]>t'  einer  ('ig;inv  mit  etwas  HC/  b^ 
feuclitot  und  in  iHl'  Fianuiie  grhalti'ii.  giebt  die  Linien  A'/ff. 
Ana,    I.i  u.   Clin,   Ci  J. 

4.  Kjiliiilas  vtiii  einer  VeibreniiungsrÖlire  gab  sowohl  mit 
als  ohne  Salz-äure  Nu  tf  und  Kna,  mit  Fluoramnionium  und 
Seil wet'el saure  Ijohandelt  norli  Cti  t/.  Ca  {i  und  Spuren  von  Liu. 

0.  Oilbuklas  von  ßaveim  Kiel)t  itir  sieli  oder  mit  Su'.?- 
säure  nur  Nu  a  nebst  8])ui'eii  von  K«  u  um!  Licc,  mit  Fluer- 
amniduiuni  und  Schwelel-äuiT  die  intensiven  Linien  Neu.  K'in 
und  etwaN  sclnv;U-lier  /,/«.  Naeli  A'ertiüelitiguiig  der  so  nacli- 
gewieseiien  Bestaiidtlieile.  mit  I/Ci  in  die  Flamme  gebracht, 
gii'bt  dii'  Prolie  nur  ein  kaum  iintei'sclieidb;\res  Aufblitzen  dor 
Linien  C'i  f^:  inid  Ci  ■!.  Der  iiaeli  diesen  IVüt'nngen  dem  Platiii- 
draiito  angcfrittete  l{ü<'k>tand  zeigt,  mit  salpetersaurem  Kobali- 
üxjdul  l)e|Vnclil''t  und  geglüht,  die  fürTlioiierde  eliarakteri^iiselie 
Färbiini'.    ^«imnit  mau  noeli  ilie  liekaunte  ßeaotimi  auf  Kiesel- 
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erde  hiozu,  so  ei^ebt  sich  aus  diesen  in  weiugi>n  Mtiiubm  auH> 
nüirbaren  Prüfungen,  Aua  der  Orüiokks  von  Baveno  Kiesol- 
t-nle,  Tliom-nW,  Kjili  mit  Spuren  roii  Natron,  JCalkerde  und 
liitbion  eutliält,  w  wie  da»s  jede  Spur  ron  Bar^tcrdc  und 
StroDÜiuiarde  dariQ  fehlt. 

6.  Adnlar  vom  Gottlmnl  vcrliicU  sich  Ranz  ähnlich  wie 
der  Ortiioklas  toq  Itareno,  mir  (\&&s  die  LtthiumreactioD  völlig, 
die  CalciomreactioD  fast  völlig  fehlte. 

7.  Labradorit  Ton  St.  Päul  gicbt  dir  nIoIi  nur  die  Na- 
triumliiiip  Naa,  nicht  aber  das  Calciumspeclmm.  Die  mit 
Chloi-wasaerstoffsäure  befeuchtete  Probt;  itber  bringt  die  Cal- 
diunliiuen  Ca  n  uud  Ca  ß  Nvtir  gUlnz«iid  hervor.  Bei  der  Probe 
mit  Pluoranimonium  erhält  man  noch  eine  schwache  Kaiium* 
reactioD  und  kaum  bemerkbare  Spuren  von  liitliiuiu. 

8.  Labradorit  aas  dem  Kugeldiorit  tod  Gorsika  verhielt 
«ch  ebeniw.  nur  das»  die  Sparen  der  LiÜiiurnrenction  fehlten, 

0.  Moeaüdiit  aus  Brevig  imd  TsfheSkinit  aas  dem  llmeu- 
gebirg«  gabi'n  für  eich  nur  die  NatriuaireactJoii,  hei  der  Be- 
liandluog  mit  Salzsiiiire  aber  die  Calciuntlinien  Caa  und  Caß. 

10.  Meliuopbaii  von  Lamoe  ^b  für  sich  nur  Nate,  mit 
Salzsäure  aber  noch  Vau,  Caß  und  Lia. 

11.  Schecüt  und  Sphou  gclHMi  Hclion  bei  Behandlung  mit 
Baizsiore  die  Caiciumreaction  sehr  intandr. 

12.  Findfu  such  geringe  Mengen  Stntnlium  uobmi  dem 
Calcium,  HO  wählt  ni»n  »m  zwtickniru-isigstcn  diu  Linie  Sri 
ZüT  Erkennung  der  erstcren.  Mit  Hülfe  dtirwelbeu  gelingt  ea 
leicht,  in  sehr  vielen  ueptuniNchen  Kalksteinrn  üineii  geringen 
StronÜumgehalt  nacbzuweim'».  Snrt,  Lia.  Knu,  bi'M»ndt;r.-t 
Liaj  zeigen  sich  schon  nnmittdbar  bei  dem  Glühen  A.e»  Kalk- 
steina  in  der  Fhimroe.  Durch  Salzsfiui-e  in  Oiilorcalciuni  vcr- 
■wandi-ll  und  in  dieaer  Form  in  die  Flamme  gebracht,  gehen 
diese  G^teine  dicselbt-n  Linien  uud  auaäcrdem  häutig  noch 
lieatUch  genug  die  Linie  Srd.  Diosolbe  erscheint  aber  nur 
auf  kürzere  Zeil,  indem  sie  sieh  in  Folge  der  Verdanipfung». 
proccsso  in  der  Flamtue  nllmäbltcb  entwickelt  uud  kurz  vor 
dem  Erhlasaen  dos  KalkspcctnunB  am  deutliclMWa  hervortu- 
treten pflegt 
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Idmniig  des  Spectnuus  ist  Ursache,  dass  nbexlutupt  die 

bpectralreaction  dtr  BoiTuioTcrbinduugvn  etwas  weniger  em- 

f  pfitidlicb  ist  äIs  die  der  bishc-r  b*traclitoten  Körper.    0,3  Grm. 

icblorsaorer  Barrt  mit  Milchzucker  gaben  in  iioserem  Ziamier 

(Terbraniit,  naoJidein  die  Luft  vermittelst  eines  au%eepannteti 

<  Begi^Tischirmrs  gehörig  darcbpeiaengt  war,  lAngere  Zeit  auf  das 

dnatlicbste  die  Linie   Ba  it.    Man  kana  daher  aas  einer  der 

beini  ^'atrium  auägf(Uhrtt;n  äluilich«»  Bechnung  schliessen,  das» 

durch  die  Beaction  noch  weniger  ah  ongeftüir  f^  Milligramm 

jnit  völiiger  Deutlichkeit  angezeigt  winl. 

Chlorbarjiuu,  Bronibarymn,  Jodbarjtim,  Fluorbaryum, 
BaryterdehTdrat,  kohlciuaurcr  nod  scbwefeü&urer  Baryt  zeigen 
difi  Rcaction  am  ansgezeichnetsteo,  und  können  daher  dorcfa 
unmittelbares  Grliitzen  in  der  Flamme  erkannt  werden. 

Durch  Salzsäure  aDgrcifbarc,  Barrtcrde  enthaltende  Silicat« 
'{^cbondieReaction,  wenn  sie,  wie  beim  Kalk  angegeben,  mit  einem 
Tropfeu  Salzsäure  in  die  Flamme  gebraelil  werden,  ebetifaUa. 
60  eT2eugt  z.  B-  Barytbarmotom,  auf  diese  Weise  behandelt, 
die  Linie  Ca  u  und  Va  ^  neben  den  Linien  Ba  a  and  Ba  ß. 

Verbindungen  iler  Bniyterde  mit  feuerlie^tändigeu  Säuren, 
die  sich  mit  und  ohne  Salz&tture  in  der  Flamme  indifferent 
[rerhalten,  schlieäst  man  am  besten  auf  die  beim  Strontitua 
iBDgegebene  Weise  mit  koblunsaurem  Natron  auf  und  prQft  den 
dadurch  erlialtenen  kohlensaaren  Barjl.  Kommen  in  solcboo 
Terbindungen  Gi,  Ba  und  &'r  in  sehr  ungleichen  Mengen  ge- 
jneinschaftlich  vor,  90  löst  man  die  durch  Aufschliessen  er- 
lialteiwa  kohlensauren  Salze  in  einem  Tropfen  Salpeter^Utre 
Düd  zieht  aus  dem  abgedampften  Bückstand  den  Kalk  dorch 
Alkohol  aas.  Der  BQck&tand  enthalt  dann  noch  Baryt  ond 
Strontium,  die  sich,  wenn  sie  nicht  in  allzu  ungleicher  Menge 
Torkommcn,  leicht  neben  einander  erkennen  lassen.  Handelt 
es  sieb  damui,  die  letzten  noch  wabmehmbarcn  Spm^n  von 
Sr  oder  Ba  nachzuweisen,  so  verwundeU  mau  den  Eiickstaud 
durch  GlUheu  mit  Salmiak  in  Chlorverbindungen,  aus  denen 
»ich  daH  Chluretrontium  durch  Alkohol  in  der  zur  Erkennung 
hinlänglich  conccntrirten  Form  leicht  ausziehen  lässt.  Sind 
unter  den  nachzuweisenden  Stoffen  nicht  einzelne  in  ver- 
tohwiodend  kleinen  Mengen  vorhanden,  so  werden  alle  solche 
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Yorgäagige  Scheidungen  ganz  unnöthig,  wie  folgender  Verench 
zeigt:  Ein  Gemenge  von  Chlomatrium,  Chlorkalium,  Chlor- 
lithium, Chlorcalcium,  Chlorstrontium  und  Chlorbantun,  welches 
von  jcdi'm  dieser  sechs  Stoffe  höchstens  ^  Milligramm  enthielt, 
wurde  in  die  Flamme  gebracht  und  beobachtet.  Zuerst  er 
schien  die  intensiv  gelbe  Natronlinie  Na  a  auf  dem  Unter- 
gründe eines  schwachen  continuirlichen  Spectnims.  In  dem 
Maasse,  als  dieses  zu  erblassen  begann,  entwickelte  sich  die 
scharf  begrenzte  intensiv  rothe  Linie  des  Lithioms  Li  a  nnd 
jcnfioits  derselben,  noch  weiter  von  der  Natriumlinie  entfernt 
die  mattere  Kaliumlinie  Xa  a,  indess  die  Baryumlinien  Ba  a 
und  Ba  ii  in  ihrer  charakteristischen  Lage  und  eigenthOjnlicheit 
Scbattirung  auf  das  Deutlichste  hervortraten.  Indem  sich 
darauf  die  Verbindungen  des  Kaliums,  Lithiums  und  Barynias 
nach  und  nach  verflüchtigten,  crblassten  oder  verschwanden 
ihre  Linien  wieder  allmählich  der  Reihe  nach,  bis  sich  nach 
einigen  Minuten  aus  den  immer  weniger  Überlagerten  Linien 
des  Calciums  und  Strontiums,  wie  aus  einem  JsebelbÜde,  dii 
Linien  Ca  a,  Ca  ß  und  SV  a,  Sr  ß,  Sr  y  und  St  S  mit  aller 
Schürfe  in  ihrer  charaktoiistiscben  Form,  Scbattirung  and 
La«e  htTvin'hoben.  um  dann  erst  nach  sehr  langer  Zeit  wieder 
zu  i'rbla-^st'ii  niid  pihi/licli  zu  ver-ichwiiiden. 

Dil-  Aliwt'M'iilii'it  ir^^'oiiil  uines  oder  uiehrertT  dit^ser  Ge- 
nii'ngllii'ili'  liii  l)t  >irli  iici  difsi'ii  B*.'übaflitiiiigen  aiii^cubück- 
liili  (liif[li  liit'  Ali\ve><.'iiln'it  ilcr  ilim-ii  zngrlinrig.'u  Linien  zu 
crkiriiirri. 

Für  I>i.'nj(ni,;;rn,  wclclu'f  dii'  i'in/.elnoii  Spcctri'n  auswiedfr- 
lioltiT  Aii-i'liuuüiiir  kt'imt.  licdarr  i.'-^  ein<T  gi'uauen  Mts^un^ 
di'c  (■iti/i'liicii  l^iiiini  niflit:  ihiv  Fiirljc,  ihre  gi'gi'USeitiiio  Läse, 
ilii'c  riL'ciilliiijtiliilic  (.-ic-t.iit  und  Ali>cliattining.  lüo  Abstiifuiia> n 
iliri's  (iLiii/i'-^  sind  Ki'inixrii'lirn.  welche  si'lbst  Itir  den  Unüo- 
übten  zur  ^iilurni  1)iieTiliriing  vollkommen  hinreichen.  Dir-e 
I\i'iin;^('ii  licn  ■iniil  ili'n  Uiitei'sflicidHii.trsint'rkniah'n  zu verglcick-a. 
welclic  wii-  bei  liiii  ;iN  Kt'iirtion-niiüi'l  Ijenutzten,  ihrem  aiissiTru 
Aiisrhrn  nat'h  liiiili^i  vfrscliiodenailigen  Xied einschlagen  au- 
liTlVrti.  Wir  !■>  :ils  L"li;irakter  riiuT  Fällung  gilt,  das^^  sie 
gflatinö-.  piilvfrlormig,  kiisig.  könilg  oder  krystallinisch  ist.  so 


Cfaemische  Analyse  durch  Spectralbeobachtungen.  621 

zeigen  auch  die  Spectrallinien  ihr  eigenthümiiches  Verhalten, 
indem  die  einen  an  ihren  Rändern  scharf  begrenzt,  die  anderen 
entweder  nur  nach  einer  oder  nach  beiden  Seite»  entweder 
gleichartig  oder  ungleichartig  verwaschen,  oder  indem  die  einen 
breiter,  die  anderen  schmäler  erscheinen.  Und  wie  wir  nur 
diejenigen  Niederschläge,  welche  bei  möglichst  grosser  Ver- 
dünnung der  zu  fällenden  Substanz  noch  zum  Vorschein  kommen, 
als  Erkennungsmittel  verwenden,  so  benutzt  man  auch  in  der 
Spectralanalyse  zu  diesem  Zwecke  nur  diejenigen  Linien,  welche 
zu  ihrer  Erzeugung  die  geringste  Menge  Substanz  und  eine 
nicht  allzu  hohe  Temperatur  erfordern.  In  Beziehung  auf 
solche  Kennzeichen  stehen  sich  daher  beide  Methoden  ziemlich 
gleich.  Dagegen  gewährt  die  Spectralanalyse  rUcksichtlich  der 
als  Reactionsmittel  benutzten  Farbeuerscheinungen  eine  Eigen- 
thümlichkeit,  die  ihr  unbedingt  einen  Vorzug  vor  jeder  anderen 
analytischen  Methode  sichern  muss.  Unter  den  Niederschlägen, 
die  zur  Erkennung  von  Sto£Fen  bestimmt  sind,  erscheinen  die 
meisten  weiss  und  nur  einige  gefärbt.  Dabei  ist  die  Färbung 
der  letzteren  nur  wenig  constant  und  varürt  in  den  verschie- 
densten Abstufungen,  je  nach  der  dichteren  oder  mehr  zer- 
theilten  Form  der  Fällung.  Oft  reicht  schon  die  kleinste 
Beimengung  eines  fremden  Stoffes  hin,  eine  charakteristische 
Färbung  bis  zur  Unkenntlichkeit  zu  verwischen.  Feinere  Farben- 
unterschiede der  Niederschläge  kommen  daher  als  chemische 
Kennzeichen  gar  nicht  mehr  in  Frage.  Bei  der  Spectral- 
analyse dagegen  erscheinen  die  farbigen  Streifen  unberührt  von 
Bolchen  fremden  Einflüssen  und  unverändert  durch  die  Da- 
zwischenkunft  anderer  Stoffe.  Die  Stellen,  welche  sie  im  Spec- 
trum einnehmen,  bedingen  eine  chemische  Eigenschaft,  die  so 
anwandelbarer  und  fundamentaler  Natur  ist,  wie  das  Atom- 
gewicht der  Stoffe,  und  lassen  sich  daher  mit  einer  fast  astro- 
Domiachen  Genauigkeit  bestimmen.  Was  aber  der  spectral- 
analytischen  Methode  eine  ganz  besondere  Bedeutung  verleibt, 
ist  der  Umstand,  dass  sie  die  Schranken,  bis  zu  welchen  bisher 
die  chemischen  Kennzeichen  der  Materie  reichten,  f^t  ins  Un- 
begrenzte hinausrückt.  Sie  verspricht  uns  über  die  Verbreitung 
and  Anordnung  der  Stoffe  in  den  geologischen  Formationen 
die  werthvollsten  Aufschlüsse.    Schon  die  wenigen  Versuche, 
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welclie  diese  A1))iandlung  «nthält,  fuhren  zu  dem  unerwarteus 
AufsclilusKe,  daHH  nicht  nur  Kalium  ood  Natrium,  sondern  nach 
Utbiuni  and  Strontium  zu  (ien  zwar  nur  in  geringer  Ueo^. 
aber  aUgemein  verbreiteten  StotTen  unseres  ErdkOrpon  gflxBUt 
werdeu  uiUsäeii. 

Für  ^c  Entdct-kuiig  bisher  noch  nicht  aufgeJundcurr  EU* 
menta  dürl^e  die  Spcctititanalys«  eine  nicht  miiider  wichtige 
Bedeutung  gewinnen.  Denn  wenn  es  Stoffe  giebt,  die  so  sp»rs»iii 
in  der  Natur  verbreitet  sind,  das»  uns  die  bisliengen 
der  Analyse  bei  ihrer  Kritonnuiig  und  Äbacheidong  im  S' 
lassen,  so  wii'd  man  hoffen  dflrfen,  viele  aolcJier  Stoffe 
die  einfache  Betrachtung  ihrer  FlummenKpectren  noch  inMei 
zu  erkennen  und  xu  betutimmen,  die  mh  uuf  gewöhnlichem  V 
jeder  chemischen  Wahiiiehmung  entziehen.  Dass  es 
solche  bisher  unbekannte  Elemente  giebt.  davon  haben  vir  im 
bereits  zu  uherzrugen  Gelegenheit  gehabt.  Wir  glauben,  uf 
unzweifelhafte  Jlesultnte  (ier  »peciralanaljrtischeD  Methode  p- 
atütztf  mit  völliger  Sicherheit  schon  jetzt  die  Behauptiiiig  luf- 
st«llcu  zu  könueti,  das«  es  neben  dem  KaJium,  Natnutu  aoH 
Lithium  noch  ein  viertes  der  Alkahcngruppe  angehdrigea  Melill 
giebt,  ^'elchöä  ein  eben  ao  cbamktehstisdic&  und  oin&uliM 
Spectrum  inebt  wie  das  Lithium  —  ein  Metall,  das  mit  oa- 
serom  Spectralapparutc  nur  zwei  Linien  zeigt,  eine  sdiftactir 
blaue,  die  mit  di^r  älroutiumlinie  Srd  (nht  zusammt-ulällL  nod 
eine  andere  blane,  die  nur  um  Weniges  weiter  nach  dem  w 
leiten  Ende  des  Spectnuna  hin  liegt  mul  an  lutvusitAt  odü 
Schäi-fc  der  Begrenzung  mit  der  Lithiumlinie  wettf-itert 

Bietet  eiiicrseita  die  Si«ctralanal/8e,  wie  wir  im  Vi«* 
Steheaden  gezeigt  zu  haben  glauben,  ein  Mittel  von  bewvule- 
ningBwürdiger  Einfachheit  dar,  die  kleinsten  Sparen  gewinn 
Elemente  in  inlisehon  Körpern  eu  entdecken,  so  erOffaet  lie 
andererseits  der  cheiuischcu  Forechung  eui  bisher  völlig  *s* 
achloswnes  Gebiet,  das  weit  tlber  die  Qi-enzen  der  BnU,  )> 
selbst  unseres  Sonnensystems,  binaasreichu  Da  es  bei  der  b 
Rede  siebenden  anal}diseiien  Methode  ausreicht,  das  glObend« 
Gas,  um  dessen  Analyse  eH  sich  bandelt,  zu  sehen,  so  liegt  df 
Gedanke  nalie,  diiss  dieselbe  auch  anwendbar  sei  auf  dia  Atw^ 
Sphäre  der  Sonne    und   der  helleren   Fixsiänie.     S 
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aber  hier  einer  Modiliü^itiun  nvgoD  des  Lichtes,  welches  die 
Kerne  dieser  WeltliQi-per  aasfitraiüen.  Tn  seiner  Abhandlung: 
r,Ueber  das  Verhältnigs  zivischen  dem  EmissiousrennOgen  und 
dem  Absorplioitsvcrmögen  der  Körper  lUr  Wärme  und  Licht"') 
bat  Einer  tod  qqb  durch  theoretische  Betrachtangen  nachge- 
wiesen, da.s3  das  Spectrum  eines  glühenden  Gases  umgekehrt 
wird,  d.  h.  da.»(  die  heÜL-u  Linien  in  dmikoU;  sieb  vci'wandoln, 
wenn  hinter  dasselbe  eine  Licht<iuelle  von  hinreichender  In- 
tensität gebraclit  wird,  die  aji  sich  ein  coiitinuirUches  Spectrum 
giebt  Es  läsat  sich  hieraus  schlicsaäu,  dass  daä  Souneuspcctnim 
mit  scineu  dunkeln  Linien  nichts  Anüerov^  ist,  als  die  Uni- 
kebrtmg  des  Spectnims.  welche»  die  Atmo^philrä  der  Sonne 
fllr  sich  xeigen  wQrdp.  Hiei-mieh  erJ'ordei-t  die  chomische 
ADAl}'se  der  Sonnenatmosphäre  nur  die  Au&uchung  derjenigen 
Stoffe,  die,  iu  eiiie  Flamme  gebracht,  helle  Linien  hervortreten 
lasse»,  die  mit  den  dunkeln  Linien  de«  Sounenspectiimu 
coincidiren. 

An  dem  angeführten  Orte  sind  als  experinientelle  Belege 
lllr  den  crwiUinteii  tbeorctiäch  abgeleiteteu  Satz  die  folgendeu 
Versuche  angeführt: 

Die  helle  rotbe  Linie  ini  Spectnun  einer  GasHamme,  in 
die  eine  Purle  \-on  ChlDrlithiuin  gebracht  iät,  rcrwaudclt  sich 
in  eine  schwarze,  vaun  m&n  Tolles  Sonnenlicht  durch  dioFlaouuö 
geheo  l&sat. 

Ersetzt  man  die  Perle  Ton  Chlorlithium  durch  eine  von 
Cblomatrinm,  so  zeigt  ^ich  im  Sonnonspßctrum  die  dunkle 
DoppoUiniL'  J)  (die  mit  der  hellen  Natriumlinio  coiucidirt)  in 
nngewölmlicher  Deutliehkeit. 

In  dem  Spectnun  des  Dnnnond'scLeu  Lichtes  tritt  die 
dunkle  Doppellinie  D  auf,  wenn  man  sebe  Strahlen  durch 
die  Flamme  von  niUHorigum  Alkohnl  gehen  Iftsat,  in  den  man 
Chlomatrium  gebraclit  bat.') 


')  Kirehhoff,  r,>gg.  Ann,,  IW.  CIX,  R.  275.     Ohm  S.  RIO. 

')  T»  iIlt  MkrTtiuimni-r  dejt  l'/iU.  Mag.  Tilr  istio  eHuiiert  Btokea 
daran,  dus  Faiictiult  tcbim  im  Jaliro  1S4'J  eine  Beobachtuuf;  gpmuoht 
bat,  die  der  oben  frwfl]ui.I«ii  ähiilicli  Ut  Ite!  der  Unten uc hang  des  elck- 
tri0ch«n  BogeDs  sn-üchBO  KoIileoBpitavD  betIl(^rkte  diesur  (tJantUtit  \%l% 
p.  ib\,  da»  in  dem  Spoctram  douolbfin  boUc  Ltoicn  Km  Ort«  d«r  D«ppd- 
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Eä  scbiot)  uns  nicht  olin«  Interesse,  nocK  mdir  BettA- 
tigungea  jenes  raerkwUtxiigen  tlieoretm-hon  Satze»  m  erfaiüten. 
Es  ist  ons  (iicu  durch  ilio  Vorsucbe,  die  nan  beecluriebea 
vcrd«u  eoUen,  gelangen. 

Wir  machten  einen  (iicken  Platindmbt  in  einer  FUmrae 
glnhend  und  brachten  ihn  durch  einen  etektriecheu  Sirom 
«einem  Scliiiu-lzitunktc  nulie.  Dvr  Draht  gab  eüi  glAnzvndes 
Spe<;tru]n  ohne  jede  Spnr  too  hvUun  wlcr  duukeb  Limco. 
Wunlu  zwLschc-n  den  Draht  und  den  Spalt  de<^  Appiirales  eine 
FUmtni;  vuti  Hvhr  wässerigem  Alkuhol  gebrucbt,  iu  deui  Küch- 
satz  aufgelötit  war  »o  zeigt«  sich  die  dunkle  Linie  D  in  gmsser 
Dcutlii'hkeit. 

Iu  ilvui  Sp«i:truuj  eines  I'Jatitidrahtes,  der  allein  durdt 
eine  Flamme  glühend  Komacht  ist,  knon  man  die  dunkle  Linis 
ß  hervurruivu,  wuun  nuiu  vor  Uio  ein  iCcttgeoEglaB  hftlt,  auf 
dceaen  Boden  man  mv.is  Natriuniamalgam  gebniclit  batf  owl 
dieses  bi»  zum  Kochen  er)ittxl.  Dieser  Ventudi  ist  dc8hal^ 
widilig,  weil  er  zeigt,  dass  weit  unter  der  Gllllthitze  der  Na* 
tnumilampf  genau  au  derselben  Stelle  des  Six.>i-trutnB  seinR 
abeorbtrende  Wirkung  ausCtht,  wie  bei  den  böclisten  Tempf- 
ratnren,  welche  wir  liervor/ubriii!?eu  vermögen,  und  bei  den- 
jenigen, die  iu  der  Siiiin(malmiM|]h&ro  stattfinden. 

Die  helleren  Linien  der  Spectren  von  Ka,  Sr,  Ca,  Ba 
tUDJiukehreii,  ist  uns  gelniig<>n  bei  Anwendong  von  Souiienhckt 
und  Yun  MiMchUMgun  der  vhlorMLurcu  Salze  dieser  Mi-*talle  mit 
Milchzucker,  Vor  dem  Spalte  de»  Apparaten  war  eise  blem 
eiserne  Itinne  aufgestellt;  in  diese  wurde  die  Mischung  f»- 
bracht,  volleü  Soniieulirbt  längs  der  Kinne  auf  den  SpaU  g^ 
leitet  und  die  Miiviiung  durch  einen  glilhcndea  Dnüit  wttiA 

lüiie  D  de«  äonaeaspecCnnna  vorhuulcB  dod,  udiI  dan  der  Bo^oa  <lk 
dankle  lAaia  D  r«ntJlrkt  dlirr  L<n«ugl,  wenn  man  dardi  Iho  tU«  StEtUa 
der  Soono  gdcr  viiicr  dtr  glllbcQili.il  KnIileiia|ätKO  gdH-o  liiMt  nod  (tun 
ui  i-iiiein  8^iKlniiii  fttu'uiitntler  \vff.  IMd  im  'I'uts  ervriüinte  Bi*oharb- 
tuug  giebc  <lie  tlTklAnuig  üivvcr  iatvrcasnutcu,  icUod  vor  11  Jahrva  na 
Foucuult  buitii-rkUii  l-jw-tu^iuiiiti;  oikI  2i-igl,  diu«  ilU-»«nM<  alolll lieifiajl 
üi  •liiri.'ii  die  Eiifi'tiaclittft«!)  <!<■«  in  viclrr  Ilitxicbt  noch  to  iMImillMftiii 
clt^klriHcItm  Ltt-Iiifii.  »'•iiilt^ni  lii-rrQhrl  van  viaer  NAlhumvrriniRliii^,  & 
In  ili'i-  Kolilc  eitrhalieo  wu  and  dank  den  t^trom  in  gMbeadMOii  v■^ 
wntidclt  «riink. 


Zur  6eMhf«bt«  <t«r  Sp^tral-AniklyM  etc. 
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entxündet    Das  BcobacbtunKsfernrofar  war  mit  dem  Schnitt- 
punkt seiner  schräg  gestellten  Fäden  auf  die  helle  Linie  des 
FlanunenipeetrumB,  »leren  ümkehrbarkcit  geprüft  werden  sollte, 
fiiigestellt;  der  Beobachter  coiK-fiilrirte  seine  Aufmerksamkeit 
darauf,  zti  beurtheil«ii,  ob  im  Augenblicke  der  Vei-piiffung  eine 
dunkle  durch    den   Srhiiittpunkt    des   FfulenkreuzeM  gehend« 
Ijinje   ach  zeigte.     Auf   dieso   Weise  war   es   bei   richtiger 
Müichung  der  abbi-ennenden  Gemenge  sehr  leicht,  die  Umkehr- 
barkeit der  Liuien  Bau  und  Baß  und  der  Linie  Kiiß  zu  con- 
statiren.    Die  letzte  von  diesen  tUlK  mit  einer  der  denlliphsten, 
aber  von  Fraunhofer  nicht  bezeichneten,  dunkeln  Linie  des 
Sonnenspectriims  znsnmmon;  diese  Linie  erscheint  im  Aiigfo- 
blicke  der  Vei-pnffiing  des  Kalisalzes  sehr  »nel  deutlicher  als 
sonst.     Um  auf  die  beschriebene  Weise  die  Umkelirung  der 
hellen   Xdiiion   des  Strontiumspectrums  sa  seheo,    muss  der 
Chlorsäure    Stiontiaii    auf   das    Sorgtaltigato    getrocknet    sein; 
eine  Spul-  Feiithtij^keit  bewirkt,  dass  bei  der  Verpuffung  hcrum- 
spiitzendc   SiUxtheilcbc-n   die   Flamme   erfUUen,    die  Sonnen- 
strahlen dämpfen   und   das    positive  Strontiumspcctnim   mm 
Vorschein  kommen  lassen. 

Wir  haben  uns  in  dieser  Abhandlujig  darauf  beschränkt, 
die  Spectren  der  Metalle  der  AlkalieiL  und  alkaliechen  Erden 
und  diese  auch  nur  in  so  weit  zu  untersuchen,  alfi  es  für  die 
Analyse  irdischer  Stoffe  uötliig  ist.  Wii-  behalten  uns  vor, 
diesen  Unterguehiingen  die  weitere  Anndehnung  zu  geben,  die 
wtlnschenswerth  ist  in  Beziehung  auf  die  Analyse  irdischer 
Körper  und  auf  die  Analj-se  der  Atmosphären  der  Gestirne. 

Heidelberg,  im  April  1860. 


Zur  OvTtchichte  der  Spectral-Annlyse  nnd  der  AnAlyse 

der  SouuttimlniOHphäre. ') 

In  meinen  „Untersuchungen  über  da»  Sonnenspoc* 
trum  and  die  Spectren  der  chemischen   Elemente')" 


>)  PoRg.  Ann.  Bd.  lia    I8«2. 
3)  AbhandL  der  Bit!.  Akiul«tni«  1961. 
KlrcbKbfr,  titMB>=<rf(t  Aliluudhnf««. 
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636  Zar  QMddofate  dar  e^tnl-AaalTaa  ete. 

habe  ich  einige  kone  historische  Bemerkungen  Ober  Bltere 

Arbeiten  gemacht,  die  uch  anf  die  in  denselben  behandelten 

Qegeost&nde  beziehen.     loh  habe   dabei  gewisse  Teri^ent- 

lichungen  mit  StiUschweigen  Übergangen;  einige,  weil  idi  sie 

nicht  kannte,  andere,  weil  sie  mir  von  keinem  eiheUidieii 

Interesse  flkr  die  Qeschichte  der   in  Bede    stehenden  Ent- 

deckongen  zn  sein  schienen.  Nachdem  ich  jene  kennen  gelernt 

und  mich  Überzeugt  habe,  dass  diesen  Ton  anderen  Seita 

mehr  Gewicht  beigelegt  wird,  als  ich  ihnen  zDSchrieb,  will  ick 

jene  histoiisdien  Bemerinmgen  hier  zu  rerrollstftndigen  sraiha. 

1.   Ich  habe  vor  Allem  unter  denjenigen,  die  sich  mit  der 

Beobachtung  der  Spectren  farlnger  J^unmen  beschSitigt  haben. 

Herschel  und  Talbot  zu  en^hnen,  deren  Namen  hier  nm 

so  weniger  mit  Stillschweigen  Qbei^aDgen  werden  dflrfen,  als 

sie  bereits  mit  Bestimmtheit  den  Natien  bezeichnet  haben,  den 

diese  Beobachtung  dem  Chemiker  zn  gew&hren  im  Stande  ist 

Die  Eenntnira  ihrer  Arbeiten  verdanke  ich  zum  grossen  TbeOe 

Hm.  A.  Miller,  der  einoi  Nachweis  derselben  in  der  Nommsr 

Tom  19.  April  1B62  der  „Chemical  News"  g^eben  hat   In 

dem  Bande  der  Edinburgh.  Phil.  Trans.  182S,  p.  456,  heisit 

es  hier,  beschreibt   J.  Herschel  kurz  die  Spectren  von  Chlor- 

Btrontium,    Chlorkalium,   Ghlorkupfer,  salpetersaurem  Kupfer 

und   Boreäure.     Derselbe   Beobachter    sagt    in    dem   Ardke! 

Light,  Encycl.  Metrop.  1827,  p.  438:    „Salts  of  soda  gire  a 

copious  and  purelj  liomogeueous  yellow,    of  potash  a  beaati- 

ful  pale  violct."    Er  flilirt  daim  die  Farben  an,  welche  Sähe 

von  Kalk,  Strontian,  Lithiom,  Baryt,  Kupfer  und  Eisen  geben 

und  fiihi-t  foit:   „Of  all  salts  thc  muriates  succeed  best,  from 

their  volatility.    The  saiiie  colours  ai-e  exhibited  also,  when 

any  of  the  salts  in  queation  are  put  in  powder  into  the  wick 

of  a  spirit-lamp" ,,The  colom-3  thus  comniunicated  by  the 

different  bases  to  flame  aiford,  in  many  cases,  a  ready  and 
neat  way  of  dctecting  extremely  miuute  quantities  of  them**  ■.- 
„The  pui'e  earths,  whcu  violently  heated,  as  has  recently  beeii 
practised  by  Lieutenant  Drumiuond,  by  dii-ecüng  on  small 
splieros  of  them  the  Harnes  of  sereral  spirit-lamps,  urged  br 
oxygen  gas,  yicld  trom  their  aurfaces  lights  of  extraordinär' 
.splendour,   which,   wbeu  examined  by  prismatic  analysü,  are 


Zur  GMcbicht«  der  Specmü-AuiilyM  cte. 
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found  to  posb^as  thc  pccullar  deficit«  i-aj»  in  exccss  vbicb 
cliaract«rUe  Üie  tlnta  of  ttamee  colcured  by  chem.  so  that  cau 
be  ßo  doubt  that  thesu  tints  arise  frwm  Wie  molecules  ot"  the 
colouriog  inatt«r  reduced  to  Yapour,  iind  hcld  in  a  statö  of 
violont  ignitioii." 

Talbot  sagt'):  ,.Tiie  ft&mo  of  suipbur  aod  nitro  contaius 

R  rod  ray.  which  app^ais  tu  me  of  a  remarkablu  imtiu'e.** 

^fThis  rod  ray  iippears  to  possess  a  definite  refrangibilily,  aod 
lo  bfl  charactt-'mtic  of  tbe  salts  of  potaab,  aä  tbe  yellow  ray 
is  of  thfi  salLs  of  soda.  aUbnugh,  fnnn  its  fe«blfi  üluminating 
power,  it  i^  oulf  to  be  deteL-ted  uitb  »  pmm.  Il'  fIuk  sbould 
be  admiltod,  I  would  furtbi-r  »uggttst  tbat  vlienever  Ute 
prism  sbows  a  homogeDeous  ray  of  any  coloiir.  to  exiät 
iii  a  dame,  tlii»  ray  iiidicatc^  tbe  IbrniatioQ  <.»•  ibc  pru- 
aeace  of  a  definite  cbemical  Compound."  £twas  weiter 
aagt  er  bei  der  Be^pi-ecbuug  des  Spechiims  tod  Rothleuer 
nach  EnrälmuDg  der  »»  oft  aufLr«tendcti  Kclbt-n  Liuie:  „tliu 
otber  Uncs  may  be  attributed  to  tbe  antimony,  strontia  etc., 
whicli  euter  into  thjs  coiaposilioii.  Por  inatauce,  tbe  orange 
ray  may  be  tbe  effect  of  tlie  btrontia,  since  Mt.  Herachel 
fonnd  in  thc  Harne  ol'rauriAte  of  strontia  a  ray  of  tbat  coloor. 
If  tbis  opinion  sbould  b«  corrcct  and  appUcablo  to  tbe  othdr 
definile  rays,  a  glauce  »t  tbe  prismatic  sp^ctrum  of  a  äaine 
may  sbow  it  to  («intain  suhslaiices  wbich  it  would  olberwise 
roquire  a  laborious  cboiuicnl  aoalyais  to  dctect."  In  einer 
spateren  Milth^'ilimg*)  sBf^'t  deis«lby  Plijtiiker  nacb  der  treffen- 
den Besclireiliuu^  der  Litbiiuii-  und  StrontliiniHpectren:  „H^nc«. 
I  beritate  not  to  aay  tbat  optical  analysi»  can  dislinguiik^h  Üie 
nunutesi  purtioos  of  tiitwe  two  »ubstanceä  ft'ora  eacb  other 
will)  as  mucb  ct^rtainty,  if  not  more.  tban  any  othiT  kiiuwu 
metbod.'' 

E»  ist  durch  dii^m-!  AeuhstrunKi-n  der  ßodanke  der  ..cbe- 
miftcben  Aiial)'3P  dui-cb  SpectralbeobachtungHU"  vollkoiuuiiin 
klai-  ausgcdiückt ;  —  über  durch  uiid«re  (von  Hrn.  Ä.  Blillor 


l)  Bruwater'B  Jooni.  «f  Sciooce,  V,  ISJtl,  Cl)<-mical  Newe  April  27, 
ISOl. 

*)  LondüD  nnd  Edintnir^b  PfaU.  Mag.    Tbinl  tSenoa.  isa4.  vol.  IV, 
p.  114;  ChcmicaJ  Newa.  Aiiril  37,  18S1. 

«• 


b>>i  'U>c:<>iiL  Beichte  uiJic  finrlhu:«   Ai»=präcfae  <i£r¥etb«n  Be- 

obii«:ii~er.   <iiii  in.    iiieat'«£b«*a  AbtauilinidiiaL  TocfcosjKec.   ms 

H<>r4<:h.'*L  «o^:  in  ienuiii  Artikel  Li<fa.i.  £k5X  osj&indr 
bar  Tor  d^n  öb^i  lUi^ir^eixii^iL  W>>rceQ.  :  -In  nvissen  j^ien. 
««niL  di>*  Verbrecnizcv  -^«^  <Urfc  bt.  z.  B-  wiot  aun  in 
lue  Flamme  einer  OeHAinpe  mix  tiaii  LSdiP.far  bÜ$f.  oder  in 
ti«m  cb^r^a  Eoiiie  <i«r  Fjuame  einier  Sptrita>lunpe.  od«r  Ttun 
Si;Lve»i  in.  eioen  «ei:jtielSh,«iiiiien  Sciucelzdef«!  z^won-in  wird. 
<muteiit  ein«  g:w>ü  3Ien«e  Toa  t«in.<rin  and  bi>moeaieiii.  ^Ibeie 
Lfr:lit:  imä  im  '.«^jtenai  Fail«  oueht  diäselbe  äkst  dks  am« 
licht  uis.  Dr.  Brewst^r  hai  iaäselhe  selbe  Ucht  tia&o  et> 
fidait^a.  weLn  oLAa  ertitzten.  mix  Wa£&«r  T^müscbten  Wein- 
f^irt  äQzänti-rt.~ 

Talbot  erklärt'':  ^eoce  cbe  TeUov  nTs  mar  iodkate 
the  pres^nce  of  soda.  bot  ther  nerertfaele^s  ä^quentlr  a{q»ear. 
wbere  LO  s»iA  cäo  be  «cppos«^  to  be  present.'*  Er  fohtt 
dann  an.  dass  d&»  leibe.  Ton  Hersohel  entdeckt«  Lk-ht  des 
bretti^aden  ScLweieU  tdentis«.'b  nüt  dem  eelben  Liohte  ärt 
Y'-An-zs-^  'i---  k-yh-alzhahi^-rü  AiofcoU  i>l.  nud  erzählt.  »:i>5 
■■T  £■;  ivr  V- r::.i'Lti::s  ;:-!v::^:  <-L  da«  ciA;  ^-e^br  Livh'.  «":^ 
•.h'.-'  -i.'.-'i»:. :.  -.-.:.:.  in  ••.■..-tr  F!i;:.Rir  Sa!z  ;..ii*  vintin  P:a:;ii- 
-tr-i:Vr.  2-?tr^';t  "Aan";'-.  ..wa*  owi:  s  •..;•  the  »attr  oi  crvsia!  > 
-a'ion  lutli'T  ::.äL  '0  *.!:•,-  -.>,i:i:  bu:  theii",  iahrt  er  lV>rt.  .-:t 
is  r.'A  -a-y  -.M  -xp^uiii  -aLv  -he  -alts  oi  pota^h.  etc.,  ~-h-\:'i 
rn.t  pr'»lu'.'-  u  lik'.wi-'/.  ^^  ooii.  iv^ry.  p;ii»er.  t-to..  wbon  plaitii 
in  iLe  L'aädan;-,  crive  ■■ff.  be-iiies  their  bright  dame,  more  or 
Ie-5  -A  tliis  _vet!ow  ligl.t.  whi^h  I !  äve  always  louinl  ilie  s;.m' 
in  i:;  clian\iti-i-<.  Tili;'  •■a.\  prii.up'.e  which  the?e  yarioui 
bodi''>  have  in  «.onimon  with  ihe  >ai;s  ot"  --oda  i^  water:  yct 
I  iJjink  tliat  tiu-  ibtmation  or  pre>enee  ol  water  cainioi  '* 
the  oneiti  ol'  this  yi-llow  liglit.  beiause  ienited  sulpliur  pni- 
«iuce-    the    ve r  v    - a lüi- .    a    substaiice    witb    wUcb    weiter  i> 


■;  Hi.-rschel,  vi.pqi  Litlit:  übiTsetit  von  Schmidt,  S,  "itiS. 
-■  Brtwster's  Jwirual  V,   l"^2Ö. 
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supposed  to  have  no  analogy.**  ,,It  may  be  wortb  remark", 
Algt  er  hier  iu  einer  Anmerkung  liinzu,  ..tbougli  probably 
accidental.  that  tlie  specific  giavitj-  of  sulphur  U  l,fi9,  or  al- 
most  exftctly  twice  that  of  wator.'-  „It  is  also  remarkable", 
nUirt  er  dann  im  Texte  tbi*t,  ^tbat  alcokol  bui'ot  in  an  open 
»es3el,  or  in  a  lamp  with  a  metallii-  wick,  gites  but  Uttle  of 
Üio  jellow  ligbt;  wliile  iJtlif  wick  be  of  cottou,  it  gives  a  con- 
siderable  qaantity,  and  that  for  an  uuUiiiitcd  timo.  (I  liave 
found  otbei'  instaiici-s  of  a  rbangv  of  colour  in  daiueä  owing 
to  tho  mcre  proBcnce  of  tbe  substance  wbich  suffent  nu 
diminutioD  in  coosequeiice.  Tbu-t,  a  particle  of  muriate 
of  Urne  ou  thc  wick  of  a  spii'it-lamp  will  produce  a  qimntity 
of  red  and  gi-eeii  rays  for  a  wbole  evening  without  boing  itself 
»ensiblr  diminisbed.)"  Die  gelbe  Linie  schreibt  er  in  den 
spAtorou  Theilßn  der  Abhandlung  dann  bald  Natroiisalzea, 
bald  dorn  Schwefel  211.  So  sä^t  er  bei  der  »elion  erwfi.linten 
Bersprechung  des  Spectnims  de*  Kolhfeucrs:  „Tlie  bright  line 
in  tbe  yellow  is  camed,  without  doubt,  by  tho  combustiou  of 
tbe  sulpbur.*' 

Man  muss  Uiernach  gestehen,  da^a  die  Behauptung,  die 
so  oft  genannte  gelbt^  Linie  zeige  die  Anwesenheit  van  Na- 
triumverbindungpn  in  der  Flamme  mit  Sicherheit  an,  nach 
den  Arbeiten  von  Herschel  und  Tatbot  durchaus  niiJit  abt 
erwiesen  atigesebc»  werden  kann.  Im  Gegcntheüe  führen  die 
80  mannigfattigen,  von  diesen  erwähnten  Entstchnngsarten  der 
liiuie  viel  eher  üu  dem  Schlüsse,  da^s  dieselbe  überhaupt 
nicht  durch  einen  gewissen  chciniacbenBcstaiidthetl  der  Flamme 
bedingt  ist,  sondern  durch  einen  Procesä  von  unbekannter 
Katar,  der  bei  den  veräcUiedonsten  chemischen  Elementen, 
bald  leichler,  bald  schwerer  vor  sich  gehen  kann.  Fasste 
man  eine  Kolehe  Ansieht  aber  diese  gelbe  Linie,  so  mliiwle 
man  eine  ähnliche  über  die  anderen  in  Fhimmeuspectren  beob- 
achteten Linien,  die  viel  weniger  untersucht  waren,  sich  bil- 
den, und  man  wuMe  in  dieser  noch  bestärkt  durch  die  An- 
gabe von  Talbot,  nach  der  eiii  Stück  Chlorcalciuni  durch 
seine  blosse  Gegen  wart  auf  dein  Dochte  einer  Flamme,  und 
ohne  eine  Verminderung  zu  erleiden,  eine  rolhe  liad  eine 
grOne  Linie  in  dem  Spectnim  derselben  hervortreten  lä^st. 
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Die  Vorsucbe  von  Wlientüton? '),  Masson,  Ängsiröm, 
van  der  Wllligoii  uml  Pl&ckor  über  das  Spectrara  dt 
elektriscbei)  Funkens  oAft  Liclites  (dip  «chon  in  me 
„Uiitorsuchuiigeii  über  das  SonncuKpectnun  und  die  Sp<^c 
der  chemiüchen  Element«".  AbbaiulluDgeii  der  Akad. 
"Wissenscb.  zii  BeiUn,  1661  S.  70.  angefllbit  sind),  sowie 
Versuche  tou  Despretz'),  aus  detien  divs^'r  Pbjtikcr  scblos 
das»  die  hellen  Liiuicn  des  Spectrams  des  Licbtes  einer  i;al- 
Taniiiclicii  Süule  eine  vou  der  Strotustfirke  UDabbAti^iKe  T^x^ 
halK'ii.  konnten  der  Ansiclit  zur  StÜUe  dit-nen,  dass  die  bellm 
Linien  des  Spectnims  eines  globendea  Gaaes  aiUftcbUcMlicb 
durch  die  i-inzelnen  chemi«rbon  Bcfttatidtlieile  deiaselbcn  bedinKt 
sind;  aber  den  Beweis  fUr  diese  Ansicbt  konoteo  sie  ttictl 
Hefern.  Hierzu  waren  die  Bedingungen  bei  ihnen  zu 
wickelt,  die  Vorgünge,  die  in  einem  eüktriscben  Funken  ^ 
finden,  zu  wenig  gekonnt.  Dazu  kommt  noch,  um  die  Bern 
kraft  dieser  Yeräucbe  in  Bezug  aul'  die  genannte  Pttgt 
eräcbUlteni:  die  Verschieden Iieit  der  Farbe  des  elektr^chcn 
Lieble»  in  verschiedenen  Theileii  einer  Geissler* scheu  B&hre, 
der  Umstand,  dass  van  der  Willigen  bei  deii&elbeD  Elektroden 
und  niivcrändi'i-ter  cbemiNclier  BcMbaffenheit  des  Gase», 
dem  die  EloktxicitAt  überging,  verscliiedene  Speetren  erhicl 
wenn  er  die  Dichtigkeit  dieses  Gases  in  genügemlen  Grei 
änderte,  und  endlich  eine  Beobacfatung  toq  AngstrOm.  lii* 
dieser  beitäuÜg  ern-iümt.  Angstrßm  sagt*):  ^^Schon  Wheat- 
«tone  hat  bemerkt,  dtus.  venn  die  Pole  aus  rwei  »r^rhied«^ 
neu  Metallen  bestehen,  das  Spectrum  die  Linien  beider  Metalle 
enthiUt.  Es  wiU'  dcülialb  von  rnt^rcssp  ui  iinte  rauchen,  ob 
eine  Verbindung  derselben  Metalle,  besonders  eine  diemisdiS) 
auch  die  Limeii  beider  Metalle  gebe,  oder  sieb  dieselbe  dnrdi 
Auftreten  neuer  Linien  auszuicline.    Es  zeigte  sich,  daaa  du 


>)  Wlieftt>.t«ne  rsiicrinu-iitirte  nicht  allein  mit  (l«ta  Fuiikpn 
Kk'ictriiiinoftiwhini*,  Muilttrii  such  mit  dein  Volts 'scboa  himI  ilem  tnduc 
Fuiiieu.     Jii-purt   of  die  British   AHsociaäon   f»r   tha    AHruwi-Bml 
f^imcc   1t)3&;  Oieinical  Nl-k-a  U«r«li  23,  I8SI;  Chetnica)  Nem  Uutit 
SO,  l&Ol. 

•)  Comi»!.  mid.  XXXI,  [>.  419  (I»0). 
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erste  der  Fall  ist  Dirr  einzige  unterschied  («stAud  bloss 
darin,  dass  gewsse  Linien  fehlten  oder  sicli  mit  grösserer 
ScLwierigkeit  zeigten;  uIht  wen»  sie  sich  zeigt«n.  erschienen 
sie  immer  an  denselben  Stellen^  wie  bei  den  einzelnen  Metallen." 
„Bei  ZmS»",  heisst  c-s  aber  iii  dem  folgenden  Absatz,  ..^aren 
die  Linien  im  Blaa  irtwas  nacli  dem  Violetten  verscbolit-n,  aber 
höchst  unbedeutend."  Hätte  eine  solelie  Verscliiebung.  wenn 
liuch  eine  noch  »o  kleine,  hici*  wirklicli  statt^fundeu,  so  wäro 
dai-aus  zu  schlicsscn:  entweder,  da^  die  hellen  Linien  den 
elektrischen  iFimkeiis  anderen  Gesetzen  tolgcn,  nh  die  eines 
gittbcnden  Cfases,  oder,  dass  die  letzteren  nicht  ausschließlich 
darch  die  einzelnen  chemitichen  BetttandtlieÜc  desselben  be- 
dingt ^ind. 

Es  konnte  die  in  Beziehung^  auf  die  Linien  gltüiender 
Giisf  aufgestellte  Frage  nur  enlscliieden  werden  durch  Ver- 
sache  unter  den  möglich  einiiu:h>tten  Verhältnissen,  durch 
Beobachtung  der  Spectren  von  Flammen.  Solche  Beobach- 
tungen sind  wieder  1845  von  Hiii.  A.  Miller  angestellt;  .'«her 
diese  haben  zur  L&sung  jener  Frage  keinen  Beitrag  geliefert. 
Hr.  A.  Miller  hat  das  Verdienst,  zuerst  Abbildungen  von 
Flamjnen^pectren  Teröfleiitücbt  zu  haben;  aber  diese  Abbil- 
dungen sind  wenig  gt-luugen.  AUurdiiigH  sagt  Hr.  Crookes 
in  Beziehung  auf  dieselben  bei  dem  Wiederabdruck  der  zu- 
gehörigen Abbaiidlung  ^):  „We  cauuot,  of  coni'sc,  give  the 
coloui'cd  diagraiiiK,  with  wliich  it  was  origimillj  illiutrated;  hut 
we  cau  ae&ure  our  rcader)  that,  at'ter  makiug  aliowance  for  tho 
imperfcct  aUUe  of  Chromolithographie  sixteen  yeai-9  ago,  the 
diägramfi  of  the  spectra  given  by  Prof.  Miller  aro  more 
accorate  iu  »everal  respects  thau  tlie  coloured  spectra  figured 
in  recent  nnmbors  of  the  scientific  periotlieaLi.*'  Diäter  „Ver- 
eichenrng"  den  Hm.  Crookes  gegenüber  kann  ich  aber  an- 
JUIu-eii,  duRx  ich  vei-suclMweine  die  Abbildungen  des  Hi-n.  Miller 
mehrfach  Personen  lorgetegt  habe,  die  mit  den  betreffenden 
Specti-en  vertraut  waren,  und  si(«  aufgefordert  die  Zeichnungen 
att£cu)nicben,  die  die  SpecUren  yon  Stioutium,  von  Ciüduni  und 
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voD  Barium  darätclten  eoUen.  ohiie  dasg  e«  Einem  gel 
w&rc,  die  richtigen  zu  üikIbii. 

Es  liiit  zueist  Swan  bei  Qelegonheit  seiner  classiadieii 
Arbeit  „über  ilie  pmiuäüschen  Spectreu  der  Flammen  von 
KobleuwasserstoETvorbLiicIutigen'-  (die  schon  in  deo  Abhand- 
lungen der  Akad.  der  Wi^i^eiiscli.  m  Berlin  1861,  S.  ßü,  unil 
in  der  gemeiTisameii  Abbandlung  von  Bunsen  und  mir  Pogg. 
Anu.  Bil.  110  S.  168  aageftlhrt  ist)  durcb  Veraoche  x\i  ent- 
scheiden gesiulit,  üb  di«'  fast  immer  auftrcleinle  gelW  Uni« 
ausschliesslich  durch  ^atriumverbinduiigen  berrorgebracbt  seil 
köuiio.  Er  priU^  wie  klein  die  Menge  KochsaLc  bt,  die 
Linie  noch  deutlich  zeigt;  er  Ündet  diese  Menge  über  alle 
VorsteUuRg  klein,  uud  &cliliesst  danu:  ,.belracbteD  vir  die  hat 
univorBcUo  Vci'br(*itung  der  Natiiumsalzc  und  die  mcrknürdigi« 
Energie  derselben  zui'  Hcn'oi'biingung  eines  gelben  lachte«. 
so  scheint  es  sehr  walu^cheinlich.  dass  die  gelbe  länie  A. 
welche  in  dem  Spectrum  last  aller  Klammen  eracbeint,  jedes- 
mal von  der  Auveseubeit  kleinor  Xutnummengea  horrlUiil'' 
Der  eigentliche  Zweck  der  in  Rede  gtcheudou  Arbeit  war 
Vergleicliung  der  Spectren  vorscldedeuer  Kohlenwasserst 
flammen.  ,,Das  Resultat  dieser  Veiglciehung  war:  da» 
allen  Spectren,  erzeugt  durch  Substanzen  von  der  Fe 
CrH,,  oder  der  Form  CrH.O,:  die  \mÜ»m  liinicn  iduattKb 
sind.  Li  einigen  Fällen  Kwai'  sind  gewisse,  sehr  scbwadi» 
Linien,  die  im  Spectrum  der  ßunsen'tichen  Lampe  rorkom- 
men,  nicht  sichtbar.  Die  Helligkeit  der  Linien  rarürt  mh  dem 
VerhäUtims  der  Kohle  zaxo  Wasserstoff  in  der  verbrcunenöoi 
Subtitanz  mid  i^t  am  grÖNstcn,  wo  die  mt-iMte  Koblr  TOrbaodcti 
ist''  .  .  .  „Die  absolute  Identität,  welche  diesem  nach  zwischen 
den  Spectren  unähnliche  rKohlenwaasei-stoffverbiuduugen  existüt 
ist  eine  nicht  wenig  mcrkwtirdigc;  denn  sie  beweist.  1)  daw 
die  Lage  der  Linien  im  Spectrura  nicht  vahirt  mit  dem  Ver- 
hältniss  von  Kohle  und  Wa^äerstoff  in  dem  vcrbnumenden 
Körper,  wie  hervorgeht,  wenn  man  die  Spectren  des 
vom  leichten  Kobleovasserstoff  CHj,  Ölbüdendeui  Gas»  ' 
and  Terpentiuöl  C,oH^  TcrRloicht;  2)  dus  die  Gegenwart  de^ 
Snuerstofib  den  Charakter  der  Spectren  nicht  äiideft, 
Aethcr    C,H,0    und    Holzgeist   CjH^Oj    Spectra  gebeo, 
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ideotücli  Hind  mit  dpiieii  von  Parsffiu  Cg^H^^  utid  Turpuiitinöl 
O.A.« 

,^  gewiss«]  fallen  wciii^ti-iis  iifßcii-t  div  Buimi'iigtmg 
auderer  Substanzen  zu  dea  Kohlenwü^serstoßVerbiiidnitgeD  die 
Idnieii  des  Spectruias  nicht.  So  hahc  ich  gefuudcn,  duss  ein 
Gemiscli  von  Alkohol  iind  Chloroform  mit  einer  Flamme  brennt, 
die  eine  sehr  leuchtende  grüne  Hülle  liat  —  eiu  chorakteristi- 
sdMB  KcDuzeichen  der  Anwcseuheit  des  Chlon«  — ,  und  in 
deren  Spectruni  und  keiuo  Linien  aiditbar.  Facht  mau  indesa 
die  flaiome  mit  dem  Lötbtola-  an,  so  nimmt  das  Licht  dor 
HilUc  ab,  und  die  gewöLalichien  Linien  dea  Koiilcnwasaerstoff- 
feQectiuniB  werden  liichlbar." 

f  "  Swan  hat  durch  diese  Arbeit  oiuon  äusaerst  schawens- 
wertheu  Beitrag  üur  Beantwortung  der  hier  mehrfach  auf- 
gestellte« Frage,  ob  die  hellen  liinien  «ines  glühenden  Gases 
aosächlics^lich  von  den  eiiizelncn  chemischen  Bestandtbeiloo 
desBelben  abhängen,  geliefert;  aher  er  hat  die  Frage  in  ihrer 
Allgemeinheit  und  mit  Be-stimmtheit  nicht  beiuitwortet;  er  bat 
tiie  ^icb  auch  uicht  get^tolli ;  er  wollte  »eine  Untersuchung  auf 
die  Spectreii  der  Koiilenwa^^serstofl'tlammeu  beschränken;  zur 
Untersuchung  jener  gelben  Linie  wurde  er  dabei  durch  das 
BD  häufige  Vorkommen  derselben  auch  in  diesen  Spectren  rer- 
aolaast 

Kiemand  hat  sich,  wie  cit  scheint,  jene  Frage  vor  Bunden 
uod  mir  mit  Klarheit  vorgelegt;  es  war  das  nichtigste  Ziel 
unserer  gemeinsamen  Arbeit,  dieselbe  zu  beantworten;  durch 
Versuche,  die  in  der  mannigfalügsteo  Weise  abgeändert  wur- 
den, und  die  zum  grössleu  Theile  neu  waroii,  wurden  wir  zu 
der  Entacbciduiig  geführt,  die  die  Grundbedingung  för  die 
„chemische  Aualjso  durch  SpcctralbcobachtuQgen"  bildet. 

2.  Auch  in  Beziehung  auf  die  Geschiebte  der  ehemiacheu 
Anal)-»©  der  Sonnenntmoäphäre  habe  ich  liier  noch  Einiges 
anzufOliren. 

Den  Xern  iler  von  mir  entwickelten  Theorie  der  Chemie 
der  Sonne  bildet  ein  Satz,  der  kurz  ausgesprochen  lautet: 
für  jede  Gattung  von  (WRrme-  oder  Licht-)  Suahleu  ist  das 
Verb&lcnisg  zwischen  dem  GmissionsTcrmögeii  und  dem  Ab- 
sorptionttrermCgen   für  alle  Körper  bei  derselben  Temperatur 
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du  gleiche.  Ans  diesem  Satu  folgt  leicbt,  dass  ein  glühen- 
der Körper,  der  nur  Lichtstrablen  von  gevissen  Welleal&Dgeo 
aoBsendet,  auch  nnr  Lichtstrahlen  Ton  denselben  Wellenlängen 
alworbirt;  vorans  dann  weiter  nch  eigiebt,  wie  ans  den  donkdn 
Linien  des  Sonnenspectnuns  aof  die  BestaadtheUe  der  Souko- 
abnoBphare  geschlossen  werden  kann. 

In  seinen  „optiscben  üntersachmigen<")  stellt  AngstrOm 
8.  144  den  Satx  auf^  dass  ein  KSrper  ,^  glflhenden  Znstsade 
gerade  alle  die  Lichtarten  ansäenden  rnnss,  welche  er  in  ge- 
wöhnlicher Temperatur  absortärt"  Dem  Satae  folgen  ä» 
Worte:  „Die  FrOfong  der  Bichtigkeit  dieses  Satzes  ist  inden 
grossen  Schwierigkeiten  unterworfen,  weil  ein  ins  Gl&hen  tck- 
setKtar  Eftrpw  nnter  gans  anderen  ElaaticititsTaili&ltmaen 
auftritt,  als  anter  welchen  sdu  AlwoiptionsTennÖgen  g^rttft 
wurde."  Diese  Worte  sind  in  der  Yerlnndang,  in  der  ne 
stehen,  unTerstAndlich;  sie  wQrden  Teistftndlich,  wenn  man  sa- 
nBhme,  dass  Angström  in  sdnem  Satse  eigentlich  h&tto  ngn 
wollen:  ein  Körper  mOsse  in  glfthendem  Zustande  gerade  »De 
die  Lichtarten  anssenden,  welche  er  bei  derselben  Tem|ientn' 
absorbirt  Eine  solche  laterpretation  wird  aber  durch  die  im* 
mittelbar  folgende  Anseinandersetzong  Angström's  keines- 
wegs begünstigt.  Diese  lantet:  „Einen  indirecten  Beweis  tod 
(k'i' Bichtigkeit  des  Satzes  liefert  iiuless  der  von  Htd.  Xiepoe 
(Ig  Saiut-Vii-tur  eutUeckte  Zusammenhaug  zwischen  der 
Farbe,  weiche  ein  Körper  der  Alkobolflamme  ertheüt,  ond  ia. 
welchi'  das  Liclit  entwickelt  auf  einer  Silberseheibe,  cüe  mit 
dein  in  Bede  äteheudeii  Körper  chlorirt  worden.  Da  nämlich 
die  Silberaclieibe,  mit  Chlor  allein  behandelt,  alle  Farben- 
nt\aiicea  des  Sounenspectnuns  annimmt,  mit  einem  tärbenden 
Körper  zugleidi  behauilelt,  aber  iast  ausschliesslich  die  F^rbe 
lies  Körpers  zeigt,  so  kann  dies  nicht  anders  geschehen,  sls 
dass  die  so  zubereitete  SUbersclieibe  susschliesslich  gerade  die 
Farbe  absorbirt.  welche  dem  förbenden  Körper  angehört- 
Ohne  zu  vei-suchen  im  Uebiigen  diesem  ,3eweise"  zu  folgte 
erkennt  mau,  dass  bei  demselben  die  Ausstrahloiig  einer  Koch- 
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ssknamme  %.  B.  in  Beziehung  frcsL-t^t  wird  zu  i]er  AWi-|)tioii 
einer  kalti:*i],  mit  Ktichsalz  bt^handelten  Sijhicrplatte. 

Der  Sino,  den  nian  dem  Satze  beilegen  kümitc.  wird  aber 
ganz  und  gar  in  FrAge  geslullt  darch  eine  Bemerkung,  diu 
Ang^tr&m  S.  H3  macht.  Es  heisst  hier:  „Dabei  ist  jedoch 
wohl  za  nierkoii,  da»  eiii  Medium  nicht  blons  die  ächwingungs» 
bevegungon  absoi-birt.  welche  es  am  leichtesten  aimimint,  son- 
d«m  auch  die.  welche  zu  ihm ')  in  einem  einfachen  Verhältniss 
stehen,  wie  Octave.  Terz  etc."  Um  den  Widerepriich  zu  or-' 
kenneo,  in  dem  diese  Bebauptungea  mit  einauder  stehen,  denke 
man  sich  einen  Körper,  der  gewisse  Schwingungsbewc-gungeu 
mit  gleicher  Leichtigkeit,  und  andere  gar  nicht  annehmen 
kann;  nach  dem  8atzt<  Augstrüin'-i  3.  144  kann  die«er 
Körper  cor  die  ersteren  Schwiiiguagsbewegungeu  absorbireo, 
nach  der  Bemerkung  desselben  S.  143  muss  er,  ausser  auf 
ide,  aach  noch  aal'  gewiHSH  atulere  eine  Absorption  nuKllben. 

Man  sieht,  dass  der  SatJC,  der  die  Grundlage  der  che- 
mischen Analyse  der  Sonnenatmosphäre  bildet,  Ängairfira 
Khon  Yorgoschwcbt  hat,  aber  freilich  nur  in  unbestimmten 
Umrissen.  Der  theoretiacben  Beti-achtung,  durch  wclclo 
Ängstrom  denselben  herzuleiten  »ucht,  liegt  derselbe  Gre- 
danke  nu  (iruude.  den  später  Stokes')  bei  Besprechmig 
meiner  ersten  ^  L-rüffentlichung  über  die  Unikehrutig  der 
Flammenapectren  in  richtigerer  Wei--t  iinsgefidirt  hat  Stokea 
vergleicht  liier  die  Absorption,  die  eine  Flamme  auf  solche 
Strahlen  ausübt,  wie  sie  sie  selbst  aai>3eDdet,  mit  der  Bceonaoz, 
di£  in  einem  tonfithigen  Körper  erregt  wird  durch  TonweUeu 
von  der  Höhe  derer,  die  dem  Körper  selbst  zukommen.  Diese 
Vei^eichung  kann,  wenn  es  gelingt  sie  weiter  uutaufUluren, 
die  wichtigsten  Resultate  gewähren;  wie  Stokes  sie  gegeben 
bat,  ist  sie  von  lntere<)se.  weil  sie  ein  der  Anschauung  uiUie 
liegendes  Bild  ftta-  jene  Absorption  liefert;  einen  Beweis  fUr 
den  Sats,  daHs  ein  gltüiemler  K&rper,  der  nur  Licbtatrahleii 
von  gewissen  Wellenlüngeii  aussendet  auch  nur  Lichtstrahlen 


i>  Htm  bt   wohl  i-iu   Febb-r   d»   VcborvctiUDg    <mA    itS^x  Uincu 
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von  deoselljen  Wülleuliktig«ti  aUsorbirt,  entMlt  f^«  aber  nic^t; 
die  Theorie  d«r  Ke^oanz  und  die  Theorie  der  Butstehug 
uiid  dvr  ALäurptiou  d>.'i  Liebt-  utid  WaonratraUeD  fluid  bit 
jetzt  m  veni^  au^geblUk-tt  aU  dass  auf  einem  sf^ebeo. 
Act  goüuint«  Satz  aicb  gegenirärtig  beweisen  liesao. 

8.  In  den  Traiia.  of  the  B.  Sin:  uf  Editiburgli  ftlr' 
befindet  sieb  eine  ÄbhAiidluug  von  BAtfour  Stewart,  tu 
dieser  sebr  intorc«6aiite  Versucbe  Aber  Wäriuestimblinig 
Ab^oipllou  Tc>u  tbeilivcisc  diathcnuauea  PUtien  beschrdibl 
Er  findet  bier,  da^s  eine  Sti?iti3alz]ilatte  weuig«r  diatlunuii 
ist  fltr  StratdcD,  die  eine  andere  auf  100^  C  envSrat«  Stab- 
silzpbitte  aussendet,  ah  für  soIoUe,  die  ron  einer  RussB&clie 
bei  derselben  Temperatur  ausgeben.  Hieraus  und  aus  äha- 
lieben  Erscbeiuungen,  die  PUtteu  ron  Glas  and  GUmiiKr 
zeigen,  folgert  er:  „tbat  every  body  wliicb  sÜU  best  in  its 
ptMige  tbruugb  its  sub^iice,  ts  uiore  opajqoe  witb  regard  to 
heat  radiated  b)-  a  tliin  glice  of  its  ovu  sul^taiice,  tban  it  t* 
witb  regard  to  ordiuary  heaL'*  ISr  erinnert  daun  an  das  na 
ProTost  zuerst  erkaunte  Priacip,  nacb  dem  ein  Körper  in 
einer  Unigebuug  von  gleicher  Temperatur  5»  viel  WJknat  absor 
bircu  muss,  als  er  selbst  aus-strablt,  und  sa^  dauo:  «Coaudtf- 
iug,  tbercforc.  tbe  beat  of  any  temperalure  to  roaast  «f 
beterogeiieous  i-ajs,  we  maj  statv  tbe  law  thn»:  The  ab- 
sorption  of  a  plate  equals  its  radiatioa*  and  tbat  fot 
erery  description  of  beat," 

Dieser  Sdilu^s  kann  ein  etreuger  nicht  sein,  achon  dct- 
balb  nicht,  veil  aus  Versuchen,  die  nur  ein  ^Ccfar  und  thi 
Minder  keonea  gelehrt  liitben,  mit  Strenge  keine  Gleichheit 
geschlossen  werden  Icaiin.  Der  Satz,  zu  dem  er  ftkhrt,  kum 
iiiebt  als  durch  ihn  bewiei^eu  angesehen  werden,  sondern  nur 
als  eine  Hypothese,  die  einer  scbArferen  PrOfhog  und  Qbei- 
dies  auch  einer  näheren  Pricisirung  der  in  ihr  roriiommen- 
den  Ausdracke  bedarf.  Stewart  selbst  betrachtet  auch  zück 
üeinen  Satz  als  liierdui-ch  streng  bewiesen;  denn  uumitlelt 
nach  dem  Aussprudle  de^clben  sagt  er:  „A  more  rigid 
mwQStevtion  may  be  giveu  tbus" :  und  geht  daun  in  tiefi-n* 
Iracbtungen  ein,  die  einen  solclicn  strengtireo  Bev^eis  liefen) 
sollen,    und    aus    denen    man   auch    uAfaer    erkennt,    welche 


Zar  QMcliieht«  dar  Sp«cml-Aii«l]rH  ctc 


637 


Becleatting  den  AiisdrOrkea  abeorptioii  und  radiation  bei- 
snilegen  ist  Abor  diese  Betr&<;htiiiigRn  liab^n  tiirht  die  nOthigo 
Allgemeinheit  und  die  nötliigo  Schürfe,  um  ihren  Zweck  zu 
erreichen,  so  dass  trotz  dei-selben  der  Satz  von  Stewart  eine 
Hypothese  ttleibt.  der  einige  Wahrscheinlichkeit  gegeben  ist 

Stewart  fimlet  ans  seinen  Versuchen,  dass  theilweise 
diathenuane  Platten  um  so  mehr  Wärnie  ausHtralilen,  je  dicker 
sie  »iod,  und  schlies^t  hieraus  mit  Tollkomnaenem  Hechte,  dass 
eine  Strahlung  ebensowohl  von  dem  Inneren  der  Köi-por, 
als  T&n  ilu'er  Ubertläclie  ausgibt.  Er  kniipfl  hieran  die  fra^e: 
,,arc  we  to  supposo  each  particle  of  each  sub&tance  to  havo 
at  a  given  temperature  an  iudeptuileiit  nuliation  of  ita  own, 
equal,  of  coursc,  ia  all  dircction.BV  A  priori",  fahrt  er  fort» 
„this  is  th'O  mo6t  prubable  ^uppo^ition.  and  it  seems  likewi^e 
to  be  confonnable  to  experimcnt."  Das  in  diesen  Worten 
aQB|[ef:procheno  Princip  bildet  den  Prüfstein  fUr  dio  Richtigkeit 
jenes  Satzes  bei  dem  Beweise,  den  Stewart  für  denselben  zu 
geb«n  sucht  Er  sagt:  „the  fiuosiion  m-ises,  is  thc  law  of  an 
oqnal  and  iadependent  radiation  of  eaeh  parliclo  of  a  body 
theoretically  consistent  wilh  equiUbrium  of  temperatiire?  That 
ig,  suppo&o  we  have  any  ürregularly-Khaped  iuclosuro  walled 
round  with  a  vuriaty  of  substances,  and  each  particle  of  each 
sabstasce  radiatiug  into  the  inclosure,  fi'om  the  sides  of  which 
it  is  reflected  many  time«  backwards  and  fürwai"ds  before  it 
is  finally  absorbed,  —  this  being  the  case,  will  the  law  of 
equal  ar.d  iudependent  radiation,  and  those  of  reHei-tion  aJid 
refraction  so  fit  with  ono  another,  that  cverv  particle  of  the 
walls  of  the  inclo&ui'e  shall  absorb  precisely  a»  mueh  heat  aa 
it  radiatcj'?  It  will  be  endeavoured  to  show  that  these  laws 
arc  SU  adapu-d  to  cach  othcr."  Mit  Benutzung  des  Öosetzea 
„von  der  gleichen  und  uniibhängigea  Strahlung"  und  der  G«- 
setze  der  Reflexion  und  Brechung  bildet  nun  Stewart  di« 
Gleichung,  die  den  zu  beweisenden  Satz  \on  der  Gleichheit 
der  Absorption  und  Radiation  fllr  jede  WärmegattuDg  aua- 
spricbt.  Eä  zeigt  sieb,  daas  die^e  Gleichung  keinen  Wider- 
?pnich  enthält,  sondirn  eine  raöglielie  Eigenschaft  der  iimereu 
Strahlung  in  einem  Körper  ausdrückt.  Er  schliesst  daraus, 
dass  der  Satz  von  der  Gleiehheit  der  Abeoi-plion  und  Badistioq 


Sta  mn  ah  mägUek.  aidhc  ak 
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dtirta  W«teB  ■■giiiiiiittm  kt  iiiaiMB  h-  ftr 
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Kkctfar  Aefm<  a  deMiefanB  od  deam|ftioaafiMlaaBc; 
tfae  fowtaHWM  mifcii  at  iiiliiiiig  it  l^^itr  pnAdUe  <if  Mt 
rigMlr  liiwiiwilMiwg  tbk  tbe  sbmc  ■rtapmin«  «iH  boÜ  gwi 
igr  rraiT  Mclniiii.  huwwn  luggriir  or  vaned.-  Der  FkD. 
de*  er  betncktei.  irt  der.  dwi  cia,  darck  eäe  ^bew  begnads, 
m  Uehnfea  naligiiaiiir  Ktoper  omt  scbwaom  mdie.  & 
jner  Ebene  pai^M  kl.  ftiniiJliiiHihi.  Di  dcM  Bn«, 
da  Stewart  ia  dkm.m  FaHe  tK  aäat  IWiiaBiiluiig  pAL 
irt  eadliebBoebdaFeUKder  BAäd»]K«BltataTffEilk 
n  4aH  4er  Viifwri  gehj^t.  Sr scUieMt:  .We have.  Ibeic- 
<D*e^  two  lawsaeoeawiT  to  tbe  eqaSbriBM  oC  tenpenton. — 
1",  TlMt  die  abaofptioB  of  a  paiticle  ia  equl  to  its  ndittiaa. 
and  tbat  Im-  eror  deecr^tion  of  beat:  V.  Tbat  tbe  6ow  o( 
beas  Crom  tbe  intnior  npoo  tbe  sar&ce  of  a  aabstancc  of  iih 
(leäuite  thtoknesä.  is  proportHMia]  caeteris  paribns  to  it$ 
ir.d'X  Ol  reöractioi:.  :md  that  lor  everr  de?cripcioQ  of  ht^l." 
Dies'-s  zweite  Ge^^-iz  weK-hes  |die  obeo  bezeichnete  Gieiohmy 
au.ispri'ht,  die.  wie  erwähiit.  eine  mösr'iiche  Eifreosohaft  der 
innereD  Strahlung  io  einem  Körper  aogiebt;  ist  nicht  richtige: 
die  in  ihm  bezeichnete  Grös>e  ist  nicht  dem  BrechunfSTerhatt* 
niss.  soiid'>ni  dem  Quadrat  desselben  pri>portioual.  'i  Bei  einer 
späteren  lielegeDheit  -  äussert  Stewart  selbst  (aber  ohne  seine 
frühere,  damit  im  Widerspruch  stehende  Behaoptnng  zu  er- 
wähnen :  ..Xow  if  R  deuotes  the  radiation  of  lamplack.  and  p 
tbe  index  of  refractioD  of  ao  uncrrstaltized  mediimi.  it  maT 
be  ghowii.  that  the  internal  radiation  as  thtis  delined  is  equl 
to  Kp^. 

>p  S.  vben.  S.  594. 

')  Repiirt  of  the  ßrit.  A.-^.  for  the  AJranuemeat  of  Sc.  for  13*1. 
p.  lOT. 
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4.  Hr.  A.  Miller  sogt  am  Sclilnsiu^  seiner  kcIioii  oben 
enrihuten  Abhaudliuig  ttber  gofiU-bte  Flnmiuea:  ,,It  may  be 
iiitercsting  tn  i-emark,  in  connecUon  witli  tW  ^]i«cii]!itiuiis  ou 
the  absarptive  actioD  of  tbe  sod'»  atmosphrn'c,  tbat  it'  ^olai' 
Itght  be  tranraiitted  througli  a  flunie  exliibitiug  wellinarked 
black  Hnes,  tlie  Ünes  ifappear  in  the  Compound  spectnim, 
provided  the  liglit  oi  day  be  uot  too  iiiteiise  coioparcd  wiüi 
that  of  Üie  polourcil  tlamc.  This  nxay  bc  soeii  in  Üie  red 
I^ht  of  tbe  uitrate  of  strontia,  »nd  less  perfectiy  iii  tiie  i^ea 
of  Üie  Chloride  of  copper.  It  would,  tliercforL».  appuar  tliat 
ituninotti  atmosplieres  cxist  iti  which  not  onty  certain  rays  ore 
waatiug.  bQt  which  exercise  a  positive  abaorptive  influenc«  on 
othür  ÜRhts."  Iii  seinem  Bericht«'  ,.on  spcctnuji  aiialysis"  in 
der  Kummer  der  Chemical  News  vom  19.  April  iS(>2  führt 
Hr.  Millor  dies«  Zeilen  an,  ohne  eiiie  Benmrlcuiig  Über  das 
Verhältuies  m  machen,  in  dem  eeino  BoobachtunRen  und  scUi 
aua  deriielbeii  gexogi.'ner  Schlus-s  icu  dem,  was  ich  gefiuideu 
hnb«,  stehen.  Ta  der  Numiucr  vom  IS.  Mai  1862  desselben 
JouTDat«  schreibt  Hr.  Croukes  mit  Bozag  auf  diosetben 
Worte:  „This  paragraph  shows  that  Prof.  Miller  lias  anticü 
poted,  by  Qoarly  sixteen  years.  the  remarkable  discovery, 
HAcribed  to  Kirclihoffi  of  the  opacUy.of  certain  colooretl 
Aames  to  ligbt  of  theu:  ovm  coloui-." 

BCau  braucht  nur  mit  einiger  Aufmerlnainlceit  ilie  Worte 
des  Hnt.  Miller  zu  lesen,  um  zu  erkennen,  das«  der  Schliws. 
xa  dem  er  kommt,  gerade  (laä.(:tegeiithetl  von  meinem  Schlüsse 
ist,  dabei  aber  auch  eiuzu-soheti,  darin  st'^iii  Scliluäs  ein  un- 
richtiger ist.  liii»st  mau  schwaches  Tageslicht  durch  citit; 
gel&rbte  Flamme  gehen,  so  macht  sicli  die  Absorption  dietmi' 
nicht  bcm(rrkUi*.h;  ihre  hellen  Linicu  erscheinen  lioUcr  als  die 
Cmgehusg.  weil  in  ihacu  zu  dem  Tageslichte  noch  das  Licht 
der  Flamme  bimiukommt. 

5.  Bald  nach  meiner  «rsteu,  kurzen  Verüifc&tUchuug  ^] 
Ober  die  cbemiache  Analyse  der  Sonnenatmoäphüre  erhielt  ich 
folgeade  briefliche  Mittheiluiig  von  Prof.  W.  Thomaou: 

„Prof.  Stükeü  menliuned  to  me  at  Cambridge  somätime 


1}  Honat^lMricht«  iler  K.  AkaA.  der  WiMeiiMfa.  su  Berlin)  Oet.  1959. 
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probably  abont  ten  years  ago,  that  Fn^  Miller  bad  made 
an  experiment  testiiig  to  a  rerj  liigh  d^ree  of  accaracy  Uh 
agreement  of  the  double  dark  line  D  of  tlie  Bolar  Bpectnuu 
with  tbe  donble  bright  Une  coiutitating  the  speclrtua  of  the 
spirit  lamp  bnnÜDg  «ith  sali  I  remarked  tbat  äiere  umA 
be  Bome  physical  connexion  between  tvo  agencies  presenting 
BO  marked  a  characteristic  in  common.  He  assented  and  said, 
he  beliered  a  mechanical  ezplanatioa  of  the  caose  was  to  be 
bad  on  some  Boch  prindples  as  the  fbllowing:  Vapoor  of. 
sodiom  mnst  possesa  by  its  molecnlar  sinictare  a  tendenc; 
to  Tibrate  in  Üie  perioda  coiresponding  to  the  d^free  of  re- 
frangibiUty  of  the  double  line  D.  Hence  the  pzesence  of  so- 
dinm  in  a  source  of  light,  must  tend  to  originate>  light  ofthat 
quality.  On  the  other  band  Taponr  of  sodium  in  au  abnosphere 
round  a  source  must  bare  a  great  tendency  to  retain  in  itsdf 
i,  e.  to  absorb  and  to  bare  its  temperatore  raised  by  light 
from  the  source  of  the  precise  qnality  in  question.  In  the 
atmosphere  around  the  mit,  therefore,  there  must  be  present 
rapour  of  sodium,  wiäcbf  according  to  the  mechanical  ex« 
planation  thus  sn^ested,  being  particularly  opaque  for  li^t 
of  that  quahty,  prevents  such  of  it  as  is  emitted  £rom  the  sun 
irom  penetrating  to  any  considerable  distance  through  the  snr- 
runding  atmosphere.  The  test  of  this  thcory  must  be  had  in 
ascertainiiig  whetber  or  not  vapour  of  sodium  has  the  special 
absorbtng  power  anticipated.  I  have  the  impression  that  some 
f  renchmen  did  make  thia  out  by  experiment,  but  I  can  finil 
no  refercnce  on  that  point. 

I  am  not  sure  whether  Prof.  Stokes'  Suggestion  of  a 
mechanical  theory  has  ever  appeared  in  print.  I  have  given 
it  in  my  lectures  regularly  for  many  years,  always  pointing 
out  along  with  it  that  solar  and  stellar  chemistry  were  to  the 
studied  by  investigating  terrestrial  substaoces  giving  bright 
lines  in  the  spectra  of  artificial  flaraes  corresponding  to  the 
dark  lines  of  the  solar  and  stellar  spectra." 

In  der  Nummer  des  Pliil.  Mag.  fOr  Febr.  1862  sagt 
Prof.  Thomson  p.  158:  „The  last  eight  ornine  years  Stokes' 
principles  of  solar  and  stellar  chemistry  have  been  taught  in 
the  public  lecture  on  natural  philosophy  in  the  unirersity  of 
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Glasgow;  and  It  has  been  showD  as  n  first  result,  that  Üiere 
certainly  is  sodium  in  the  sun's  atmospliere.  Tho  reccct 
l^^lic4tioD  of  tliese  principtcs  in  tlid  Kptcndid  rcscamhcK  of 
Bunsen  and  £ircliIiot'f  (who  made  an  iudependent  discover; 
of  Stokes'  theorr],  has  demonstratcd  vrith  cqnol  certaiaty 
tfaat  there  arc  ii-on  and  mangimefie»  and  scvcral  of  cor  other 
known  mctaU  in  the  suii." 

Aus  jenem  Briefe  —  der  auf  meine  Veranlassung  Phü, 
Ma^  Ser.  4.  Vol.  XX,  ]).  20  und  in  oiaor  Uebor&vtzimg  Ann. 
d.  dl.  et  de  ph.  Sar.  8,  Vol.  62  p.  ISO  abgedruckt  Ut  —  sieht 
man,  dass  ror  viuleii  Jahren  schon  Stokes  gespriLchsweise 
die  Idee  geAuss^rt  liut,  das»  man  vielletdit  aus  dea  dunkeln 
Linien  des  Sonncnspectrums  vrürde  auf  die  cliemisclie  Be* 
achaffeiüiett  der  Sonnotiatmosphäre  schliessea  können.  Dilss 
diese  Idee  riciitig  ist  —  dass  nämlich  eine  Flamme  die  ihr 
hypothetisch  von  Stokes  zagcflchriebene  Absoiptioii  ausUbt 
und  dass  die  hellen  Linien  des  SpCotrums  «inos  glühenden 
Gases  mit  Sicherheit  auf  die  chemischen  Bestandth^ile  desselben 
au  schliesaen  erlauben  —  ist  erst  durch  meine  theoretischen 
Betrachtungen  und  durch  die  Ycrsuche,  die  ich  thoils  mit 
Bunsen,  tlieik  alli'iu  angestellt  habe,  erviesen;  und  eben  des- 
halb vahrdcheiiilich  ist  früher  (wälirend  eines  Zeitraums  von 
«twa  10  Jahren)  von  Niemandem  etwas  Über  jene,  gespriichs- 
weise  von  Stokes  gefiusserte  Idee  duroh  den  Druck  ren- 
öflfentlicht  worden.  Eh  steht  in  einem  auffallenden  Wider- 
aprucbe  hiermit,  wenn  jetzt  Prof.  Thomson  sagt;  „durch 
Stokea'  Piincipien  der  Chemie  der  Sonne  und  der  Fixsterne 
ist  gezeigt,  dass  sicher  sich  Xutrinm  iu  Aar  Sonnenatuio!s]>hüre 
befindet,"  und  dann  weiter:  „die  Anwendung  dieser  IViiuipien 
TOQ  Bunsen  und  Kirchboff  (dieQiiabbängig  Stokes'  Theorie 
gofiioden  haben)  hat  mit  gleicher  Sicherheit  die  Anwoscuheit 
ron  anderen  MetaUen  in  der  Sonne  nachgewiesen.*' 


KIrthbofr,  OaHNim«lU  ibhudhiBfVa. 
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